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1. Considere una variable aleatoria X que sigue una distribución exponencial con parámetro λ > 0:

fX(x) = λe−λx, x > 0.

Sea Y = eaX con a > 0.

a) Calcule E[Y ].

b) Use la desigualdad de Jensen para obtener una cota inferior para E[Y ], es decir, muestre que:

E[Y ] ≥ eaE[X]

c) ¿En qué condiciones se da la igualdad en la desigualdad anterior?

d) Si X1, . . . , Xn son i.i.d. con la misma distribución que X, ¿cuál es una cota inferior para

E
[
ea

1
n

∑n
i=1 Xi

]
usando Jensen?

2. Sea X una variable aleatoria normal con media 1 y varianza 4, es decir X ∼ N(1, 4).

a) Demuestre que
P (−1 < X < 3) = 2Φ(1)− 1,

donde Φ(z) es la f.d.a. de Z ∼ N(0, 1).

b) Sea MX(t) = eµt+
1
2
σ2t2 , t ∈ R, la función generadora de momentos (f.g.m.) de X ∼ N(µ, σ2).

Si X ∼ N(1, 4), pruebe que
Y = 1

2
(X − 1) ∼ N(0, 1).

3. Sea (X, Y ) un vector aleatorio con f.d.p. conjunta

fX,Y (x, y) =

{
4xy e−(x2+y2), x > 0, y > 0,

0, en otro caso.

a) Encuentre las f.d.p. marginales de X e Y .

b) ¿Son X e Y variables aleatorias independientes? Justifique su respuesta
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4. Sea X una variable aleatoria con función de distribución (acumulada) dada por:

FX(x) =

0, x < 1,

1− 1

x
, x ≥ 1.

a) Calcule P (1 < X ≤ 2), P (2|X − 1| > 1) y P (X ≤ 3 | X > 2).

b) Proponga una medida de localización para la distribución de X (fundamente su respuesta).

c) Calcule la esperanza y la varianza de g(X) = 1− 1
X
.

5. El tiempo de espera X de un paciente que llega a una consulta médica es cero si el médico no está
ocupado, y un tiempo aleatorio distribuido exponencialmente (con intensidad λ > 0) si el médico
está ocupado. La probabilidad de que el paciente encuentre al médico desocupado u ocupado es p
y 1− p, respectivamente.

a) Obtenga y grafique la función de distribución (acumulada) de X.

b) Encuentre la esperanza del tiempo de espera del paciente.

c) Calcule la probabilidad de que el paciente tenga que esperar más de lo esperado.

6. Sea X una variable aleatoria con función generadora de momentos (fgm) dada por:

MX(t) = eπt(1+t), t ∈ R.

a) Calcule E(X), Var(X) y E {(X − π)(X + π)}.
b) Obtenga la fgm de Z = X − π y pruebe que Z y −Z tienen la misma distribución.

c) Suponga que usted gana $2 si X ≥ π, y pierde $1 en caso contrario. ¿Cuánto espera ganar?

7. (a) SeanX ∼ Poisson(λx) y Y ∼ Poisson(λy) independientes. ¿Es cierto queX+Y ∼ Poisson(λx+
λy)?

(b) Sean X ∼ Exp(λx) y Y ∼ Exp(λy) independientes. ¿Es cierto que X + Y ∼ Exp(λx + λy)?

8. Sea X una variable aleatoria que representa la utilidad en millones de pesos debido a la garant́ıa
de cierto componente electrónico. Se sabe que la función de densidad de probabilidad de X está
dada por

fX(x) = e−θ|x|, x ∈ R, θ > 0.

(a) Determine el valor de la constante θ.

(b) Encuentre la función de distribución acumulada FX(x).

9. Se dice que una variable aleatoria X tiene una distribución Pareto si su función densidad es de la
forma

f(x) = θx0

(x0

x

)θ+1

, x > x0, θ > 0.

(a) Halle la media y la varianza de la distribución.

(b) Determine la función densidad de Z = ln(X/x0).

10. Sea X una variable aleatoria con MX(t) definida en |t| < h. Pruebe que:

(a) P (X ≥ a) ≤ e−atMX(t), para t ∈ (0, h).

(b) P (X ≤ a) ≤ e−atMX(t), para t ∈ (−h, 0).
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