Departamento de Estadistica PUC

Interrogacion 3: EYP1025-1027 Modelos Probabilisticos

Profesor: Reinaldo Arellano  Ayudantes: Andrés Diaz y Daniel Galvez

Pregunta 1: Sean X e Y variables aleatorias con media 0, varianza 1 y correlacién p
(lp| <1). Calcule:

a) Var(X+Y)y Var(X —-Y)
b) Cov(X, X —=Y)y Cov(X +Y, X -Y)

c) E{(XZ —Y Z)?*}, donde Z es independiente de (X,Y) y tal que E(Z?) =1

a)
Var(X +Y) =Var(X)+Var(Y) +2Cou(X,Y)
=1+ 142Cor(X,Y)\/Var(X)Var(Y)
=14+1+2pV1-1

=2+4+2p

Var(X =Y) =Var(X) +Var(Y) — 2Cov(X,Y)
=14+1—2Cor(X,Y)/Var(X)Var(Y)

—14+1-2p0V/1-1
=2—-2p
Esto pues
Cor(X,Y) = Cov(X.¥) = Cov(X,Y) = Cor(X,Y)\/Var(X)Var(Y)
VVar(X)Var(Y)

Cov(X,X —-Y)=Cov(X,X)+ Cov(X,-Y)
=Var(X) - Cov(X,Y)

Coo(X+Y,X-Y)=Cov(X, X -Y)+Cov(Y,X —-Y)
=Cov(X,X) —Cov(X,Y)+ Cov(Y,X) — Cou(Y,Y)
=Var(X)—Var(Y)
=0



E{(XZ -YZ)*} = B{X?Z* - 2XY 7*> + Y*Z?%}

= E(XY)E(Z%) - 2E(XY)E(Z*) + E(Y})E(Z?)
= BE(X?)E(Z?) - 2[Cov(X,Y) + E(X)E(Y)|E(Z*) + E(Y*)E(Z?)
=1-1-2[p+0]-1+1-1
=2(1-p)

Pregunta 1 - Puntaje

a) [2]

e [1] por calcular correctamente Var(X +7Y)

e [1] por calcular correctamente Var(X —Y)
b) [2]

e [1] por calcular correctamente Cov(X, X —Y)

e [1] por calcular correctamente Cov(X + Y, X —Y)
c) [2]
e [2] por calcular correctamente E{(XZ — Y Z)?}

Se descuenta [0.5] en caso de no haber llegado correctamente al resultado con un desarrollo
coherente. En cualquier otro caso [0]. (Esto es valido para cada cantidad solicitada)

Pregunta 2: Sean X e Y variables aleatorias con funcién distribucion conjunta dada por:

(1—e¥)(1—=€e"), >0,y>0

0, en otro caso

FX,Y(%?J) = {

a) (Son X e Y variables aleatorias independientes?
b) Calcule PO< X <1,0<Y <1)y P(X > 1Y > 1).

c) Obtenga la fgm de Z = 2(X +Y) e indique su distribucién.

a) Note que

FX,Y(SU-y) = Fx(x)Fy(y)

donde Fx(z) corresponde a la fda de una exponencial de parametro 1, y lo mismo para
Fy(y). Luego, X,Y si son independientes, ademas

XY % Exp(1)



Otra forma es derivar la fda conjunta, de modo que

o aFX,Y(x7y) T, -y
fX,Y(xay) - 82L‘8y =e €

y claramente

fX,Y(Ji,y) = fX(iU)fY(y)

donde fx(z)y fy(y) son las densidades de exponenciales de pardmetro 1.

Otra forma es integrando la conjunta

fx(x) = /OOO fxy (@, y)dy = /OOO e e ldy ="
y se tiene
fx(@)=e" x>0 5 frly)=e? y>0
de modo que fxy(z,y) = fx(z)fy(y).
b) Como son independientes se tiene

PO<X<1,0<Y<1)=PO0O<X<1HPO<Y <1
= Fx(1)Fy(1)
=(1—e1)?
lo mismo para la condicional

P(X>1Y >1)

PX>1Y >1)=

P(Y > 1)
P(X >1)P(Y >1)
T PV > 1)
=P(X >1)
=1-P(X <1)
=1—Fx(1)

= 671



My(t) = E(e")
_E <et(2{X+Y})>

— E(€2tX+2tY)

— E(eZtX)E(€2tY)
= My (2t) My (2¢)

() ()
()
- (1/12/:)

Y esta ultima es la fgm de una Gamma, en particular

Z ~ Gamma(2,1/2)
o equivalentemente Z ~ X7, .

Pregunta 2 - Puntaje
a) [2]
e [2] por determinar que X, Y son independientes utilizando algin argumento valido
No hay puntaje parcial.
b) [2]

e [1] por calcular correctamente P(0 < X <1,0<Y <1)
e [1] por calcular correctamente P(X > 1Y > 1)

No hay puntaje parcial.

c) [2]

e [1] por calcular determinar correctamente la fgm de Z

e [1] por determinar la distribucién de Z

Se descuenta [0.5] en ambos casos si es que hubo algiin error de arrastre en la fgm.



Pregunta 3: Sean X;, X5 y X3 variables aleatorias con fgm conjunta dada por
My, x,.x,(t1, 2, t3) = (pre’ + pae™ +p3e)”, t; €R, i=1,2,3,
donden e Ny p;, >0 parai=1,2,3, con p; + ps + p3 = 1.
a) Indique las fgm’s marginales de X3, X5 y X3 con sus respectivas distribuciones.

b

) Obtenga la fgm conjunta de X; y Xs, y determine la distribucién de X; + Xs.
c¢) Pruebe que cov(Xy, Xs) = —np1ps (Pista: Use (b).)
)

S

My, (t1) = Mx, x,.x,(t1,0,0)
= (p1e" + pa2 + p3)"
= (pre" + (L —p1))"

Mx, (t2) = Mx, x,.x,(0,12,0)
= (p2€"™ + p1 + p3)"
= (p2e” + (L —p2))"

Mx, (t1) = Mx, x,,x5(0,0,t3)
= (pse” +p1 +p2)"
= (pse’® + (1 —ps))"

De aca se tiene
X1 ~ Bin(n,p1)
Xy ~ Bin(n,ps)
X3 ~ Bin(n, p3)

Mx, x,(t1,t2) = Mx, x5, x5 (t1,t2,0)
= (p1e" + pae’ + p3)"
= (pre" + pae” 4 (1 = p1 — p2))"
Defina Y = X + X5, entonces
My (t) = E(e™)

—F <et(X1+X2)>

_ B ( etX1+tX2>

= My, x,(t,1)

= (pre’ + poe’ + (1 — p1 — p2))"

= ((p1 + p2)e’ + (1 —p1 —p2))"

Luego, Y = X; + Xy ~ Bin(n, p1 + p2)



c¢) Usando propiedades de la fgm se tiene

OMx, x,(t1,t2)
Ot10ts

n—2
= (n — L)npipae" ™ (pre™ + pae' + ps)

E(Xng) =

t1=t2=0

t1=t2=0
)n—Q

= (n— 1)npipa(p1 + p2 + ps
= (n — L)npip2
Como X7, X5 son binomiales, se tiene que

E(X;) = np;
Luego,

COU(Xl, XQ) = E(XlXQ) - E(Xl)E(X2>
=n(n — 1)pip2 — np1nps
= —npip2
Pregunta 3 - Puntaje
a) [2]

e [1] por determinar las fgm’s de cada v.a

e [1] por determinar la distribucién de cada v.a
No hay puntaje parcial.
b) [2]

e [1] por determinar la fgm conjunta

e [1] por determinar la distribucién de la suma
No hay puntaje parcial.

c) [2]

e [1] por calcular correctamente F(X;X5)

e [1] por demostrar correctamente lo pedido

Se descuenta [0.5] si es que hubo algin error de arrastre en algin calculo.

— Santiago, 19 de junio de 2024 —



