Departamento de Estadistica PUC

Ejercicios Ex.: EYP1025-1027 Modelos Probabilisticos

Profesor: R. Arellano
Ayudantes: D. Gélvez; A. Diaz

Ejercicio 1: Sean X1, ..., X,,, n variables aleatorias independientes cada una con distribu-
cién Exp(A).

(a) Encuentre las fd marginales de X1y = min{X,..., Xy} y X(n) = min{Xy,..., X, }.

(b) Obtenga la fd conjunta de (X(1y, X))

(c) Determine la f.d de R = X(,,) — X(1) e indique su valor esperado.

(d) Sea T =37 | X;. Obtenga la distribucién condicional de T'|X; = zy, y con éste resultado
encuentre la distribucién condicional de X;|T" = t. (Hint: Note que Z = X, + Z, donde
X1 ~exp(A) y Z=>",X;~Gama(n — 1,\) y son independientes. Luego, pruebe que

fz(t —x1) sit>x >0,
0, eoc.

fT|X1=w1 (t) = {

Ejercicio 2: Considere la siguiente distribucién de probabilidades del vector aleatorio
(X,Y):

yY\e| 1] 213
2 10.110.2/0.1
4 10.110.2(0.3

(a) Encuentre las distribuciéon marginal de X y la distribucién condicional de Y dado X = x
para cada x = 1,2, 3.

(b) Pruebe que P(Y =y) =E{P(Y =y | X)} para cada y = 2, 4.

(c) Calcule E(Y|X = z) y Var(Y|X = z) para cada valor posible de x.

(d) Calcule E(Y) y Var(Y).

(e) Verifique las relaciones: E(Y) = S°_ E(Y|X = x)px(z) y Var(Y) = 3°_ (v —
E(Y|X = 2))px(x) + Xo (BY]X = 2) — B(Y))*px(2).

Ejercicio 3: Sean X; y X, variables aleatorias independientes cada una con distribucién
normal estandar. Sean Y; = X; e Y5 = X; + Xs.

(a) Encuentre la distribucién conjunta de Y; e Ys, y pruebe que YY) = y; ~ N(yy, 1).

(b) Muestre Yy ~ N(0, 2). Verifique que E(Ys) = E{E(Y3|X1)} y Var(Ys) = Var{ E(Y2|X1)}+
E{Var(Ys|Xy)}.

(c) Encuentre la distribucién condicional de Y;|Ys = y» e indique su media y su varianza.



Ejercicio 4: Sea (X,Y’) un vector aleatorio con fd dada por:

242213, O<ax <1, y>2,

0, en otro caso.

fxy(z,y) = {

a) Pruebe que X e Y son variables aleatorias independientes.

a) Calcule E(XY) y P(XY > 1).

b) Encuentre la fd conjunta de U = X y V = XY y la fd condicional de V" dado U = w.
c¢) Calcule E(V|U = u). ;Qué puede sobre la existencia de Var(V|U = u)? Discuta.
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Ejercicio 5: Sean X; y X5 va con fd conjunta dada por:

36

T
2 2 =1,2,3; 3, =1,2,3,
p(xla Jf2) —
0, en otro caso.

b) Encuentre la fp marginal de Y] e indique su media y su varianza.
) Encuentre la fp condicional de Y5 dado Y7 = y; e indique su media y su varianza para
ada valor posible de y;.

d) Muestre que E(Y3) = E{E(Y3|Y1)}.

a) Encuentre la fp conjunta de Y7 = X7 X5 e Yy = Xo.
c
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Ejercicio 6: Sean X, Y y Z variables aleatopirias con fd conjunta

Sryz, si0l<zr<l, 0<y<l 0<z<I1,

0, eoc.

f(l‘?y’z) :{

(a) Calcule P(X <Y < Z).
(b] Encuentre las distribuciones de U = méx{X,Y,Z} y V =min{X,Y, Z}.
(c) Calcule E(U — V) y discuta sobre el calculo de Var(U — V).

Ejercicio 7: Sean X;, X, y X3 variables aleatorias independientes cada una con la misma

densidad, digamos:
5z, 0<zxz <1,
o=

0, eoc.

(a) Encuentre el vector de medias y la matriz de varianzas-covarianzas de (X1, Xs, X3).
(b) Encuentre la fd condicional de (X7, X5) dado X3 = 3.
(b) Encuentre la fd y la funcién de distribucién de Y = max{ X, Xa, X3}.

Ejercicio 8: Sean X; y X, variables aleatorias independientes con distribucién de Poisson
con parametros A\; y Ao, respectivamente. Encuentre la distribucién condicional Xy dado
X1+ X5 = x e indique su media y su varianza para cada valor posible de .



Ejercicio 9: Sea X e Y variables aleatorias tales que Y | X = x ~ Poisson(z) y X ~
Gama(a, A). Obtenga la distribucién condicional de X dado Y = y e indique su media y su
varianza.

Ejercicio 10: Sea X y Y variables aleatorias tales que Y | X = 2 ~ Bin(z,p) y X ~
Poisson()). Pruebe que Y ~ Poisson(Ap).

Ejercicio 11: Sean X e Y variables aleatorias reales definidas en un mismo espacio de pro-
babilidad, y h una funcién real valorada tal que h(Y") sea una variable aleatoria. Si E{h(Y")}
existe, muestre que E{h(Y)} = E{E(h(Y)|X)}.

Ejercicio 12: Sea X = (X, X»)” un vector aleatorio con distribucién normal bivariada con
vector de medias p = (1, 2)” y matriz de varianzas-covarianzass ¥ = (0;;), para i, j = 1, 2.
(a) Escriba la fd y la fgm del vector aleatorio X = (Xi, X)T.

(b) Indique las distribuciones marginales.

(c) Pruebe que X5|X| = o1 ~ N(ug1,03,), donde pro. = pu1 + %(Jcl — 1) es la funcién de

2
regresion de X, dado X; = 21 y 02, = 02 — Z2 es la respectiva varianza condicional, la cual
21 2 7 o2 ;

no depende de x.

(c) Intente extender el resultado en (c) al caso de la distribucién normal multivariada
N, (1, 2).

Ejercicio 13: Sea (X,Y’) un vector aleatorio con fd dada por:

e Y, O<zr<y<oo,

fX,Y(iU, y) = {

0, en otro caso.

(a) Encuentre la distribucién condicional de Y dado X = z.
(b) Encuentre la funcién de regresién Y sobre X.
(¢) Muestre que la varianza de Y dado X = x no depende de z.

Ejercicio 14: El nimero de clientes que llegan a un supermercado en una hora hébil es
una variable aleatoria con media 100 y desviacién estandar 20. Cada cliente, independiente
de los otros, gasta una cantidad aleatoria de dinero con media $100 y desviacién estandar
$50. Encuentre la media y la desviacién estandar de la cantidad de dinero gastado durante
una hora habil.

Ejercicio 15: Sean N, X;, X2,... variables aleqatorias indpendientes, donde N ~ Poisson(\)
y X1, Xs, ... son iid U(0,0).

(a) Sea Y = S°N  X,. Calcule E(Y) y Var(Y).

(b) Sean Y = max{Xy,..., Xy} y Z = min{X,..., Xn}. Encuentre la media y varianza de
Y v Z. ;Es posible calcular sus varianzas? Discuta.



