Departamento de Estadistica PUC

Ejercicios 3: EYP1025-1027 Modelos Probabilisticos

Profesor: R. Arellano  Ayudantes: Andrés Diaz y Daniel Galvez

Ejercicio 1: Sean Xy, ..., X,, variables aleatorias independientes e idénticamente distribui-
das (iid) Exp(\) (A > 0), es decir, con fdp

-z
fX<m):{/\e , x>0,

0, en otro caso.

(a) Usando funcién generadora de momentos (fgm), pruebe que Y = >""  X; ~ Gama(n, \).
(b) Suponga n = 2. Obtenga E(X; + X3) vy Var(X; + Xa).

X 1
(c) Pruebe que E <—1> = —. (Hint: Usando el cambio de variables y = x1/(x1 + x2)

X+ X, 2
y z = a1 + 22, pruebe que [ [ JTlMAQe_’\(“”z)dxldxz = fol y Jy AzeMdzdy.)
d) Calcule la covarianza entre ———— v X; + Xo.
( ) X, + X, y A1 2

Ejercicio 2: Sea (X,Y’) un vector aleatorio con fdp dada por:

e~y x>0,y >0,

fxy(z,y) = {
0, en otro caso.

(a) jSon X e Y variables aleatorias independientes 7

(a) Encuentre el valor esperado, la varianza y la fgm de Z = (X +Y)/2.

(b) Encuentre el valor esperado de XY

Ejercicio 3: Considere la siguiente distribucién de probabilidades del vector aleatorio
(X,Y):

y\e| 1| 213
2 10.1{0.2]0.1
4 10.110.2(0.3

(a) Encuentre las distribuciones marginales de X y de Y.
(b) ;Son X e Y variables aleatorias independientes ?
(c) Encuentre la media, la varianza y la covarianza de dichas variables.

Ejercicio 4: Sean X; y X, variables aleatorias independientes cada una con distribucién
normal estdndar. Sean Y7 = X; e Y5 = X + X,.

(a) Encuentre la fgm conjunta de Y; e Ys.

(b) Muestre Y3 ~ N(0,2).



Ejercicio 5: Sea (X,Y) un vector aleatorio con fdp dada por:

1
fxy(z,y) = o e~ @2 oo < gy < o0
T

(a) ;Son X e Y variables aleatorias independientes 7
(b) Pruebe que D = X —Y ~ N(0,2).
(c) Calcule Cov(X +Y, X —Y).
(

d) Obtenga la fgm conjunta de (X,Y) y luego la la fgm conjunta de (X + Y, X —Y).

puede afirmar que las variables aleatorias X +Y y X — Y son independientes ?

Ejercicio 6: Sea (Xj, X3) un vector aleatorio con f.d. dada por:

4!E1l’2, 0< Ty, To < ].,

f(iEl,iUQ) :{

0, e.0.C.

(a) Encuentre las f.d. marginales de X7 y de Xs.
(b) ;Son X; y X, variables aleatorias independientes 7
(c) Sea Y1 = X1/X; e Yo = X7 X5. Encuentre la covarianza entre Y] e Ys.

Ejercicio 7: Sea (X,Y) un vector aleatorio con f.d. dada por:

2423, O<w <1, y>2,
flz,y) = {
0, en otro caso.

(a) Calcule P(X <1/2|Y > 6).
(b) Encuentre las funciones de densidad marginales de X e Y.
(c) Calcule pxy = Correlacién(X,Y).

Ejercicio 8: Si

8xyz, sil0l<z<l, O0<y<l, 0<z<1,

0, e.o.C.

f(x,y,2) :{

(a) Calcule P(X <Y < Z).
(b) ;Son X e Y variables aleatorias independientes?

Ejercicio 9: Sea (X,Y) un vector aleatorio con f.d. dada por:

dpye~ @) 2 >0, y >0,
flz,y) =
0, en otro caso.

(a) jSon X e Y variables aleatorias independientes 7
(b) Encuentre la media, la varianza y la covarianza de dichas variables.



Ejercicio 10: Sean X;, X, y X3 variables aleatorias iid con f.d.

fx(z) =

5z, 0<x <1,
0, en otro caso.
(a) {Son X, Xy y X3 variables aleatorias independientes 7
(b) Encuentre la media, la varianza y la covarianza de dichas variables.

Ejercicio 11: Sean X; y X, variables aleatorias independientes con distribucién de Poisson
con parametros A1 y Ao, respectivamente. Use fgm para probar que X;+ X5 ~ Poisson(A;+\y).

Ejercicio 12: Sean X; y X, variables aleatorias independientes cada una con distribucién
N(u,0?). Sean Y1 = X1 + Xy e Yo = X| — Xo.

(a) Encuentre la media, la varianza y la covarianza de dichas variables.

(b) Encuentre la fgm conjunta de Y} e Y.

(c) {Son Y e Y, variables aleatorias independientes 7

Ejercicio 13: Sea (X,Y’) un vector aleatorio con f.d. dada por:

e 0<y<ax<oo,
flz,y) =
0, en otro caso.

Calcule P(X <2,Y > 1), P(X >2Y) y P(X —Y > 1).

Ejercicio 14: Sean X e Y variables aleatorias independientes.
(a) Si X ~ Bin(n,0) e Y ~ Bin(m, 0), pruebe que X +Y ~ Bin(n + m,0).
(b) Si X ~ N(ux,0%) e Y ~ N(uy,0o¥), pruebe que X +Y ~ N(ux + py, 0% + 07).

Ejercicio 15: Sean X, Xs,..., X,, variables aleatorias iid x? (distribucién chicuadrado con
un grado de libertad).

(a) Obtenga la fgm marginal de dichas variables.

(b) Pruebe que Y = >"" | X; ~ x2.

(c) Repita el ejercicio asumiendo que Y = """ | X2, donde X, Xs,..., X,, variables aleatorias
iid N(0, 1).

Ejercicio 16: Sean X;, Xy y X3 variables aleatorias iid con media 0 y varianza 1. Calcule
el coeficiente de correlacion entre X; — Xy v X5 + X3.

Ejercicio 17: Sean X;, X; y Xj variables aleatorias no correlacionadas con medias 2, 1y
4 y varianzas 9, 20 y 12, respectivamente.

(a) Encuentre la media y la varianza de X; — 2X5 + 5X3.

(b) Encuentre la covarianza entre X; +5X5 y 2X5 — X3 + 5.



