EYP 1025-1027 Modelos Probabilisticos
Clase 14

Profesor: Reinaldo B. Arellano-Valle

Departamento de Estadistica
Pontificia Universidad Catdlica de Chile

(Departamento de Estadistica UC) EY01025-1027 1/35



Contenido |

@ Esperanza y Varianza de Vectores Aleatorios
@ Vector esperado y matriz de varianza-covarianza
@ Matriz de covarianza
@ Ejemplos

© Matriz de correlacién
@ Ejemplo
@ Propiedades basicas

© Distribuciones Multivariadas Especiales
@ Distribucién Multinomial
@ Distribuciéon Normal Multivariada
@ Ejemplo: Normal Bivariada



Esperanza y Varianza de Vectores Aleatorios

Vector esperado y matriz de varianza-covarianza

A continuacidn, se generalizdn los conceptos de esperanza y varianza de
una variable aleatoria a un vector aleatorio. Para esto, el algebra requerida
se desarrollard en términos de vectores columna.

Definicién 1.1

Esperanza de un vector aleatorio Sea X = (X1,..., X,)? un vector
aleatorio de dimensién n. La esperanza de X, denotado como E(X), se
define como,

E(X) = (E(X1),E(X2), -, B(Xn)".

Es decir, si p:= E(X) y pu; = E(X;) para i = 1,...,n, entonces
= (u1,..., 1) vy también se llama vector esperado.
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Definicion 1.2

Matriz de varianza-covarianza Sea X = (X1,..., X,,)” un vector
aleatorio de dimensién n. La matriz de varianza-covarianza de X se
define como,

Var(X) = E ([X - E(X)][X - E(X)]T)

Var (Xl) Cov (Xl,XQ) ... Cov (Xl,Xn)
Cov (X2, X1) Var (X2) ... Cov(Xo,X,)
Cov (Xp, X1) Cov(Xp,X2) --- Var (X,,)

Es decir, si ¥ := Var(X) y 05 = Cov(Xj;, X;) = E{(X; — i) (X; — p5) }
i,j=1,...,n, entonces X = ((04j))ij=1,....,n-

v




Esperanza y Varianza de Vectores Aleatorios

Matriz de covarianza

Como una extensién de la matriz de varianza-covarianza, se define la
matriz de covarianzas entre dos vectores aleatorios.

Definicién 1.3

Matriz de covarianza Sean X = (X1,..., X)) e Y = (Y1,..., ;)7

dos vectores aleatorios definidos en un mismo espacio de probabilidad.
La matriz de covarianza entre X e Y se define como,

Cov(X,Y) =E (X —E(X)|[Y - E(Y)]")

Cov(X1,Y1) Cov(X1,Y2) ... Cov(X1,Yn,)
COV (XQ,Yl) COV (XQ,YQ) e Cov (XQ,Ym)
Cov (X, Y1) Cov(X,,Ys) -+ Cov(Xy,Yn)
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Ejemplos

Ejemplo 1.1
Sean X e Y variables aleatorias con fmp conjunta dada por,

z\y 0 1 | P(X=x)
SRRV ARV, A Y
0 | 2/7| 17| 3/7
1 17 [ 1/7] 2/7
P(Y=y) | 4/7 | 3/7 | 1

Es claro que,
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E(Y):1><§:§,
77
3\%2 4 3\ 3 12
Var(Y)=(0-2 4 (1-2 2=
ar(Y) (0 7) X7+( 7) 7T 1w
Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)
——lxlx%+1x1x%—0x§:0.

Entonces, el vector de medias y la matriz de varianza-covarianza de
X = (X,Y)T estdn dadas por,

() () (4 )



Covarianza

Ejemplo 1.2

Sea (X,Y) un vector aleatorio con fdp conjunta dada por,

1

— i0<z<1l, 0<y<
fxy(ey) =4 = ° r=4 y=z

0 eoc

En esta caso tenemos,

1oy 1
E(X)= / / r—dzdy = =,
0 y €T 2
1 rx
1 1
E(Y) =/ y—dydr = —,
0 Jo 4
5 Lo 1 11
E(X?) = ; Ox;dydwz—:>Var(X)—§ 52
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1
2
Y //y dyd:v—§:>Var() — 42,

1 1 11
E(XY)= /0 /0 xy;dydx =5 — Cov(X,Y) = 6 31

Por lo tanto, el valor esperado p = E(X) estd dado por,

E<X>=u:(}ﬁ)7

y la matriz de varianza-covarianza 3 = Var(X) es,

/12 1/24
> = ( 1/24 7/144 )
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Matriz de correlacién

Definiciéon 2.1

Matriz de Correlacion Sea X = (X, Xy, -- 7Xn)T un vector aleatorio
n dimensional. La matriz de correlacion de X, denotada como R, se
define como,

1 le,XQ e thXn
R — pX2'1X1 1 t sz',Xn
PXn, X1 PXpXs 1

De forma similar se define la matriz de correlacién
Rxy = ((pXi,yj))nXm entre dos vectores aleatorios X = (X1,...,X,)"
eY = (Y1,...,Y,,) ", de modo que la matriz R se tiene para Y = X.

v




Esperanza y Varianza de Vectores Aleatorios
Ejemplo

Ejemplo 2.1

Sea X = (X,Y)T un vector aleatorio bi-dimensional con fdp conjunta
dada por,
2 si0<zr<y,ld<y<l

f(@:y) :{ 0 eoc

Tenemos que,
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Por lo tanto la matriz de correlacién estd dada por,

()
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Esperanza y Varianza de Vectores Aleatorios

Propiedades basicas

1) E(AX +b) = AE(X) + by Var(AX +b) = AVar(X)A"

2a) ¥ = Var(X) es una matriz simétrica, ¥ = ((0y;)) = ((0j:)) = ="
2b) X = Var(X) es una matriz semidefinida positiva (s.d.p.), es decir,
a'Xa>0VaeR"

2c) 3 = Var(X) es una matriz definida positiva (d.p.), es decir,
a'¥a>0 Va#0<= Xi,...,X, son linealmente independientes.
3) Cov(X,Y)=E(XY ") - E(X) T, COV(X X) = Var(X)y
Cov(AX +C,BY + D)= ACov(X,Y)B

Note que Cov(X,Y) = Cov(Y,X)T, de modo que

Var(X £Y) = Var(X) + Var(Y) £ Cov(X,Y) £ Cov(Y, X).

12



Esperanza y Varianza de Vectores Aleatorios

Para demostrar las Propiedades 2b) y 2c) de la matriz de
varianza-covarianza 3 = Var(X), sea

X1
Y = ZQZ i =(a1,...,ap) 5 =a'X
Xn
n n
= Var(Y) = Z Z a;a;Cov(X;, X;) ZZa,a]ow =a'Xa.
=1 j=1 =1 j=1

Pero, para toda variable aleatoria Y,

Var(Y)>0=—=4a'%a>0 Va
A S s.d.p. (£>0)

13



Esperanza y Varianza de Vectores Aleatorios

Para a # 0:

n
Var(Y) = a'Ya>0=Y = Z a; X; # constante
i=1
< Xi,...,X,, son linealmente independientes

£ S esdp. (2 >0, ed. 2] > 0),

n
Var(Y)=a'Za=0<=Y = Z a; X; = constante
i=1
<— Xji,...,X,, son linealmente dependientes

R S d.p. (>0, ed. |X]|=0).

14



Distribuciones Multivariadas Especiales

Distribuciéon Multinomial

Considere un experimento aleatorio con k resultados posibles R1,..., Ry
exhaustivos y mutuamente excluyentes, es decir,

U Ri=Q y RNR;j=0 Vi#j
Seapi:P(Ri),izl,...,k,

k
—=pi>0 Vi y » p=L1 (3.1)
=1

Para n repeticiones independientes de este experimento, defina las
variables aleatorias,

X; = nlamero de veces que ocurre R;, 1=1,...,k,
k
= Xiw)eX={0,1,....,n} Vi y Y Xiw)=n YVwe
i=1

15



Distribuciones Multivariadas Especiales

Luego, en n repeticiones independientes, la probabilidad del evento
{Xl =21,..., X = :L'k} = ﬂi-c:l{Xi = l’z}
= N¥_,{R; ocurre exactamente z; veces},

esta dada por,

#;k,pgflpik si (x1,...,25) € X,
P(X)=11,..., X = a5) =
0 eoc.
(3.2)
donde X = {(z1,...,2%) :x; =1,...,n, Zle x; = n} es el recorrido

conjunto de X1,..., X.

16



Distribuciones Multivariadas Especiales

Definicién 3.1

Se dice que un vector aleatorio discreto (X7, ..., X) tiene distribucién
multinomial con pardmetros n y (pi,...,px), si las variables aleatorias
X1,..., X} tienen fmp conjunta dada por (3.2); en tal caso, se escribe,

(Xl, ce ,Xk) ~ Mult(n,pl, ce 7Pk)7

donde n € {1,2,...} y p1,...,px satisfacen (3.1).

Nota: Como } "' | X; =n = Xi,..., X}, son linealmente dependientes
— basta con especificar la distribucién conjunta de X1,..., X;_1, ya que
Xp=n-r"x,

17



Distribuciones Multivariadas Especiales

Ejemplo 3.1

En 12 lanzamientos de un dado honesto, sea X; = nuimero de veces que
aparece el i-ésimo resultado, ¢ = 1,...,6. Entonces,

(Xl,...,XG) NMult(nz 10,p1 = 1/6,...,])6 = 1/6)
Asi,

12!

P(X1=2X;=3,Xs=2,X4 = 2.X5 =2,X6 = 3) = 5553 (1/6)".

18




Distribuciones Multivariadas Especiales

Propiedades: Si (X,..., X) ~ Mult(n,p1,...,pr), entonces,
1) La fmg conjunta de Xj,..., X} es,

Mx, . x,(t1,....tg) =E <€Zf:1 tiXi)

k n!
§ : c L tixy €T T

= e—~i=1 Wpllpkk

(z1,...,x ) EX 1 k

n!
t t

= 2 ol e ) (e

(@1, EX ’

=(pre" + -+ pre’)" V (t1,.. 1) € R
(teorema del multinomio)
= Mx,,.. X1, tm) =Mxy o X X1, Xg (B o5 T 0,002, 0)
={p1e" + -+ pme" +1—(pr+- +pm)}",
m=1,...,k—1.

10



Distribuciones Multivariadas Especiales

2) Paratodom=1,...,k—1,

m m
Xty Xmin = > Xi) ~ Mult(n;p1, ..., pmi 1= Y pi).
i=1 i=1
En particular,
1-p;
—
(Xisn — ZX ~ Bin(n,p;;1 — Zpl) < X; ~ Bin(n,p;)
I# I#i
= E(X;) =np; y Var(X;) =npi(1 —p;), i=1,... k,
1—(pi+pj)
Xlanan Z Xl Trzn n plvpj7 - Zpl)
l#i,j I#i,j

= (X, Xj) ~ Trin(n; p;, p;) = Cov(X;, X;) = —npip; Vi #J.

20



Distribuciones Multivariadas Especiales

3) Suponga que se reagrupan los resultados Ry, ..., Ry en m grupos
exhaustivos y excluyentes S1,..., Sy, es decir,

UiLiS;=Q y SinS;=0 Vi#j,

de modo que
m
P(S)=m >0, j=1....m y Y m=L
j=1

Sea Y; = nlimero de veces que ocurre S; en las n repeticiones
independientes, 7 = 1,...,m. Entonces,

(Y,...,Ym) ~ Mult(n,m1,. .., Tm).

21



Distribuciones Multivariadas Especiales

Distribucién Normal Multivariada

Sea Z = (Zy,...,Zy)", donde Z1,..., Z,, son variables aleatorias iid
N(0,1). Entonces,

fZ(z) - fZl,...,Zm(zla e 7zm)

HfZi (z;) (hip. de independencia)

<.
Il
—

(2m) Y2727 (Z; ~ N(0,1) Vi)

3

1
1 m
om) 2673 Tt 4 eR Vi,

.
I

o~ o~

277)_m/2e_%ZTZ z2=(21,...,2m) €R™.

29



Distribuciones Multivariadas Especiales

Ademas,
MZ(t) = ]\4Z1,...,Zm (tl, ce ,tm)
= HMZ t;) (hip. de independencia)
=1
=H 3 (Zi~ N(0,1) Vi)

1
:eﬁth? tiER Vi,

.
—e it t t=(t,... tm)T €R™

23



Distribuciones Multivariadas Especiales

Note también que:

0, 2=1,....m, y
= i=1,.
Cov(Zi, Z;) S11=J, 6] ’
si @ ;é i, 4,5 =1,.
{ (Z) 7),. E(Zm)) —0eR™, y
ar(Z ) ((COV(ZZ,Z ) = Inm.
Sean X; =37 jai;jZj +p; parai=1,...,n, donde a;; y p;,

i,j =1,...,n, son constantes reales. Defina X = (X1,...,X,)",
A= ((a;;))y b= (p1,---, ). Matricialmente, se tiene que

X=AZ+pu, AcR™™ pecR™L

24



Distribuciones Multivariadas Especiales

Entonces,

E(X)=E(AZ +p) = AE(Z)+ p=p (E(Z)=0),
Var(X) =Var(AZ + u) = AVar(Z)AT = AAT =% (Var(2) =1,).

Ademas,

ot X)

My (t) = E (
—E (etT(AZJrIL))
_E (etTAZ+tTu)
A <6<ATt)TZ>
=t MM, (ATt)
— AT IATHTATY

_ T itTAATE

T

25



Distribuciones Multivariadas Especiales

Definicién 3.2
Se dice que un vector aleatorio X = (X1,...,X,)" tiene distribucién
normal n-variada con vector de medias g = (p1,...,p1n) " v matriz de
varianza-covarianza 3 = ((05))i j=1,...n, lo cual se escribe como
X ~ N,(p, %), ssi

X =AZ+ p,
donde AA" =Xy Z=(Zy,...,Zn)" ~ Nu(0,1,,), es decir,

21y Zom i N(0,1). En otras palabras,

T T
X ~ No(p, B) 5 My (1) = b st 2t e rr,
Equivalentemente, si 3 > 0 (matriz definida positiva), entonces,

X~ No(1.D) &5 fx (@) = (2m) 2| 2o @ TE @ g,

x e R"™
26




Distribuciones Multivariadas Especiales

Propiedades basicas: Sea X ~ N, (u,X). Entonces:

1) BX + b~ N, (Bu+ b, BEB") para cualquier matriz B € R™*" y
vector b € R™¥1,
Demostracion: Use fgm.

En particular, si 3 > 0, entonces /(X — p) ~ N,,(0,I,), donde
B =%"12=(x/2)=1 y :11/2 &5 la dnica raiz cuadrada simétrica de X.

27



Distribuciones Multivariadas Especiales

2) Considere la particidn,

X, By ) < Y1 Xg2 >
X = — ) )
( X2 > < Mo o1 Yoo
donde los X';'s y p;’s son vectores nj X 1, los X;;'s son matrices n; X n;
y n1 + ng = n. Entonces:
a) X ~ Ny, (p;,%55), j = 1,2, donde ny + ng = n.
Demostracion: Use la Propiedad 1), colocando b=0y B = (I,,,,0) para
j=1,yB=(0,I,,) paraj=2.
b) leX2<:>COV(X1,X2) 212—221—

Demostracion: Use fgm.

3) Si = >0, entonces (X — pu) TS HX — p) ~ x2.

28



Distribucion Normal Bivariada

Ejemplo: Normal Bivariada

Ejemplo 3.2

Paran =2 con X; = X y Xo =Y, se tiene la distribuciéon normal
bivariada dada por

X 15 0%  OXy >>
~ N = 72 = X s
<Y> 2(“ <MY> (UXY o}
donde px = E(X), uy =E(Y), 0% = Var(X), 02 = Var(Y) y
oxy = Cov(X,Y). Note que

OXYy = PXYOoXxXOy,

donde pxy es el coeficiente de correlacion enetre X e Y,y ox y oy son
las desviaciones estandar de X e Y, respectivamente.

v
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Distribucion Normal Bivariada

Ejemplo: Normal Bivariada

Si —1 < pxy < 1, entonces ¥ > 0y, por lo tanto, es invertible. En tal
caso, (X,Y) tiene fdp normal bivariada dada por,

1 1 T — Ux 2
bl ()
2nroxoys/1 — p§(Y Pxy X
2
x_ — J—
_2pxy< ux> <y w) N (y uy) ”
ox oy oy

para —o0o < <oy —oo <y < 0.

30



Distribucion Normal Bivariada

Aunque la fdp anterior parece complicada, la distribucién normal bivariada
es una de las mas utilizadas. Algunas de sus muchas propiedades incluyen,

i) La distribucién marginal de X es N (MX,U§<)

) La distribucién marginal de Y is N (uy,0%)
i) pxy =0 <= X e Y son independientes

) Para constantes cualquiera a y b, la distribucién de aX + bY es
N (auX + buy, a’o% + b2o? + 2apranUy)

iv
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Distribucion Normal Bivariada

Figura 1: Densidad normal bivariada con ux = puy =0,0x = oy =1y pxy =0.

9



Distribucion Normal Bivariada

Ejemplo 3.3

Suponga que se selecciona al azar una pareja formada por un hombre y
una mujer de una determinada poblacion. Sea X la altura de la mujer e
Y la altura del hombre, ambas medidas en pulgadas. Se sabe que la
distribucién conjunta de X e Y es normal bivariada con medias

px = 66.8 v uy = 70, desviaciones estandar ox = oy =2,y
correlacion pxy = 0.68. Calcule la probabilidad de que la mujer sea
més alta que el hombre, es decir, P(X —Y > 0).

23



Distribucion Normal Bivariada

Dado que (X,Y) tienen una distribucién normal bivariada, se tiene que
la distribuciéon de X — Y también es normal, con una media

E(X-Y)=668—-70=—-3.2
y varianza

Var(X —Y) = 0% + 0% — 2Cov(X,Y)

:4+4—%0%xm@) 2.56.

Luego, como la desviacién estandar de X — Y es ox_y = 1.6, entonces
la estandarizaciéon de X —Y es Z = (X —Y +3.2)/1.6 ~ N(0, 1).
Luego,
PX-Y>0=PZ>2)=1-9(2)
= 0.0227

4
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