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Distribuciones continuas

A continuacidén se presentan algunas de las distribuciones continuas mas
comunes, pero que de ninguna manera constituyen todas las distribuciones
utilizadas en estadistica. De hecho, como ya fue mencionado, cualquier
funcién integrable no negativa se puede transformar en una pdf.

Distribuciéon uniforme

Definicién 1.1

La distribucién uniforme continua se define extendiendo la masa
uniformemente en un intervalo (a,b). Su fdp estd dada por,

o) = bia six € (a,b)

0 eoc

Notacion: X ~ U(a,b) (0 X ~ Ula,b]).




Distribuciones continuas

Teorema 1.1
Si X ~ U(a,b), entonces,

) Bx) =37
_a)?
i) Var(X) = (b 1 )
ebt _eat
i) M) = G5 =y 10

Demostracién 1.1

Se deja como ejercicio para el lector.

Nota: Para a =0y b =1, se tiene que X ~ U(0, 1), la cual juega un rol
clave en la generacién de niimeros aleatorios.
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Distribuciones continuas

Ejemplo 1.1

Sea X ~ U(—3,2). Calcule P(X >0) y P(—5 < X < 3). En este caso
la fdp de X esta dada por,
! i -3 2
f(ﬂj):{g’ S1 —o< <

0, eoc

Por lo tanto,




Distribuciones continuas

Distribucién normal

La distribucion normal es quizds una de las mas importantes, debido a que
tiene un rol central tanto en la teoria de probabilidad como en la teoria
estadistica. También se le llama distribucién gaussiana en honor a Gauss, a
quien se le considera el “padre” de esta distribucién. La importancia de la
distribucién normal se debe al famoso teorema del limite central.

Definicién 1.2
Se dice que una variable aleatoria X tiene una distribucién normal con

pardametros p (un numero real) y o (un real positivo), si su fdp
estd dada por,

flz) = ! exp _1<x,u>2 reR
oV2m 2 o ’ '

Notacién: X ~ N(u,0?).




Distribuciones continuas

Figura 1: Gréfico de la fdp normal para p =0y o =1/2,1,2.



Distribuciones continuas

Definicién 1.3
Distribucién normal estandar Si Z ~ N(0,1) se dice que Z tiene una
distribucién normal estandar. Su fdp esta dada por,

o(z) = V%exp{—if}, z e R.

Su fda, denota por ®(-), esta dada por,

S 1,
d(z) = ——expq —=x° pdx, z € R,
2 2
—00 ™

la cual esta tabulada para varios valores de z € R; usualmente para
—4 <z <4

Note que ®(0) =1/2 y que ®(z) + ®(—2) =1,V z € R.
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Distribuciones continuas

Teorema 1.2

Sea X ~ N(u,0?). Entonces,
) BE(X) = p

i) Var(X) = o2

i) M(t) = exp {ut + 1 o2t?}.

Demostracién 1.2
Calculemos la fgm de X. En efecto,

1 o 1
M(t) = — —(z—p)?
(t) R /_oo exp {tw 552 (x —p) }dw

= ex t—i—lUQt2 ;/ooex —L(a:—( +02t))2 dx
= exp it + ol B B 7

1
= exp {ut—i-ﬁaQtZ}, teR.
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Distribuciones continuas

Teorema 1.3

Sea X ~ N(u,c?). Entonces,
)Y =a+bX ~ N(a+bu,b*c?)
i) Z=(X—p)/o~ N(0,1).

Demostracién 1.3

Basta notar que,
My (t) = exp{at} Mx (bt) = exp{at} exp {,ubt + 3 02b2t2}
1
= exp {(a + bu)t + 3 (Ub)2t2} ,

que corresponde a la fgm de una distribuciéon normal con media a + bu
y varianza o2b?. Luego Y ~ N(a + by, b*c?).
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Distribuciones continuas

Ejemplo 1.2
Sea X ~ N(1,4). Calcule, P(0 < X < 1) y P(X? > 4). Entonces,

X-1
PO<X <1)=P(—

IN

<0)

N =N

I
0
IA

N

2
< 0)
1
= 9(0) — &(~)

= 0.5 — 0.30854
= 0.19146.
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Distribuciones continuas

Similarmente,

P(X?*>4)=1-P(X|

IN A
Bk
IN
>

|
—_

|

|
,“E

|

IN

IN
N
IN ®o

Il
—

|
|

|
IA
DN |

1
p—
|
Y
T
NI ool w N

:1—{@(

=1 — {0.69146 — 0.06681}
= 0.37535.

~—
|
K
D
O |
~—
—
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Distribuciones continuas

Ejemplo 1.3

Sean X7 y X las duraciones de dos dispositivos electrénicos. Asuma
que X1 ~ N(40,36) y Xy ~ N(45,9). Si el dispositivo se va a utilizar
durante 45 horas, qué dispositivo seria el preferido 7 Si se va a utilizar
durante 42 horas, cuél deberia preferirse 7

Hay que encontrar qué dispositivo tiene una mayor probabilidad de
vida 1til de méas de 45 horas:

P(X, >45) = P(Z > 45~ 40) =1—®(5/6)

=1-0.7995 = 0.2005

45 — 45
P(Xy > 45) = P(Z > =

=1-0.5=0.5.

)=1-(0)

12



Distribuciones continuas

Por lo tanto, se debe preferir el dispositivo Xo. Ahora, hay que

encontrar qué dispositivo tiene una mayor probabilidad de vida 1til de
més de 42 horas. Calculos similares producen,

P(X) >42) =1 — ®(1/3)
= 0.3707,

P(Xy>42) =1 &(—1)
=0.8413

En este caso también se debe preferir el dispositivo Xo.
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Distribuciones continuas

Distribucién Gama

La distribucién gama se usa de manera extensa en una variedad de dreas
como, por ejemplo, para describir los intervalos de tiempo entre dos fallas
consecutivas en el motor de un avién, o los intervalos de tiempo entre las
llegadas de clientes a una cola en el cajero de un supermercado.

Definicién 1.4
Se dice que la variable aleatoria X tiene una distribuciéon gama con los
parametros a > 0y A > 0 si su fdp esta dada por

fay = { Tl O exp(-Aa), i@ >0,
0, eoc
donde I'(-) es la funcién gamma, es decir, I'(a) = [;° t* ! exp(— t)dt

con Na+1)=al(a), T'(1/2) = /7Ty I'(n) = (nfl)' n=1,2,.
Notacion: X ~ Gama(a, \).
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Distribuciones continuas

El orden de los pardmetros es importante ya que « es un parametro de
forma, mientras que X es un parametro de escala.

Figura 2: Grafico de la fdp gama paraa =15y A =1.5,2,3.
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Distribuciones continuas

Teorema 1.4
Si X ~ Gama(a, ), entonces,
i) E(X)=a/A
i) Var(X) = a/A\?
i) M) =(1—=t/A)"%sit<A

Demostracién 1.4
Calculemos la fgm de X,

M(t) = /000 exp(tm)%()w)a_l exp(—Ax)dx

_ (ﬁ)a /0 ” ()\ant))axo‘_lexp{—()\—t)w}dx

:(1—§) , sSiA—t>0.
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Distribuciones continuas
Luego,

d oY 9 d? o+«

de donde sigue que Var(X) = a/\2.
Casos particulares:
i) Siao=1= X ~ Exp(\), distribucidén exponencial; en este caso

1

)= 2 M) =(1— 51t <

A
i) a=5yA= % = X ~ x2, distribucién chi-cuadrado con v grados
de libertad; para este caso,

EX) =+

R Var(X

E(X)=v, Var(X)=2v, M(t)=(1-2t)""2 t<1/2.

i) Siaa > 1= X ~ Erlag(a, ), distribucién de Erlang.
17



Funciones de una variable aleatoria

Si X es una variable aleatoria en (2, @, P), es decir, X : Q — R,
entonces, para cualquier funcién

g:R—> X CR,

se tiene que Y = g(X) también es una variable aleatoria en (2, @, P),
es decir,

V:Q— YCR,

ya que para cada w € €2, se tiene que Y (w) = g(X(w)) es un nimero real.

18



Funciones de una variable aleatoria

Puesto que Y es una funcién de X, entonces su distribucién de
probabilidad, Py, puede determinarse en términos de la distribucién de
probabilidad, Px, de X. Esto es, para cualquier subconjunto B de ),

Py(B) = P(Y € B) = P(9(X) € B),

lo cual muestra que la distribucién de Y depende de Px y la funcion g.

Dependiendo de la eleccién de g, algunas veces es posible obtener una
expresion tratable para el calculo de estas probabilidades.

10



Funciones de una variable aleatoria

Mas precisamente, al escribir y = g(z), la funcién g(x) establece un
mapeo del recorrido, X, de la variable aleatoria X, a un subconjunto
Y de R, el cual define el recorrido de la variable aleatoria Y = g(X).
Es decir,

g: X =Y.

Asociado con g, se tiene un mapeo inverso, denotado por ¢!, que es un

mapeo de subconjuntos de ) a subconjuntos de X, y esta definido por,
g (B)={zc X :g(zx)c B}, (2.1)

para cada subconjunto B de ).
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Funciones de una variable aleatoria

Es decir, g7!(B) es el conjunto de puntos en X que g(x) transfoma en el
conjunto B. Es posible, sin embargo, que B sea un conjunto de un solo
punto, digamos B = {y}. Entonces,

g {y}) ={r e X :g(x) =y}

En este caso, a menudo se escribe g~!(y) en vez de g~!({y}), teniendo en
cuenta que g~ !(y) puede ser atin un conjunto, si existe mas de un z para
el cual g(z) = y.

Si existe sélo un z para el cual g(x) = y, entonces g~ !(y) es el conjunto
{x}, y se escribe como g~ !(y) = .

21



Funciones de una variable aleatoria

De esta forma, para cualquier sunconjuto B de ), la distribucién de
probabilidad de la variable aleatoria Y = ¢g(X), queda definida como,

Py(B) :=P(Y € B) (2.2)
= P(9(X) € B)
=P({x € X : g(zx) € B})
=P (X eg'(B)
= Px(97(B)).

No es dificil probar que Py (B), B C ), es una medida probabilidad
(satisface los Axiomas de Kolmogorov).

29



Funciones de una variable aleatoria
Caso discreto

Si la variable aleatoria X es discreta, es decir, su recorrido, X, es un
subconjunto contable (finito o infinito) de R, entonces, el recorrido la
variable aleatoria transformada Y = g(X), es decir,

YV={y:y=gx),zc X}

es también un subconjunto contable (finito on infinito) de RR; es decir, YV’
es también una variable aleatoria discreta. Luego, para determinar su
distribucién de probabilidad, es suficiente encontrar su fmp.

23



Funciones de una variable aleatoria

Mds precisamente, si X es una variable aleatoria discreta, entonces
Y = g(X) es también una variable aleatoria discreta, con fmp dada por,

fr(y) =PI =y)
= P(9(X) =y)
=P(X ¢ g 1(y))
=P({zeX:g(x)=y})

= Z P(X = z)
{zeX:g(z)=y}
— {Z{xe?(:g(;r)y} fX(‘T)a siy €,

0, eoc.

O sea, para encontrar la fmp de Y, basta con identificar el conjunto
g Y y) ={x € X :g(z) =y}, para cada y € ), y luego sumar las
probabilidades correspondientes.

24



Funciones de una variable aleatoria

Ejemplos

Ejemplo 2.1

Sea X una variable aleatoria discreta con fmp dada por,

x

-1

0

fx ()

=

N

2
7

NN DO
~NI= o

Sea Y = X2. Aqui, y = g(z) =

Y es,

Por ejemplo, Py (Y =1) = Px(X = —1)

x2,

X ={-1,0,1,2,3}, y la variable
aleatoria discreta Y toma valores en ) = {0,1,4,9}. Luego, la fmp de

y J0[1]4]9
Ny 212217
+ Px (X

25




Funciones de una variable aleatoria

Ejemplo 2.2
1) Si X ~ Ber(p), entonces Y = X2 ~ Ber(p). En efecto, como
X ={0,1},con P(X =1)=p, P(X=0)=1—p ¥y
P(X =z) =0 paratodo x ¢ X, se tiene que Y = {0,1} con

PY=1)=P(X*=1)=P(X =1)=p,
PY=0=PX?=0=P(X=0)=1-p, y
P(Y =y)=P(X*=y) =0 paratodo y ¢ ).

Es decir, X? 4 x.

2) Si X ~UD({-1,0,1}), entonces Y = X2 ~ Ber(2/3) (tarea!).
Cuadl es la distribucién de 1 —Y 7

26



Funciones de una variable aleatoria

Caso continuo

Si la variable aleatoria X es continua, la variable aleatoria Y = g(X)
puede ser continua o discreta o mixta de acuerdo con la naturaleza de la
trasformacién y = g(x). Por ejemplo, para z € X = R, las funciones

g(z) =azx+b, glz)=¢e" g(z)=2a? etc
definen variables aleatorias continuas; mientras que las funciones

1, size A,
0, sixze A°,

g(z) =[z] y g(x) = Is(x) :{

definen variables aleatorias discretas: finalmente, la funcidon

g(x) = max{0, z},

define una variable aleatoria mixta.
27



Funciones de una variable aleatoria

Al realizar transformaciones, es importante tener presente los recorridos
asociados a las variables aleatorias, para evitar posibles confusiones. Al
hacer una transformacién de X a Y = ¢g(X), lo mds conveniente es usar,

X={z: fx(®) >0} L Y={y:y=g(z) para algin z € X}, (2.3)

que corresponden a los soportes de las distribuciones. La fdp de la
variable aleatoria X es positiva solamente sobre el conjunto X, y es cero
en otro caso. Similarmente, la fdp (o la fmp) de Y = g(X) es positiva
sobre el conjunto Y, y es cero en otro caso.

También es importante analizar la naturaleza de la funcién g : X — ), en
particular, si g es o no una funcién mondtona (biunivoca).

28



Funciones de una variable aleatoria

Caso continuo: X e Y = g(X) son continuas

Suponga, ahora, que tanto X como Y = g(X) son variables aleatorias
continuas. En muchos casos, es posible encontrar expresiones simples para
la fda de Y en términos de la fda o la fdp de X y la funcién g. De hecho,
la fda de Y = g(X) esta dada por,

Fy(y)=P(Y <vy)
= P(9(X) <)
=P({zeX:g(x) <y})

= / fx(z)dx.
{zeX:g(z)<y}

Aunque en algunos casos resulta dificil identificar la regién,
g H(—o0,y]) = {z € X : g(z) <y},

y resolver la integral de fx(z) bajo esa regidn, este método es muy (til
para encontrar la fdp de la variable aleatoria Y.

20



Funciones de una variable aleatoria

En particular, si g es monétona en X, entonces,

{reX: glx)<y}={rcX:2<g ' (y)}, sig escreciente,
{reX: gx)<yl={reX:2>g y)}, siges decreciente.

Es decir, para cada y € ), la fda de Y = ¢g(X) queda definida como,

Fx(97'(y)), si g es creciente,

Fy(y) = {

1— Fx(g(y)), si g es decreciente.

30



Funciones de una variable aleatoria

Como Y también es una variable aleatoria continua, entonces, derivando
esta Gltima expresion mediante la regla de la cadena, su fdp esta dada por,

d fx(g () Lg ' (y), si g es creciente,
frlv) = d?/F vl = { fx (g~ (y)d)y;;g Y(y), si g es decreciente.

Esto pr.ueba el sigui(.ente Iresultado, al.notar que %g_l(y) es positiva si g
es creciente y negativa si g es decreciente.

1



Funciones de una variable aleatoria

Teorema 2.1

Sean X e Y = g(X) variables aleatorias continuas, tales que X tiene
fdp fx(x) y g una funcién mondtona. Sean X e ) definidos como en
(2.3). Suponga que fx(z) es continua sobre X y que g~!(y) tiene una
derivada continua sobre ). Entonces, la fdp de Y esta dada por,

d

fr(y) = fx (971 () 'dyg_l(y) , paray €,

(2.4)

0, en otros casos.

9




Funciones de una variable aleatoria
Ejemplos

Ejemplo 2.3

Sea X una variable aleatoria con distribuciéon exponencial, con fdp

frla) = {exp(—x), si x>0,

0, eoc.

Se desea obtener la fdp de la variable aleatoria Y = 2X + 1. Para esto,
primero note que la fda de X es,

1 —exp(—x), si z>0,
FX(:U)_{O o eoc

33



Funciones de una variable aleatoria

Asi, la fda de Y = 2X + 1 estd dada por,

, (z=9"'y)=(y—1)/2)
_ {1—exp<—<y—1)/2>, si (y—1)/2 >0,

0, eoc.
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Funciones de una variable aleatoria

Es decir,

1—exp(—(y—1)/2), si yey = (1’00)7
0, eoc.

Fy(y) = {

Luego, la fdp de Y esta dada por,

fola) = dF;f;w _ {éexp{—@ - 1)/2}, e Y = (L,0),

3K



Funciones de una variable aleatoria

En general, siY = aX + b, donde a # 0 y X tiene fda fx, entonces

fy<y>={¢|fx (&), siyew,

0, eoc.

donde de acuerdo con (2.3), Y ={y : y = g(x), algin z € X'}. Por
ejemplo,

a) SeaY =0X + u, donde 0 >0y X ~ N(0,1), entonces,
Y =0X +pu~ N(u,o?).

b) Sea X ~ N(u,0?), entonces, Y = % ~ N(0,1).

c) Sea X ~ U(a,b), entonces, ¥ = % ~U(0,1).

36



Funciones de una variable aleatoria
Ejemplo 2.4

Sea Y = exp(—X), donde X es una variable aleatoria continua con fdp,

22z, si O<zx <1
fx(z) = {
0, eoc.

Aqui, y = g(:n) - luego r=gy)=—Iny € (0,1) = X,de modo
quey € (e71,1) = y y dg~'(y)/dy = —1/y. Entonces, la fdp de
Y = exp(— X) es,

rly) = {;2(lny) | —1/y|l, si exp(—1)<y<]1,

cocC.

o bien,




Funciones de una variable aleatoria

Ejemplo 2.5
Sea Y = g(X) = X2, donde X una variable aleatoria continua con fdp
fx(z). Entonces, para cada y > 0, la fdp de Y esta dada por,
Fy(y) = P(Y <y)

= P(X* <y)

— P(—\j < X < V)

= Fx(y) — Fx(—/y) (X es continua)

= {FX(IE) - FX(_x)}|x=g_1(y)=ﬂ'

Como Y también es una variable aleatoria continua, entonces su fdp
estd dada por,

1 .
Fr(y) = dFy (y) _ m(fX(\/@ + fX(—\/ﬂ)), siye Y =(0,00),

dy 0, eoc.

2Q




Funciones de una variable aleatoria

En el ejemplo anterior la funcién g(z) = 2% es monétona decreciente para

x < 0 y mondtona creciente para x > 0. Luego, si el recorrido de de la
variable aleatoria X incluye ambas regiones, la fdp de la variable aleatoria
Y = X? es la suma de dos partes, de modo que no se puede aplicar el
Teorema (2.1) directamente. Obviamente, si el recorrido de X incluye un
solo lado, por ejemplo, X' = (0, c0), entonces fx(—,/y) = 0 para todo

y > 0, y el resultado para fy puede obtenerse a partir del Teorema 2.1, ya
que, en este caso, g es mondtona sobre (0, c0).

Este ejemplo ilustra que, alin si g no sea ni creciente ni decreciente sobre
todo X', a menudo la funcién g puede ser mondtona sobre intervalos
disjuntos, cuya unién es igual a X.
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Funciones de una variable aleatoria

Teorema 2.2

Sean X e Y = g(X) variables aleatorias continuas, donde X tiene una
fdp fx(x) con recorrido X definido como en (2.3). Suponga que existe
una particién, Ag, A1, ..., Ag, de X tal que P (X € Ag) =0y fx(x) es
continua sobre cada A;. Ademads, suponga que existen funciones

g1(z), ..., gx(x), definidas sobre Ay, ..., Ay, respectivamente, tales que:
) g(x) = gi(z), para x € A;;

i) gi(z) es mondtona sobre A;;
)

iii) el conjunto YV = {y : y = g;(x) para algin = € A;} es el mismo

paracadai=1,...,k;y

iv) g;l(y) tiene una derivada continua sobre ), para cada i =1,...,k.

40



Funciones de una variable aleatoria

Entonces,

S fx (67 W) jygi_l(y)

0, en otros casos.

, paray ey

fr(y) = (2.5)

Note que X puede ser dividido en conjuntos Ay, ..., Ay tales que g(z)
es mondétona sobre cada A;. El conjunto Ay puede ignorarse, ya que
P (X € Ap) = 0. Es importante tener en cuenta que cada g;(x) es una
transformacién uno-a-uno desde A; sobre ).

41



Funciones de una variable aleatoria

Ejemplo 2.6

Sea X una variable aleatoria con distribuciéon normal estandar, con fdp,

1
fx(z) = e _so<a<oo

V2

Considere Y = X?2. La funcién g(z) = 22 es monétona sobre (—o0,0) y

sobre (0,00), y en cada caso ) = (0,00). Para aplicar el Teorema 2.2,
basta con tomar Ay = {0},

A = (—00,0), gi(z) =22 g7 y) = —\/5,
Ay =(0,00), go(z)=2% g¢5,'(y) =¥,

tal que R=X = AgU A1 U As, y Ag, A1 v Ao son disjuntos.

49




Funciones de una variable aleatoria

Luego, la fdp de Y es,

L o~ (=vm)?/2|__1_ e~ (V)?/2 | _1_
fy(y) = 4 Vo=© ’ ‘* ‘2\/@
0, eoc,

, si 0<y < oo,

es decir,

fy(y) = Lvmvie s 0<y <o,
0, eoc.

Se concluye que si X ~ N(0,1), entonces Y = X2 ~ x2, es decir, Y’
tiene distribucién chi-cuadrado con 1 grado de libertad.
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Funciones de una variable aleatoria

Aplicacién de la distribucién uniforme

Teorema 2.3

Sea X una variable aleatoria con fda Fx(x) continua, y defina la
variable aleatoria Y como Y = Fx(X). Entonces, Y ~ U(0,1), es decir,
Y tiene una distribucién uniforme sobre (0, 1), de modo que
PY<y)=ypara0<y<l.

Demostracién 2.1

Basta probar que Fy (y) =y para 0 < y < 1.

Fy(y)=P(Y <y) = P(Fx(X) <y)
— P(X < F5'(y)) = Fx(Fx'(y)) = v,

O sea

fr(y) =

1, si0<y<l,
0, en otros casos.
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Funciones de una variable aleatoria
El resultado anterior es dtil en la generacidn de ndmeros aleatorios.
Ejemplo 2.7

Sea X ~ exp(1), es decir, Fx(x) =1—e " para 0 < x < co. Entonces,
la variable aleatoria Y = Fx(X) =1 —e ¥ tiene distribucién U(0,1).
Asi, para generar un valor x de X, se procede de la siguiente manera:

(a) Genere un nimero aleatorio y € (0, 1); luego,
y=Fx(@)=1-e"" (%)
(b) Despeje x de (x); es decir,

z=Fy'(y) = ~log(1 )

Asi, al generar n nimeros aleatorios yi,...,y, en (0,1), se obtienen n
realizaciones z1,...,z, de la variable aleatoria X.
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