EYP1025-1027 Modelos Probabilisticos J

Profesor: Reinaldo B. Arellano Valle

Departamento de Estadistica
Pontificia Universidad Catdlica de Chile

(Departamento de Estadistica UC) EYP1025-2027 1/21



Programa

Objetivo: Proporcionar las bases necesarias de la teoria de probabilidad, y
que sean fundamentales para el estudio de la estadistica.
Contenido:

Modelo de Probabilidad

Variables aleatorias

>

>

> Transformaciones y valor esperado

> Vectores aleatorios, distribuciones conjuntas y condicionales.
>

Distribuciones muestrales y teoremas limites.

Evaluacidn: Tres interrogaciones (70 %) y un examen (30 %).
Ayudante: Por definir



Resumen

> La teoria de probabilidad es la base sobre la cual se construyen todas
las herramientas estadisticas.

> Ella proporciona un modelo probabilistico para representar
poblaciones, experimentos o fenémenos aleatorios.

> A través de estos modelos, los estadisticos pueden hacer inferencias
sobre aspectos desconocidos mediante resultados experimentales (o
informacién parcial).

> Asi como la estadistica se fundamenta en la teoria de la probabilidad,
esta Ultima, a su vez, se apoya en la teoria de conjuntos, que es por
donde comenzamos.
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Conjuntos

Definicién 1.1

> Un conjunto §2 se dice contable (o discreto) si es finito o si sus
elementos pueden colocarse en correspondencia uno a uno con algin
subconjunto del conjunto de los nimeros naturales N = {1, 2, ...}.

> En caso contrario diremos que {2 no es contable.

Ejemplo 1.1
1) Q1 ={0,1}, Qo ={(4,7) : 4,5 =1,2,3,4,5,6} y Q3 = {1,3,5, ...}
son contables.
2) Q4= (0,1), 25 = [0,00) y Qs = {(,y) : #* + y* < 1} no son
contables.




Conjuntos

Inclusién:
> Un conjunto A es subconjunto de un conjunto B o que A
estd contenido en B, y escribimos A C B, si para cada x € A,
tenemos que x € B.
> El conjunto A es subconjunto propio de B, y escribimos A C B, si
ACBydxe Btalquezx & A.
Recuerde también que:
> A=BssiAC By BCA.
> () C Ay A C A para todo subconjunto A, donde () denota el conjunto
vacio.



Conjuntos

Definicién 1.2
Dados dos conjuntos A y B, definimos las siguientes operaciones
elementales.

Unién: La unién de A y B, escrita como AU B, es el conjunto de
elementos que pertenecen ya sea a A o B o ambos,

AUB={z:z€ Aox € B}

Interseccion: La interseccién de A y B, escrita como AN B, es el
conjunto de elementos que pertenecen a ambos, a Ay B,

ANB={z:2€ Ayz € B}




Conjuntos

Complemento: El complemento de A, escrito como A€, es el conjunto de
todos los elementos que no estan en A,

A={z:z ¢ A}
Deferencia: La diferencia de dos conjuntos A y B, escrita como A — B,

es conjunto de todos aquellos elementos de A que no pertenecen a B,

A-B=AnNB‘={zx:x€ A, x ¢ B}

Definicién 1.3
> Los conjuntos A y B se dicen disjuntos si: AN B = 0.

> Una secuencia de conjuntos {4;};cn se dice mutuamente (dos a dos)
disjunta si: A;NA; =0 Vi # j.




Conjuntos

Teorema 1.1

Si A, B, y C tres conjuntos, entonces valen las siguientes operaciones:

a) Commutatividad:
AUB = BUA,
b) Asociatividad:
AU(BUC) = (AUB)UC,
c) Leyes distributivas:
AN(BUC) = (ANB)U(ANC),
d) Leyes de Morgan:
(AUB)® = A°nN B°,

ANB = BNnA

AN(BNC) = (ANB)NC

AU(BNC) = (AUB)N(AUC)

(ANB)® = A°UB°

Demostracién 1.1 (Tareal)




Secuencia de conjuntos

Las operaciones de unién e interseccién pueden extenderse a colecciones
(secuencias o sucesiones) infinitas de conjuntos:

> Si Ay, Ao, ... es una coleccién de conjuntos definida dentro de un
conjunto €2, entonces

A ={z € Q:a € A, para algiin i}
N2, A ={z € Q:x € A para todo i}

> Por ejemplo, si Q@ = (0,1] y A; =[(1/i),1] i =1,2,..., entonces

UZ1Ai = U2, [(1/0),1] = {z € (0,1] - @ € [(1/4), 1] para algin i}
— {z e (0,1} = (0,1]

N2 A = N2y [(1/i),1] = {z € (0,1] : = € [(1/7), 1] para todo i}
={ze(0,1]:ze[1,1]} ={1}



Secuencia de conjuntos

También es posible definir uniones e intersecciones sobre colecciones de
conjuntos no contables; es decir, si I' es un conjunto de indices, entonces

Ugerd, = {x € Q: x € A, para algin a}
Naer A = {z € Q 1z € A, para todo a}

> Por ejemplo, si I' = { todos los nimeros reales positivos } y 4, = (0, a],
entonces Uger A, = (0,00) es una unidn no contable.

> Aunque las uniones e intersecciones no contables no juegan un rol muy
importante en estadistica, ellas pueden ser un mecanismo (til para resolver
ciertos problemas.
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Secuencia de conjuntos

Definicion 1.4

Una secuencia A1, Ao, ... de subconjuntos de un conjunto {2 se llama
particion de  si

i) U, A; =Q (exahustivos), y
i) AinA; =0Vi#j (mutuamente excluyentes)

Ejemplo 1.2
Sea Q = {a, b, ¢, d}. Entonces, la coleccién de subconjutos
{4}, = {0, {a}, {a,b},{c}} no es una particién de €2, ya que:
i) U;A; = {a, b, C} #£Qy
i) AoN A3 #0
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Secuencia de conjuntos

Ejemplo 1.3

Considere la secuencia:
A;=li,i+1), i=0,1,2,...
Entonces, los A;’s son conjuntos disjuntos de a pares. Ademas,
UpA4; = [0, 00).

Luego, la secuencia A; = [i,i+1),i=0,1,2,..., constituye una
particién de Q = [0, 00).
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Secuencia de conjuntos

Definicion 1.5
Una secuencia conjuntos { A, },cn se dice monétona si:
i) A1 € Ay C A3 C ..., es decir, {A,} es creciente
(VneN, A, CApt1): Ap?t
i) A1 D Ay D Az D ..., es decir, {4,} es decreciente
(VneN, A, D Apq1): Anl

Definicién 1.6
El limite de una secuencia mondétona se define por:
i) Si A, 1, entonces lim A, = U2, A,
n—oo

i) Si A, |, entonces lim A, =nN>2; A,
n—oo

13



Ejemplo 1.4
Si a y b son nimeros reales tales que —oo < a < b < 00, entonces

i) La secuencia 4, = [a+1,b— 1], n=1,2,... es monénotona
creciente; luego

Av=lot b= 1 U A = (a,D).

i) La secuencia A4,, = [a — %, b+ %], n=1,2,... es monénotona
decreciente; luego

11
ATL = (CL - E,b—’— H) \L ﬂnzlAn == [CL, b],

Ejercicio: Dibuje las secuencias anteriores sobre la recta real.
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o - algebra

Definicién 1.7

Una coleccién @ de subconjuntos de un conjunto €2 (no vacio)
constituye una o - algebra (sigma algebra), si satisface los tres
siguientes axiomas:

Al) Q€ @ (el conjunto €2 es un elemento de Q)
A2) Si A € @, entonces A°€ A (A es cerrada bajo complemento)

A3) si Ay, Ag,... € @, entonces UP,; A; € A (A es cerrada bajo
uniones contables)

Definicién 1.8

Sea @ una o - algebra de subconjuntos de €2:

> Al par (2, Q) se le denomina espacio medible o espacio de sucesos.
>Si A€ @A, sedice que A es medible.
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o - algebra

Teorema 1.2

Sea (I es una o - algebra de subconjuntos de € (no vacio). Entonces:
a) 0 € A; b) A es cerrada bajo intersecciones contables; ¢) @ es
cerrada bajo uniones e intersecciones finitas.

Demostracién 1.2

a) Como ) C Qy Q¢ = (), los Axiomas A1) y A2) implican que ()
también esta en (.

b) Si Ay, Ag,... € A entonces Af, A5, ... € A, por el Axioma A2), de
modo que U2, AS € @, por el Axioma A3); por la aplicacién de las
leyes de Morgan se tiene que (U2, AS)® = N2, A;; usando nuevamente
el Axioma A2), se concluye que N2, 4; € A.

¢) Como U {A; =U2 A con Aj =0 parai=n+1,n+2,..., se
concluye facilmente que U} ; A; y N, A; también son elementos de (.

v
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o - algebra

Ejemplo 1.5
1) a={0,9Q} : o - algebra trivial
2) a={0, A, A°,Q} es o - algebra para todo subconjunto A de Q
3) = { todos los subconjuntos de Q}: P(Q) o 29 o - algebra
4) Sea Q ={1,2,3,4} y Q=

{0,413, {25, {3}, {4}, {1, 23, {1, 3}, {1,4}, {2, 3}, {2,4}, {1, 2,3}, {1, 3,4}, {2,3,4}, 2}
Es G un o - algebra para €2 ?

5) Sean Aj, Ay C Qy C ={A;, A>}. Encuentre un o - algebra que
contenga a C
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o - algebra

Ejemplo 1.6

Si 2 =R = (—o00,00) es la recta real, entonces eligimos @ de modo que
contenga a todos los intervalos de la forma,

[a,b], (a,b], (a,b), Ja,b) —o0o<a<b<oo.

Ademds, de las propiedades de una o - algebra sigue que ( contiene a
todos los subconjuntos de R que se pueden formar tomando uniones e
intersecciones (posiblemente infinitas) de los intervalos anteriores. En
este caso, I = B se llama o - algebra de Borel, y sus elemento se
llaman Borelianos.

Nota: La extensién para los Borelianos en R™ es similar (remplazando los
intervalos por rectangulos), y la o - algebra correspondiente se denota
como B,.
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Ejercicio 1.1
Dada una secuencia contable de conjuntos A, As, ..., defina la
secuencia By = A1y Bi=A{NASN---NAS_  NA; parai=2,3,....
Pruebe que:

i) BiNBj =0 Vi#j (los By’s son dos a dos disjuntos);

II) U?ilBi = U?ilAi'
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