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1. Para los siguientes casos determine la fdp o fmp de la transformacién respectiva

(a) fx(z)= m O<z<1, Y =—In(X)
(b) X ~ Gamma(a,p), Y =1/X¢

(c) X ~U(0,1), =—In(X)+46

(d) X ~P()\), Y =¢%

(a) Vamos a proceder de manera intuitiva

Fy(y) =P <y)
— P(-in(X) < y)
— PIn(X) > —y)
=1

fy(y) =eVfx(e™)

Ahora el recorrido. Para esto evaluamos los extremos del recorrido original en la transfor-
macién, de modo que

(b) En este caso procedemos mediante la formula (puede hacerse de manera intuitiva igualmente),
la cual es

) = |00 (7' )



En nuestro caso g(X) = 1/X®. Buscamos la inversa y derivamos

1

yzﬁ
y!/*=1/x

_ 1
x_yl/a

1

—1 -
g <y)_ﬁ
d 1 1

—1 _
dyg (y) - a yl/a+1

1
Ix <y1/a>

_ 11 gyttt

Reemplazamos en la formula
1 1
fr(y) = ‘ T aglat

T ayl/atl L(a)
1 /Baefﬂ/yl/a
- aya/a—l—ll“(a)

Ahora el recorrido. Recordando que z € (0, 00) se tiene

1 Boe—B/yM*
) = 4 ey v
(c) De manera intuitiva

Fy(y) = P(Y <y)
=P(—In(X)+0<y)
=P(—In(X)<y-—90)
=P(n(X)>0—vy)
= P(X > ¢f7v)
=1—Fx(e/7Y)

Fy(y) =1-Fx("™Y)

fr(y) ="V fx(e’ —y)

0—y

Evaluamos los extremos

Luego, y > 6. Finalmente se tiene



(d) Para el caso discreto funciona un tanto diferente. Primero determinemos el recorrido.

y=e'=1

y=e'

y= ¢’
Ahora, despejamos la funcién

y=¢e"

x = In(y)

reemplazamos esto ultimo en la fmp de la Poisson

Luego, se tiene que

2. Sea X ~ Beta(\,1). Calcule E ([—ln(X)]Qk) ,k € N, mediante

¢ Un calculo directo

e Transformacion de la v.a X

o Recordamos que si X ~ Beta(A,1), entonces

fx(@)=x*1 0<z<1
teniendo esto en consideracion la esperanza se calcula como sigue
1
E ([~in(X)*) = / [—In(X)]? e da
= )\/ —In(X 2ka:)‘*lalac
=e "= du=—e “da:ju——ln(x)

_)\/ ety

= )\/ uwED=1e—uA gy,
0

(2k)!

- 2k

« Haciendo la transformacién Y = [—In(X)]?* se tiene

y = [~In(X)]*"

y'/?F = —In(X)
- e_yl/Qk

_ _.1/2k

g y) ="

d oy 1 ek g1k
5 W=y e



Reemplazamos todo

Fr(y) = As gt/ (e—w%)k‘l
2k

el recorrido se calcula como

y= [=tn()* =0
y = [~In(07)]*" = oo
Luego,
A 1 1/2k
fr(y) = gy ey >0

Ahora, note que esto se puede escribir de la siguiente manera

2k\1/2k
iy1/2k—1e—)\y1/2’“ _ (%) /

1/2k—1 ,—(\2ky)1/2k
2%k o 1 C

Esto corresponde a una Weibull, en particular

. 1 1
Y ~ Weibull ()\2167 %)

Como la esperanza es conocida, se tiene que

D+ 1/(1/2k)  (2k)!
- 22k T\2k

E(Y)
y claramente los resultados coinciden.

3. Sea X una v.a con fdp dada por

Fx(z) = 211 2
4814%6_4@%5(35 1)’ x>1

Determine la densidad de Z = X4.

Primero note que el recorrido de la v.a es X = (—1, 00), por lo que en el intervalo (—1,1) la trans-
formaciéon Z = X* mapea lo mismo, para ver esto note que podemos escribir la densidad como

20 z\4
= (1-Z —1
211( 2) ’ <w<0
20 x\*

fx(x) = (1 ) 1
511 +2 , O<zx<
405 -
847464[;(;5( Doz>1

y note que en —1 < z < 0 se tiene z € (0,1), y para 0 < x < 1 se tiene z € (0, 1), por lo que en

este tramo debemos sumar las inversas. Teniendo esto en mente podemos empezar.



e Primer tramo -1 <z <1
Buscamos la inversa

=T

1/4

2/ = |z

acd nos quedan dos inversas, para el tramo de —1 < x < 0 se tiene

g (z) = —='*
y para el tramo 0 < x < 1 se tiene
g;'(z) =21
derivamos
d _ 1 _
o) = -
d _ 1 _
2 H2) = 121/4 !
Como son dos inversas, las debemos sumar, evaluando en cada tramo correspondiente
d _ d _
%91 1(2) fX(_Z1/4) + %92 1(3) fX(21/4)
4 4
L2000 —= p 20 (0 i
4 211 2 4 211 2
4
10 1741 2
- 142 —
211"~ T

y el recorrido es

e Segundo tramo x > 1
aca se procede como siempre

2=zt
A= g
g7 (z) = 2"
d 4 L 1j4

reemplazando en la parte respectiva se tiene

405 S1/4-1 =53 (z1/4=1)

1
3376 %>

Finalmente, la densidad de Z es

1/4\ 4
%21/4‘1 <1+22> , 0<z<1
fz(z) =
405 S1/4-1, 755 (21/4-1)

1
3376 22



4. Sea X ~ N(u,0?), determine

(a) a tal que P(X <a)=0.5
(b) Calcule P(X > o|X > —2)

(¢) Muestre que

lim P(X >ox+ p) _1

G ACVE

con ¢(z) la densidad de una normal estandar.

(a) Usando la acumulada de la normal y estandarizando se tiene
P(X<a)=05
PX—pu<a—p) =05
X — —
P( Py ) ~05

g g

P(Zg“_“> =05, Z~N(0,1)
g
@(“_“> —-05
g
O7F _ 3-1(0.5)
= a=0®"10.5)+p
a=0+4p
a=pu

(b) Recordando que o > 0, se tiene

P(X >0,X > -2)
P(X > —-2)

P(X > o)

P(X > —-2)

1-P(X <o)

1-P(X <-2)

- ()
()

(¢) Primero calculemos la probabilidad del numerador

P(X >0lX >-2)=

P(X>orx+pu)=1-P(X <ox+p)

_1_P<X—M<U$+M—M)

o o
=1-—®(x)
entonces el limite queda como
lim 1-9(z) — lim z(1 - 2(z))
v=oo @(z)/w wmee ()



Si evaluamos se tiene

. ox(1—®(x)) B
xILIgO ) o(l—=1)=00-0
pues
oy ZA=2@) (1 0(a)
T—00 (;5(1‘) T—00 e—z°/2 T—00
NeZs
Entonces podemos usar L’Hopital
lim z(1—®(x)) ~ im 1—®(x)
e @(x) v=oe ¢(z)/T
. —¢(z)
!/
LH % 56y s@
. a?
= lim
z—oo 1 4+ 2
=1
Recuerde que
—x2/2
e
, 6—132/2
¢'(x) =—x = —z¢(z)

= lim \/271%6932/2(1 —P(z)) =00-0



