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Departamento de Estad́ıstica
Profesor: Reinaldo Arellano
Ayudantes: Andrés D́ıaz - Daniel Gálvez
Segundo semestre 2024
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1. Para los siguientes casos determine la fdp o fmp de la transformación respectiva

(a) fX(x) = ln(1 + x)
ln(4) − 1 , 0 < x < 1, Y = −ln(X)

(b) X ∼ Gamma(α, β), Y = 1/Xa

(c) X ∼ U(0, 1), Y = −ln(X) + θ

(d) X ∼ P (λ), Y = eX

(a) Vamos a proceder de manera intuitiva

FY (y) = P (Y ≤ y)
= P (−ln(X) ≤ y)
= P (ln(X) ≥ −y)
= 1 − P (X < e−y)

FY (y) = 1 − FX(e−y)
fY (y) = e−yfX(e−y)

= e−y ln(1 + e−y)
ln(4) − 1

Ahora el recorrido. Para esto evaluamos los extremos del recorrido original en la transfor-
mación, de modo que

y = −ln(0+) = ∞
y = −ln(1) = 0

teniendo aśı y ∈ (0, ∞). Luego,

fY (y) = e−yln(1 + e−y)
ln(4) − 2 , y > 0

(b) En este caso procedemos mediante la formula (puede hacerse de manera intuitiva igualmente),
la cual es

fY (y) =
∣∣∣∣ d

dy
g−1(y)

∣∣∣∣fX

(
g−1(y)

)
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En nuestro caso g(X) = 1/Xa. Buscamos la inversa y derivamos

y = 1
xa

y1/a = 1/x

x = 1
y1/a

g−1(y) = 1
y1/a

d

dy
g−1(y) = −1

a

1
y1/a+1

Reemplazamos en la formula

fY (y) =
∣∣∣∣− 1

a

1
y1/a+1

∣∣∣∣fX

(
1

y1/a

)

= 1
a

1
y1/a+1

βα(1/y1/a)α−1e−β/y1/a

Γ(α)

= 1
a

βαe−β/y1/a

yα/a+1Γ(α)
Ahora el recorrido. Recordando que x ∈ (0, ∞) se tiene

y = 1
(0+)a

= ∞

y = 1
∞a

= 0

luego, y ∈ (0, ∞). Finalmente se tiene que

fY (y) = 1
a

βαe−β/y1/a

yα/a+1Γ(α)
, y > 0

(c) De manera intuitiva
FY (y) = P (Y ≤ y)

= P (−ln(X) + θ ≤ y)
= P (−ln(X) ≤ y − θ)
= P (ln(X) ≥ θ − y)
= P (X ≥ eθ−y)
= 1 − FX(eθ−y)

FY (y) = 1 − FX(eθ−y)
fY (y) = eθ−yfX(eθ − y)

= eθ−y

Evaluamos los extremos
y = −ln(0+) + θ = ∞
y = −ln(1) + θ = θ

Luego, y > θ. Finalmente se tiene
fY (y) = eθ−t, y > θ
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(d) Para el caso discreto funciona un tanto diferente. Primero determinemos el recorrido.

y = e0 = 1
y = e1

y = e2

... =
...

Ahora, despejamos la función

y = ex

x = ln(y)

reemplazamos esto ultimo en la fmp de la Poisson

P (Y = y) = e−λ [ln(y)]k
ln(y)!

Luego, se tiene que

P (Y = y) = e−λ λln(y)

ln(y)! , y = 1, e, e2, ...

2. Sea X ∼ Beta(λ, 1). Calcule E
(
[−ln(X)]2k

)
, k ∈ N, mediante

• Un calculo directo
• Transformación de la v.a X

• Recordamos que si X ∼ Beta(λ, 1), entonces

fX(x) = λxλ−1, 0 < x < 1

teniendo esto en consideración la esperanza se calcula como sigue

E
(
[−ln(X)]2k

)
=
∫ 1

0
[−ln(X)]2kλxλ−1dx

= λ

∫ 1

0
[−ln(X)]2kxλ−1dx

x = e−u ⇒ du = −e−udx ⇒ u = −ln(x)

= λ

∫ ∞

0
u2k(e−u)λ−1e−udu

= λ

∫ ∞

0
u(2k+1)−1e−uλdu

= (2k)!
λ2k

• Haciendo la transformación Y = [−ln(X)]2k se tiene

y = [−ln(X)]2k

y1/2k = −ln(X)

x = e−y1/2k

g−1(y) = e−y1/2k

d

dy
g−1(y) = − 1

2k
y1/2k−1e−y1/2k
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Reemplazamos todo

fY (y) = λ
1
2k

y1/2k−1e−y1/2k
(

e−y1/2k
)λ−1

el recorrido se calcula como

y = [−ln(1)]2k = 0
y = [−ln(0+)]2k = ∞

Luego,

fY (y) = λ

2k
y1/2k−1e−λy1/2k

, y > 0

Ahora, note que esto se puede escribir de la siguiente manera

λ

2k
y1/2k−1e−λy1/2k = (λ2k)1/2k

2k
y1/2k−1e−(λ2ky)1/2k

Esto corresponde a una Weibull, en particular

Y ∼ Weibull

( 1
λ2k

,
1
2k

)
Como la esperanza es conocida, se tiene que

E(Y ) = Γ(1 + 1/(1/2k))
λ2k

= (2k)!
λ2k

y claramente los resultados coinciden.

3. Sea X una v.a con fdp dada por

fX(x) =


20
211

(
1 + |x|

2

)4

, −1 < x < 1

405
844e

−405
422 (x−1), x ≥ 1

Determine la densidad de Z = X4.
Primero note que el recorrido de la v.a es X = (−1, ∞), por lo que en el intervalo (−1, 1) la trans-
formación Z = X4 mapea lo mismo, para ver esto note que podemos escribir la densidad como

fX(x) =



20
211

(
1 − x

2

)4
, −1 < x < 0

20
211

(
1 + x

2

)4
, 0 < x < 1

405
844e

−405
422 (x−1), x ≥ 1

y note que en −1 < x < 0 se tiene z ∈ (0, 1), y para 0 < x < 1 se tiene z ∈ (0, 1), por lo que en
este tramo debemos sumar las inversas. Teniendo esto en mente podemos empezar.
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• Primer tramo −1 < x < 1
Buscamos la inversa

z = x4

z1/4 = |x|

acá nos quedan dos inversas, para el tramo de −1 < x < 0 se tiene

g−1
1 (z) = −z1/4

y para el tramo 0 < x < 1 se tiene

g−1
2 (z) = z1/4

derivamos
d

dz
g−1

1 (z) = −1
4z1/4−1

d

dz
g−1

2 (z) = 1
4z1/4−1

Como son dos inversas, las debemos sumar, evaluando en cada tramo correspondiente∣∣∣∣ d

dz
g−1

1 (z)
∣∣∣∣fX(−z1/4) +

∣∣∣∣ d

dz
g−1

2 (z)
∣∣∣∣fX(z1/4)

= 1
4z1/4−1 20

211

(
1 − −z1/4

2

)4

+ 1
4z1/4−1 20

211

(
1 + z1/4

2

)4

= 10
211z1/4−1

(
1 + z1/4

2

)4

y el recorrido es

z = [(−1, 1)]4 = (0, 1)

• Segundo tramo x > 1
acá se procede como siempre

z = x4

z1/4 = x

g−1(z) = z1/4

d

dy
g−1(z) = 1

4z1/4−1

reemplazando en la parte respectiva se tiene
405
3376z1/4−1e− 40

31 (z1/4−1), z > 1

Finalmente, la densidad de Z es

fZ(z) =


10
211z1/4−1

(
1 + z1/4

2

)4

, 0 < z < 1

405
3376z1/4−1e

−405
422 (z1/4−1), z > 1
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4. Sea X ∼ N(µ, σ2), determine

(a) a tal que P (X ≤ a) = 0.5
(b) Calcule P (X > σ|X > −2)
(c) Muestre que

lim
x→∞

P (X > σx + µ)
ϕ(x)/x

= 1

con ϕ(x) la densidad de una normal estándar.

(a) Usando la acumulada de la normal y estandarizando se tiene

P (X ≤ a) = 0.5
P (X − µ ≤ a − µ) = 0.5

P

(
X − µ

σ
≤ a − µ

σ

)
= 0.5

P

(
Z ≤ a − µ

σ

)
= 0.5, Z ∼ N(0, 1)

Φ
(

a − µ

σ

)
= 0.5

a − µ

σ
= Φ−1(0.5)

⇒ a = σΦ−1(0.5) + µ

a = 0 + µ

a = µ

(b) Recordando que σ > 0, se tiene

P (X > σ|X > −2) = P (X > σ, X > −2)
P (X > −2)

= P (X > σ)
P (X > −2)

= 1 − P (X < σ)
1 − P (X < −2)

=
1 − Φ

(
σ−µ

σ

)
1 − Φ

(
−2−µ

σ

)
(c) Primero calculemos la probabilidad del numerador

P (X > σx + µ) = 1 − P (X < σx + µ)

= 1 − P

(
X − µ

σ
<

σx + µ − µ

σ

)
= 1 − Φ(x)

entonces el limite queda como

lim
x→∞

1 − Φ(x)
ϕ(x)/x

= lim
x→∞

x(1 − Φ(x))
ϕ(x)
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Si evaluamos se tiene

lim
x→∞

x(1 − Φ(x))
ϕ(x) = ∞(1 − 1) = ∞ · 0

pues
lim

x→∞
x(1 − Φ(x))

ϕ(x) = lim
x→∞

x(1 − Φ(x))
e−x2/2√

2π

= lim
x→∞

√
2πxex2/2(1 − Φ(x)) = ∞ · 0

Entonces podemos usar L’Hopital

lim
x→∞

x(1 − Φ(x))
ϕ(x) = lim

x→∞
1 − Φ(x)
ϕ(x)/x

L′H
=

lim
x→∞

−ϕ(x)
ϕ(x)′x−ϕ(x)

x2

= lim
x→∞

x2

1 + x2

= 1

Recuerde que

ϕ(x) = e−x2/2
√

2π

ϕ′(x) = −x
e−x2/2
√

2π
= −xϕ(x)
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