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1. (a) Sean X ∼ Poisson(λx), Y ∼ Poisson(λy) independientes. ¿Es cierto que X+Y ∼ Poisson(λx+
λy)?

(b) Sean X ∼ Exp(λx), Y ∼ Exp(λy) independientes. ¿Es cierto que X + Y ∼ Exp(λx + λy)?
Sol:
(a)
Usaremos la función generadora de momentos:

MX(t) = E(etx) =
∞∑

x=0
etx · e−λλx

x

= e−λ
∞∑

x=0

(etλ)x

x!

= e−λ · eetλ

= eλ(et−1)

Por otra parte,

MX+Y (t) = E(et(x+y)) = E(etxety)
= E(etx) · E(ety), X ⊥⊥ Y

= e(λx)(et−1) · e(λy)(et−1)

= e(λx+λy)(et−1)

De aqúı podemos ver que tiene la misma forma de una fgm de la Poisson, y como esta es
única:

X + Y ∼ Poisson(λx + λy)
(b)
Mismo procedimiento:

MX(t) = E(etx) =
∫ ∞

0
etxλe−λxdx

= λ

∫ ∞

0
ex(t−λ)dx

= λ · − 1
t − λ

Por otra parte,

MX+Y (t) = E(et(x+y)) = E(etx)E(ety) = . . .

Se llega a que X + Y NO distribuye Exp(λx + λy)
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2. Sea X una v.a. que representa la utilidad en millones de pesos debido a la garant́ıa de cierto com-
ponente electrónico. Se sabe que la función de densidad de probabilidad de X está dada por

fX(x) = e−θ|x|, x ∈ R, θ > 0

(a) Determine el valor de la constante θ.
(b) Encuentre la función de distribución acumulada FX(x).

Sol:
(a)

1 =
∫ ∞

−∞
e−θ|x| dx

1 =
∫ 0

−∞
e−θ(−x) dx +

∫ ∞

0
e−θx dx

1 = lim
t→−∞

∫ 0

t
eθx dx + lim

t→∞

∫ t

0
e−θx dx

1 = lim
t→−∞

[
eθx

θ

]0

t

+ lim
t→∞

[
e−θx

−θ

]t

0

1 = lim
t→−∞

(
1
θ

− eθt

θ

)
+ lim

t→∞

(
e−θt

−θ
+ 1

θ

)

1 = 1
θ

+ 1
θ

=⇒ θ = 2

(b) ∫ t

−∞
fX(x)dx =

∫ t

−∞
e−θ(−x) dx +

∫ t

0
e−θx dx

=
(

eθx

θ

) ∣∣∣∣t
−∞

+
(

e−θx

−θ

) ∣∣∣∣t
0

= eθt

θ
+
(

e−θt

−θ
− 1

θ

)

= eθt

θ
+ e−θt

−θ
− 1

θ

Como θ = 2

= e2t

2 + e−2t

−2

3. Se dice que una variable aleatoria X tiene una distribución Pareto si su función densidad es de la
forma

f(x) = θ

x0

(
x0
x

)θ+1
, x > x0, θ > 0

La distribución de Pareto es comúnmente usada en economı́a.

(a) Halle la media y la varianza de la distribución.
(b) Determine la función densidad de Z = ln(X/x0).
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Sol:
(a)
La esperanza E(X) está dada por:

E(X) =
∫ ∞

x0
xf(x)dx =

∫ ∞

x0
x

θ

x0

(
x0
x

)θ+1
dx

= θ

xθ
0

∫ ∞

x0
x−θdx

= θ

xθ
0

· x1−θ

1 − θ

∣∣∣∣∣∣
∞

x0

= θ

xθ
0

· x1−θ
0

1 − θ

= θx0
θ − 1 , para θ > 1

La varianza Var(X) está dada por:

Var(X) = E(X2) −
(
E(X)

)2
=
∫ ∞

x0
x2f(x)dx −

(
θx0

θ − 1

)2

=
∫ ∞

x0
x2 θ

x0

(
x0
x

)θ+1
dx

= θ

xθ
0

∫ ∞

x0
x2−θdx

= θ

xθ
0

· x3−θ

3 − θ

∣∣∣∣∣∣
∞

x0

= θx2
0

(θ − 2)(θ − 1)2 , para θ > 2

(b)
Dado que Z = ln(X/x0), entonces X = x0eZ . Ahora calculamos la función densidad de Z usando
el método del cambio de variable:

fZ(z) = fX(x0ez) · d

dz
(x0ez)

= θ

x0

(
x0

x0ez

)θ+1
· x0ez

= θe−θz, z > 0

Por lo tanto, Z ∼ Exp(θ).

4. Sea X una variable aleatoria con MX(t) definida en |t| < h. Pruebe que

(a) P (X ≥ a) ≤ e−atMX(t), para t ∈ (0, h).
(b) P (X ≤ a) ≤ e−atMX(t), para t ∈ (−h, 0).

Sol:
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(a) Vamos a usar la desigualdad de Markov, que dice que para cualquier variable aleatoria X y
cualquier función positiva g(X), se tiene que

P (g(X) ≥ c) ≤ E[g(X)]
c

, c > 0.

Tomamos g(X) = etX , con t > 0 y aplicamos la desigualdad de Markov:

P (X ≥ a) = P (etX ≥ eta)

≤ E[etX ]
eta

= MX(t)
eta

.

Por lo tanto, se cumple que:

P (X ≥ a) ≤ e−atMX(t), para t ∈ (0, h).

(b) De manera similar, aplicamos la desigualdad de Markov, pero esta vez con t < 0. Tomamos
nuevamente g(X) = etX , y usamos la desigualdad de Markov:

P (X ≤ a) = P (etX ≥ eta)

≤ E[etX ]
eta

= MX(t)
eta

.

Por lo tanto, se cumple que:

P (X ≤ a) ≤ e−atMX(t), para t ∈ (−h, 0).
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