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1. Sea X una v.a con fda dada por

con A > 0.

(a) Calcule P(X =1)

(b)

(c) Calcule E(2X) y E(X?)
(d) Determine Var(X)

., Que tipo de v.a es X7 Determine su recorrido.

(a) Usando propiedades se tiene

1 A 5
P(X =1) = Fx(1) = Fx(17) =1 -} (1_1“> —0
—1-1/2
—1/2

(b) X es una v.a mixta, ya que tiene probabilidad de masa en X = 1 (la acumulada pega un
salto), y para X > 1 se comporta como una funcién continua. Por lo que X = {1} U (1, 00).
La figura [I] muestra la fda para algunos valores de A.

Fx)

1

Figure 1: Fx(x) - Ejercicio 1
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(d)

Primero debemos determinar la “densidad” de X, recalcando que esta no existe como tal,
pues es mixta. En base a esto nos delimitaremos a analizar como se comporta en cada parte
de recorrido.

e En parte discreta:
P(X=1)=1/2

e En parte continua:

3
d d 1 A 33
fx(z) = — Fx(z) = d$< 2<x—1+/\>) 2+ Ar—1)" T >
Usando las propiedades y definiciéon de esperanza se tiene

E(2X) = 2E(X)

N ( +/ x—l—)\—l) dx)

A+ 2
_ 3.
_2<1/2+)\ 4A3>

=2+ )/2

E(X?) = E(X?)

=12 -1-/ ———dw
x—i—)\—l)
A4+ A+1
=1/24+\3. 2" " -
/2+ 223
_A2+>\+1
2

Utilizando los resultados anteriores se tiene

Var(X) = E(X?) - E(X)?

2
_A H+1—<1/2+A4+2>

2

2. Sea X la variable aleatoria que mide el niimero de ensayos hasta obtener el primer éxito.

(a)
(b)
()
(d)

(a)

;, Que distribuciéon sigue X7
Calcule E(X)
Calcule E(2/X)

Determine la probabilidad de tener que realizar 4 ensayos para obtener el primer éxito, dado
que el primer éxito ocurre después del primer ensayo.

Tenemos
X : ntmero de ensayos hasta obtener el primer éxito

Esta distribucién corresponde a una distribucién geométrica, es decir, X ~ Geo(p), donde p
es la probabilidad de éxito (se asumen ensayos independientes). Esta distribucién tiene fmp
dada por

PX=z)=p(1—p* L =z=12..



=p (Z 21— p)x_l)
r=1
> d
= 1. 21— p)®
p (ml dp( p) )
d oo
= —pdf (Z(l - p)x)
r=1
d 1—p
- _pr
dp \1—-(1—p)
__,.
2
otra manera es utilizar el hecho de que > 2 ; nz" = a fx)Q para|z| < 1.

E(X) =Y ap(l-p)*!

=1

E@2/X)=> =p(1-p)~!

En se utilizé el hecho de que

para |z| < 1.



(d) Se pide P(X = 4|X > 1). Entonces

P(X =4NnX > 1)
P(X > 1)
P(X = 4)
1-P(X <1)
_ p(l=p*!
1-P(X =1)
_p(l-p)*!
I—p
=p(1 —p)®

3. El tiempo de reparacion (en horas) 7', de un articulo se puede modelar a través de la siguiente
funcién de densidad

P(X =4X>1)=

frit)=Xxe™, t>0

Con A > 0. El costo de reparacién de un articulo es C' = S+ kT , donde la constante k es un costo
por unidad de tiempo y la variable aleatoria S toma valores s; y so con probabilidades py 1 — p
respectivamente.

(a) Calcule la probabilidad de que el tiempo de reparacién de algin articulo sea menor a dos
horas
(b) Calcule el costo esperado de reparacién

(c) Si se analizan los tiempos de reparacién de 10 articulos. ;Cual es la probabilidad de que 3 de
ellos tengan un tiempo de reparacion menor a dos horas?

(d) Muestre que

/ —log(Az) e dx > —log </ w\%‘”dm)
0 0

(e) Determine el valor de k tal que minimice la varianza del costo de reparacion.
(a) Se pide P(T < 2), entonces
2
P(T<2)= / e Mdt=1—e 2
0

(b) Primero note que S corresponde a lo siguiente

p<szs>:{p’ o=

1—p, s=s2

Entonces

E(C) = E(S + kT)
(S) + E(KT)

(S) + KE(T)

E
E

00
= 81P(S = 81) + SQP(S = 82) + k/ the Mdt
0

1
:Sl'p+82(1—p)+/\k-ﬁ

k
:sl-p—l—sQ(l—p)-l-X
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Si definimos
X : namero de articulos que tienen un tiempo de reparaciéon menor a 2 horas

donde la probabilidad (p) de que algin articulo tenga un tiempo de reparacién menor a 2
horas es
p=1—e2

En particular note que nos interesan que de 10 maquinas (ensayos), tener 3 que cumplan la
condicién (éxito), donde la probabilidad de tener la condicién es p =1 — e~2*, por lo que

X ~ Bin(10,p)

Se pide P(X = 3). Luego,

Note que la expresién se puede escribir de la siguiente manera
/Ooo —log(Az) e M dx > —log (/OOO a:)\Qe_’\xda:>
/Ooo —log(A\z) fr(x)dx > —log ()\ /Ooo a;)\e’\"”dx>
/OOO —log(A\x) fr(x)dx > —log ()\ /Ooo :ch($)dx>

B[ ~log(XT)] > ~log (XE(T) @)
Ahora podemos usar la desigualdad de Jensen, considerando g(x) = —log(Ax). En particular
se tiene
1
9"(z) = 2 >0

Por lo cual es convexa, de modo que por la desigualdad de Jensen se cumple que
E[—log(A\T)] > —log (AE(T))

y esto ultimo es justamente la expresién .



