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1. Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién dada por:

0 six <0
Fx(z)=¢1-k(l—2) si0<z<k
1 siz >k

a) Determine las restricciones que debe cumplir k para que F'(x) sea una funcién de distribucion.
Indique a qué tipo de distribucién corresponde X.

Solucidén:

Para que Fx(z) sea una funcién de distribucién vélida, debe cumplir las siguientes condi-
ciones:

- Fx(x) debe ser no decreciente.

- Fx(z) debe estar en el rango [0, 1].

- Debe ser continua en = = k.

- Limite cuando x — —oo es 0 y cuando x — 400 es 1.

De la funciéon dada, observamos que la pendiente de la funcién entre 0 y k esta controlada
por k. Para que F'x(x) permanezca en el rango [0, 1] y sea continua en x = k, debe cumplirse
que k£ > 0. Esta condicién asegura que la funcién de distribucion tenga un comportamiento
adecuado, siendo continua, no decreciente, y que cubra todo el rango de probabilidades. Este
tipo de distribucién corresponde a una distribucién uniforme entre [0, k].

b) Caleule P (3 < X <k).
Solucién:
La probabilidad solicitada es:
1 1
P §§X§k = Fx(k) — Fx 3)

Sabemos que Fx(k) =1y Fx (%) =1—-k (1 — %), por lo tanto:

P(yex<i)=1-(1-k;) =ty
2 2 2

2. Verifique que para todo k entero positivo, la funciéon F' definida por:

kol pie—e

J!

, x>0,



es una funcién de distribucién acumulada de cierta variable aleatoria.
Solucién:

Para verificar que F'(x) es una funcién de distribucién acumulada, debemos seguir los siguientes
pasos:

- Verificar que F(z) es no decreciente.

Primero, debemos notar que a medida de que x crece, el término e~* decrece de forma tal que

se hace méas pequeiio que el término 27 (es una de las gracias de la funcién exponencial) y por
tanto 27e~* va decreciendo . De esta forma, los términos de la sumatoria decrecen a medida que
crece.

- Verificar los limites en los extremos.

Para z — 0, tenemos:

Para x — +o00, sabemos que e=* — 0, por lo tanto:

lim F(z) =1,

T—00

lo que confirma que F'(x) tiende a 1 en el limite superior, como debe ser para una funcién de dis-
tribucién acumulada.

La funcién F'(z) es una funcién de distribucién acumulada vélida, ya que es no decreciente y sus
limites cumplen las propiedades necesarias.

. Un mazo contiene n cartas numeradas del 1 al n. Una persona escoge una carta al azar y la de-
vuelve al mazo. Luego, escoge otra carta del mazo, la devuelve, y continiia asi hasta obtener una
misma carta por segunda vez. Sea X el ntmero total de extracciones hasta obtener la repeticion.

a) Determine el soporte de X, calcule la P(X > k), y use este resultado para obtener la dis-
tribucién de X (funcién de probabilidad discreta).

Hint: Note que P(X =k)=P(X >k—1) - P(X > k).

Solucién:

El soporte de X es {2,3,4,...}, ya que es necesario al menos dos extracciones para que ocurra la
primera repeticion.

Para calcular P(X > k), notemos que se debe evitar la repeticién hasta la extraccién k. La proba-
bilidad de no haber obtenido una repeticién en las primeras k — 1 extracciones es:

1%X>kp:y<”;f>(”;2)”<”—g?*0>

es decir,

k—

PX >k =]]

[y

n—i n—-1n—-2 n—(k-1)
non n n ’

~
—_

Utilizando la pista, calculamos P(X = k) como:



P(X=k)=P(X>k—1)—P(X > k).

Expandiendo cada probabilidad:

2 AL
o)1)
i=1 i=1

Este resultado define la distribucién discreta de X.

. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad dada por

fole) {1 “ g, siz] < 1,

0, si no.

Indique si alguna de las siguientes afirmaciones es verdadera. Justifique sus respuestas dando ar-
gumentos sélidos.

a

) X y —X tienen la misma distribucion.
b) P(X >0) =1/2.

) E

)

o

(X)=0.
Var(X) = E(X?).

Q.

Solucién:
a) X y —X tienen la misma distribucion.

La funcién de densidad de probabilidad fx(z) es simétrica alrededor de 0, ya que fx(z) = fx(—x)
para todo z. Esto implica que X y —X tienen la misma distribucién. Verdadero.

b) P(X >0)=1/2.

Dado que la distribucion es simétrica alrededor de 0, la probabilidad de que X sea mayor o menor
que 0 es la misma. Asi, P(X > 0) = P(X < 0) = 1/2. Verdadero.

c) E(X)=0.
Calculamos la esperanza matemaética de X:
00 1
E(X) = / zfx(x)dx = / z(1 — |x|)dx.
—00 —1

Dado que la funcién es impar, la integral en [—1,1] da como resultado 0:

E(X) = 0.

Verdadero.
d) Var(X)=E(X?).

La varianza se calcula como:

Var(X) = E(X?) — (E(X))?.



Dado que E(X) = 0, tenemos que:

Var(X) = E(X?).

Calculamos E(X?):

E(X?) = /o:o 22 fx(z)dz = /11 22(1 — |z|)da.

Resolviendo esta integral:

1 1 3
E(X?) = / (1= Ja)dz = 2/0 (1 = 2)de =2 [3

Por lo tanto, Var(X) = ¢. Verdadero.



