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1. Sea X una v.a aleatoria con
PX=1)=p, PX=-1)=1-p

con p € (0,1). Suponga que Y|X =z ~ N(3x, (0z)?). Encuentre E(Y), Var(Y) y E(XY).

Para esto vamos a usar esperanza y varianza iterada. Primero note que la variable aleatoria X se
puede escribir como sigue

D, six=1

P(X:x):{

1—p, siz=-1
Teniendo esto en consideraciéon ahora calculamos todo lo pedido. Para la esperanza se tiene

E(Y) = E[E(Y|X)]
=E[3X]
= 3E(X)
=3(1-P(X=1)+(-1)- P(X =-1))
=3p-1-(1-p)
=3p—-1+p)
=3(2p—1)
Para la varianza se tiene
Var(Y) =E[Var(Y|X)] 4+ Var[E(Y|X)]

= E[0°X?] + Var[3X]

= 0’E(X?) + 3*Var(X)

= o’E(X?) + 9(E(X?) — E(X)?)

=E(X?)(0? +9) — 9E(X)?

=(1p+ (-1 (1-p) (@ +9) —9 (2~ 1)’

=024+9-9(2p—1)>



Para lo ultimo se tiene

2. Considere
fxy(zy) =1 0<z<llyl<wz

(a) Encuentre la conjunta de (U,V) = (X +Y, X)

(b) Encuentre la densidad de U|V =wv

(c) Calcule E(U|V =)y Var(U|V =v)

(d) Calcule P(U > 1/2|V =1)

(e) Encuentre la distribucién de X(3y y X(p,) cuando Vi, ..., Vi ~ fy(v)
)
)

(f) Calcule la esperanza del rango y termino medio

(a) Calculamos las inversas

X=V
reemplazamos esto en U
U=V+Y
Y=U-V
calculamos el Jacobiano
1 0
Encontremos el recorrido.
O<z<xl1
O<ov<l
Por otro lado
lyl <z
—r<y<x

—rt+r<ytar<zr+x
O<y+x<22z
0<u<2v

Ahora reemplazamos todo en la conjunta
fov(u,v) = fxy(v,u—v)
Finalmente, la conjunta de U,V es

fov(uw,v)=1, 0<v<1,0<u<2v



(b) Para esto recordamos que

fU,V(u,v)
= U) = —F——
fU|V ( ) fV ('U)
debemos encontrar la marginal de V. Entonces
2v
fv(v) = ldu = 2v

0
Luego,
1
fo=o(u) = 5, 0<u<2v

Mas aun, note que

1
20 —-0

fU|V:v(u)

Por lo que U|V = v ~ U(0, 2v0).
(c) Como se tiene que U|V = v ~ U(0,2v) se tiene que
E(U|V =v)=v
02
Var(U|V =v) = 5
Aun asi se puede calcular todo a mano.
v 1

E(U|V:v):/0 u%du:v

Para la varianza recordemos que

Var(U[V = v) = E(U?|V = v) — [EU|V = v)]?

entonces
o1 402
E(U?|V = :/ P du=—
(7] v) 0 Y 2v Y 3
Teniendo asi que
402 v2
Var(UlV =v)= — —v=—
ar(U] v) 3 v 3

(d) Primero podemos encontrar U|V = 1. Reemplazando en la condicional se tiene

1
fu=1(u) = > 0<u<?2

Entonces

2
PU>1/2[V =1) = / Lgu=3/a
1/2 2

(e) Debemos encontrar fi(v), pero ya la calculamos anteriormente, de modo que se tiene
fr(w)=2v, 0<wv<l1
Fy(v)=v* 0<wv<l1
Entonces
fxp @) =n[l =v*]"20, 0<v<1
[x () =n(*)" 20, 0<v<1



(f) Recordemos que

Entonces

Calculemos uno por uno.

Por otro lado

1
= 2n/ 2 (1 —v?)" Lo
0
Hacemos z = u'/? = dz = 1/2u="?du
1
= 2n/ (u1/2)2[1 - (u1/2)2]"711/2u*1/2du
0
1
= n/ u?(1 — )" du
0

1
= n/ u(1/2+1)_1(1 — )" tdu
0

=nB(3/2,n)
Teniendo asi que
2n
E = —nB(3/2

Ahora es andlogo para el termino medio.

e (e
(B(X () + (1>))
(&

1
T2
1
T2

Nota: Recuerde que

1
/Ox a1 —2)? ldx:B(a’b):if(a—&—b)

4



3. Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto con

1/3, siz=0,y=0
1/3, siz=1y=1

pxy(z,y) =
0, e.0.c

Encuentre px|y—,(z).
Para esto podemos hacer una tabla Ahora es mas sencillo.

X/Y |0 1 X
0 1/3 10 1/3
1 1/311/3|2/3
Y 2/311/3
e SiY =0 tenemos
px,y(z,0)
Px|y= —o(z) = Py (0)

reemplazando con los valores se X se obtiene

. mgg;m ;;3
e SiY =1 tenemos
_ pxy(z,1)
pX\Y:l( ) oy (1)

_ pxy(0
_pxy(L1) 1/3

Finalmente se tiene

1/2, =0
Px|y=0(T) = 19, z—1

1/3, siz=1,y=0



4. En el ejercicio 2 encuentre la fmp de

0, siX<1/2,Y >0

1, siX<1/2,Y <0

2, siX>1/2,Y>0

3, siX>1/2,Y <0
Recuerde que el recorrido conjunto es
v
.
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Figure 1: Recorrido conjunto

Entonces para obtener lo pedido es ir viendo la regién correspondiente y calcular la probabilidad
respectiva.

e W=0
Esto corresponde a la region X < 1/2,Y > 0, es decir, que W toma el valor de 0 con prob-

abilidad P(X < 1/2,Y > 0). La regién de interés se visualiza en la figura [2 Calculamos la
probabilidad respectiva.

1/2 px
P(X<1/2,Y>0):/ / ldydz = 1/8
0 0

e W=1
Esto corresponde a la region X < 1/2,Y < 0, es decir, que W toma el valor de 1 con prob-

abilidad P(X < 1/2,Y < 0). La regién de interés se visualiza en la figura (3| Calculamos la
probabilidad respectiva.

1/2 /0
P(X<1/2,Y>0):/ ldydz = 1/8
0

—T
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Figure 2: Region X < 1/2)Y >0
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Figure 3: Region X < 1/2)Y <0

W =2
Esto corresponde a la region X > 1/2,Y > 0, es decir, que W toma el valor de 2 con prob-

abilidad P(X > 1/2,Y > 0). La regién de interés se visualiza en la figura {4 Calculamos la
probabilidad respectiva.

P(X>1/2,Y>O):/1

xr
/ ldydz = 3/8
1/2 Jo

W =2
Esto corresponde a la region X > 1/2,Y < 0, es decir, que W toma el valor de 3 con prob-
abilidad P(X > 1/2,Y < 0). La regién de interés se visualiza en la figura [5| Calculamos la



probabilidad respectiva.

1 0
P(X >1/2,Y <0) = / 1dydz = 3/8
1/2

—T

Figure 4: Regién X > 1/2,Y >0

Figure 5: Regiéon X > 1/2)Y <0

Finalmente podemos escribir

1/8, siw=0
1/8, siw=1

PW=w)=
W=w=138 sw=2
3/8, siw=3



