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1. Sean Xi,...,X,, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (iid) Exp()), es
decir, con f.d.

0, en otro caso.

-z
Fy(a) = {e , x>0,

Usando funcién generadora de momentos (f.g.m.), pruebe que > ;' ; X; ~ Gama(n, \).
Sol: B
Como X1,...,X, id Exp()), entonces:

.. t\ 1
Xy, Xn S M) = (1— )
Como son iid, entonces usamos la propiedad de que:
My (1) = [M(1)]"

Particularmente, si X1,..., X, M(t)y Y =3, X;, entonces:

My (t) = My (0

Entonces, si decimos que Y = Y1 ;| X, se tiene que:

La funcién generadora de momentos de una variable aleatoria Gama(a, \) es:

- (2)

Por lo tanto, identificamos que:



y concluimos que:

Y ~ Gamal(n, \)

2. Sea (X,Y) un vector aleatorio con fdp dada por:

e~ @ty 2 >0,y >0,
f(z,y) =
0, en otro caso.

(a) Encuentre el valor esperado y la f.g.m. de Z = (X +Y)/2.
Sol:
Sea Z = g(z,y) = xTer Por lo tanto,

— /[ sw.w)- fay) dyd

_ // Tty ; Y o=@+ gy d

1 o) o0
== / / (x+y)e e Vdydx
2Jo Jo

Separando términos:

1 o o o0
= f/ e " (/ e Yxdy +/ e Yy dy) dx
2 Jo 0 0

Para resolver las integrales internas:

1.
oo oo
/ e Yrdy = x/ e Vdy=zx[-e Y] =2(0—-(-1)) ==
0 0
2.
o0
/ ye ¥ dy
0
Sea u =y, dv = e Ydy, entonces du = dy, v = —e™Y:
oo o]
= —ye Y +/ eVdy=0+1=1
0 0
Sustituyendo:

/ e “(xz+1)dx
0

N | =



Resolviendo cada término por separado:

1.
oo
/ re Tdx
0
Por partes, con u = z, dv = e *dx, entonces du = dx, v = —e~*:
oo [ee)
=—ze +/ efdr=0+1=1
0 0
2.
o
/ e fdxr =1
0
Finalmente,

E(Z):%(lqtl):l

Generadora de momentos:

Sea My(t) = E(e'?):

My(t) =E (etz?’)

— [[ S ra) dy do

= // ¢ () dy dx
= // ew*(‘wy) dy dx
://e<z+y>(g—1) dy d

Resolviendo cada paso, se obtiene finalmente:

Encuentre el valor esperado de XY'.
Sol:
Calculemos E(XY):

E(XY) ://xy-f(x,y)dydm

Dado que f(z,y) = e~ @) para 2,y > 0, se tiene:

E(XY) :/0 /0 zy - e~ @Y dy da

Separando la exponencial:



= / re (/ ye Y dy) dx
0 0

Primero, resolvemos la integral interna usando integraciéon por partes. Sea u = y, dv
e Ydy:

du=dy, v=-—-eY

Por lo tanto:

oo [e'e]
/ye_ydy = —ye ¥ +/ e Ydy
0 0
=0+1=1
Sustituyendo esto en la integral externa:
oo
E(XY) :/ ze *(1)dx
0

Resolvemos ahora la integral:

oo
/ ze Tdx
0

Usando integracién por partes nuevamente, con u = x, dv = e~ *dzx:
—X

du=dx, v=-—e

Por lo tanto:

/a:efxd:c = —ge ”

oo [ele}
+ / e “dx
0 0

=0+1=1
Finalmente, obtenemos:
E(XY)=1

3. Sea (X1, X2) un vector aleatorio con f.d. dada por:

4$1ZL‘Q, 0< xr1,Te < 1,

f(x1,22) :{

0, €e.0.C..
(a) Encuentre las f.d. marginales de X; y de Xj.

Sol:
Calculemos las funciones de densidad marginales.

1. Funcién marginal de X;:

1
le(fL’l):/O 4x1x2da:2

4



Resolviendo la integral:

fxi(x1) = 224

2. Funcién marginal de Xs:

1
fX2(372)=/0 4dx129 dq

Resolviendo la integral:

[xo(22) = 229

(b) {Son X; y X5 variables aleatorias independientes?
Sol:
fi(x) fo(x) = 4x129 = f(x1,22) = son independientes.

(c) Sea Y1 = X1/X2 e Yo = X7 X,. Encuentre la covarianza entre Y7 e Y.
Sol:
Sean Y7 = % y Y5 = X1 X5. Calcularemos la covarianza Cov(Y7, Y2):

COV(Yl, Yg) = E(YiYQ) — E(Yl)E(YQ)

Primero, calculemos E(Y1Y3):

Simplificando:



Sabemos que:

Dado que fx, (z1) = 221, tenemos:

Por lo tanto:

1
E(Y1Ys) = 3

Ahora calculemos E(Y7):
X1
EY1))=E|—
1,1
= / / o dx1xo dxy dxs
0o Jo x2
1,1
:/ / 4.7}% dxr1 dxo
0o Jo
1/ 1
= 4/ / x% dry | dzo
0o \Jo

Resolviendo la integral interna:

Por lo tanto:

17 4
EY)) =4 [ dws=-
() =4 [ gdza=
Finalmente, calculemos E(Y2):

E(Ys2) = E(X1X2)



1 rl
= / / X1 4.2?1.%2 diL'l dl‘Q
0 JO

1 1
:/ / 4a2a2 dxy dxy
0 Jo

1 1
:4/ (/ m%dm) x3 dao
0o \Jo
1

La integral de 2% es 3 como antes:

4 1
=3 ; 5 dxo
_ 4 x% 1
S 3\3 /0
4
9
Por lo tanto:
4 4
Cov(Yy1,Yo) == — - =
ov(Y1,Ys) 39
1 16
227
Hacemos la resta:
27132 _3
54 54

4. Sea (X,Y) un vector aleatorio con fdp dada por:

2422 /3, 0<z<1,y>2,
f(z,y) = {
0, en otro caso.

(a) Calcule P(X <1/2|Y > 6).
Sol:
Queremos calcular P(X < 1/2|Y > 6), lo cual se define como:

P(X <1/2,Y > 6)
P(Y > 6)

P(X <1/2|Y >6) =

Primero, calculamos P(X < 1/2,Y > 6):

1/2 poo 42
P(X<1/2,Y>6):/ / 24— dy da
0 6 Y



Resolviendo la integral interna:

0o 2 5 00
/ 24— dy =24z / y 3 dy
6 ) 6

-2
Yy
= 2422 | Z—

1
= 2427 —
T <0+2-36)

[e.9]

6

Ahora integramos respecto a x:

Por lo tanto:

1
P(X < 1/2’Y>6):5

Ahora, calculemos P(Y > 6).

P(Y >6)=1—-P(Y <6)

6
P(Y < 6) :/ 8y~ dy
2

Por lo tanto:

8 1
PY>6)=1-_=

Finalmente, la probabilidad condicional es:

1
41
P(X<1/2|Y >6)=2 =
9

Sabemos que fy (y) = 8y~3 para y > 2:



(b) Encuentre las funciones de densidad marginales de X e Y.
Sol:

Primero, calculemos la funcién marginal de X:

fx(z) :/ 2422y~ 3 dy
2

Resolviendo la integral:

[e.e]
= 24x2/2 y 3 dy

-2
Y
= 2422 | Z—
1
= 2427 (0 + —
x ( +2_4>

1
= 2422 . =
T8

[e.9]

2

fx(r) =32 0<z<l1

Ahora, calculemos la funcién marginal de Y:

1
fr(y) :/ 24:1:23/_3 dz
0

Resolviendo la integral:

1
= 24y_3/ 22 dx
0

3
oue(5)

1
— 243/*3 '3

1

0

fry) =8y~ y>2

(c) Calcule pxy = Correlacién(X,Y).
Sol:
Comprobemos si las variables aleatorias X e Y son independientes:

Sabemos que:

fx(x) - fy(y) = (32°)(8y %) = 24a?y ™
Y, dado que f(z,y) = 24x%y~3, tenemos que:

fx (@) fy(y) = f(z,y)

Por lo tanto, X e Y son variables aleatorias independientes.
Como X e Y son independientes, se tiene que:

pxy =0



