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1. Sea X1q,...., X, %le Defina

X(l) :min{Xl,...,Xn}, X(n) :max{X17._.7Xn}
(a) Encuentre una expresién para fX(l)(x) y fX(n)(x>

(b) Aplique los resultados encontrados cuando Fx(z) =1 — e %",z > 0.

(a) Para el minimo se tiene lo siguiente

Fx,(z) = P(X(1) <)
=1—-P(min{X1,..., Xn} > z)
si el minimo es mas grande
que z entonces todos los x; lo son.
=1-PX;>z,Xo>uz,...,.Xp)
=1-P(X;>x)P(Xe2>z) - P(X,, > 1)

=1-P(X >a)"
—1-[1-P(X <)
Fx () =1-[1 - Fx(@]",

fxg, =nll = Fx (@) fx(z)
Para el maximo funciona de forma similar.
Fx,(z) = P(X(n) <)
= P(maz{X1, Xo,.... X} < x)
Si el maximo es menor que x, entonces todos los x; son menores que .
Fx, (z) = P(X@) <z)
= P(maz{X1, Xo,..., X} <)

=PX1 <z, X9 <z, ..,X,<x)

= P(X; <z2)P(X2 < :17) -P(X, <)
=P(X <x)"



(b) Tenemos
e
2

11—
fx(z) =2ze™, x>0
Ahora es llegar y reemplazar en los resultados anteriores. Para el minimo se tiene

Fx g (@) = nll = Fx ()] fx(2)
=n[l-(1- (5’_;‘2)]”_121'6_3"2

—na?4x? x?

=ne 2xe”

2
=2nxe ™ x>0

para el maximo se tiene

Fx o (@) = nFx ()" fx(2)

=n[l— e_mQ]”_IZ:L‘e_xQ, x>0

2. Considere X; ind Exp(u;), parai = 1,2,...,n. Defina W = min{X;,..., X,,} y considere una
muestra aleatoria W1, ..., W;. Encuentre la fdp de

1 J
i=1Hi ;5

Vamos por partes. Primero encontremos la fdp de W;, esto es, encontrar la fdp del minimo. Note
que en este caso los X; no son iid, por lo que no se puede aplicar directamente el resultado ante-
rior. Recordando que si X; ~ Exzp(u;) entonces

Fy,(z) =1— e M7

— —HiT
Ix; (ZL‘) = pe” "
Teniendo esto en consideracion se procede de la siguiente manera

Fx, (z) = P(Xq) < )
=1-—P(min{Xy,..., Xpn} > )
si el minimo es mas grande
que x entonces todos los z; lo son.
=1-PX;>z,Xo>z,...,.Xp)
=1-P(X;>x)P(X2>2z) - P(X,, > 1)
=1—[1 = Fx,(@)][1 = Fx,(2)]--- [L = Fx, (2)]
— ] — e MTemH2T | o —HnT
Fxg (z)=1-¢€" Y, %
n
Fxoy (@) = Y piwe™ 2t
i=1

Fxay(2) = premH 2 >0



n
con pu* = Z wi. Note entonces que
i=1

por lo que la v.a Y se puede reducir a

n

Mas aun, podemos encontrar la distribuciéon de E Wi, ya que es la suma de exponenciales, y por
i=1

lo visto en ayudantias, se tiene que

J
Z W; ~ Gamma(j, p*)
i=1

Podemos llamar Z a esta ultima, de modo que

y="127+0
7

con Z ~ Gamma(j, 1*). Entonces ahora simplemente nos queda una transformacién.

Fy(y):P(Y<y)
:P(M Z+60<y)
— P(Z < iy - 0))
= Fz(u*(y —0))
d
Fy(y) = Fz(p 0)), dy

"y -

fy(y) = wyfz(u*(y —0))

() (y — 0))7 e W =0
L(j

— (VY () — )Y 20 L

Ahora el recorrido, recordemos que si Z ~ Gamma(j, u*), entonces z € (0,00). Entonces

=u”

Y:i*ow:e
I

1
Y=—oco+0=00

*

Finalmente se tiene que

e o1
Fr(y) = ()P (y — oyt W) W 9)@, y>0



3. Muestre que
FXay X (#:9) = n(n =) [Fx (y) = Fx(@)]" 2 fx () fr(y), y >z
El truco esta en la siguiente expresion
PY<y)=PX<z,Y<y+PX>zY <y

Lo cual tiene sentido, pues si estamos “barriendo” todo el recorrido de X, entonces nos entrega en
este caso la acumulada de Y. De este modo se tiene que

P(X<zY<y)=PY <y -PX>zY <y)
Ahora, si consideramos X = X(;) y Y = X, se tiene

P(X<z,Y <y)=P(Y <y)—P(X >z,Y <y)
P(Xqy <2, X <y) = P(Xn <y) — P(Xq) >z, Xn) <)

(
= FX(n)(y) — P(a; < Xl,XQ, ...,Xn < y)
=Fx,,(y) = Plz < X1 <y)P(x <Xy <y) - Plz <X, <y)
= Fx,(y) - Plx < X <y)"
= Fx,, (y) = [Fx(y) — Fx(x)"
Py X (5:9) = By () = [Fx(0) = Fx(@)s 550
)

fX(D,X(n) (xvy) = n(n -1 [FX(y) - FX(x)]n72fX(x)fY(y)7 y>x

Note que el recorrido y > = se debe a que el maximo siempre es mayor que el minimo.

4. Considere el caso X1, ..., X;, ~ Ezp(1l). Encuentre la distribucién del rango, esto es

Ity = Xm) — Xq)

Como X1, ..., X, la conjunta del maximo y del minimo adopta la siguiente forma
Iy X (®,9) = n(n = D[Fx(y) — Fx(2)]" 2 fx(z) fy (y)
=nn—1)[e Y —e "2 %Y, y>z>0

Como ya tenemos la conjunta de X (1), X(,,) podemos obtener facilmente la distribucion. Tomemos
la variable auxiliar

W=Xu
Las inversas son
Xy=W, Xp =R, +W
El jacobiano es
=1
La conjunta queda como

SR w (rw) = 1fx ) x ) (w,r + w)
— n(n o 1)[6—r—w . e—w]n—Qe—we—'r—w

_ n(n _ 1)e—w(n—2)(e—r o 1)n—2e—2w—r



Ahora el recorrido. Originalmente se tiene
O<zr<y<oo
Entonces

<y

Xy <X

0 < Xy = Xa
0 < R,

Y es facil ver que W > 0. Entonces
frow (r,w) =n(n —1)e M2 (e — 1) 27207 p gy >0
Como nos interesa la marginal de R,, integramos respecto de w.
o
fr,(r) = / n(n —1)e =2 (™" — 1) 2720 gy
0
o
=(n—-1)(e" — 1)”7267T/ ne” “"dw
0
=(n—1)(e"—1)""2%T"

Luego,
frR.(r) = -1 =1)" 2", >0



5. Propuesto: Calcule E(XY) si

3min{x,y}, si0<z,y<l1

fX,Y(%y) = {

0, e.o.c

6. Propuesto: Sea X, .., X;, una muestra proveniente de la distribucién triangular
fx(x)=1—|z], —-1<z<1

Encuentre una expresién para E(X(;).



