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1. Sea X; ind Gamma(a;, A), 1 = 1,2,...,n. Defina

Xi+Xo+ o+ X

7 —
X1+ Xo+ + X+ Xipp1 +-- + X

con m<n.

n
(a) Muestre que Z es independiente de Z X;
i=1

(b) Con lo anterior deduzca que Z ~ Beta (Zﬁl Qs it ai)
Z

E tre la fdp de Y* = ——
(c) Encuentre la fdp de T

(a) Note que la suma X; + - -+ + X,,, aparece tanto en el numerador como el denominador, por lo
que llamemos X a esto, es decir,

X=X+ +Xnm

y por otro lado,
Y=Xp1+--+ Xy

Ahora, como Xj; ind Gamma(a;, B) podemos encontrar las distribuciones de X y Y. Usando
generadora de momentos se tiene

Mx (t) = E(e")
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Esta ultima es la funcién generadora de momentos de una Gamma con parametros » ;*; a; y
A, por lo que

m
X ~ Gamma Zai,A
i=1
Para encontrar la distribucién de Y hacemos lo mismo
My (t) = E(e)
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Y ~ Gamma ( Z ai,)\>

i=m+1
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Luego,

Teniendo esto ya en consideracién, la transformacién pedida se reduce a

X

7=
X+Y

y acd ya es facil proceder. Tomamos la variable auxiliar W = X 4+ Y. Ahora calculamos las
inversas

X
7 =
X+Y
X
7 = —
w
X =W
Para Y se tiene
W=X+Y
W=ZW4+Y
Y=W-ZW
Ahora calculamos el Jacobiano
1o
= oz g% _ %(zw) ag(w—zw) _|w —w — w — w2 + wz| = |w| = w
o S %(zw) 50 (W — zw) z 1—2z




Ahora debemos encontrar el recorrido de Z, W. Para esto vamos a proceder de la siguiente
manera

O0<x

O<zx<y+z
x y+zx

Ahora W

O<zx
r<y+axr<o
O<x< W<
0<W<oo

Ahora reemplazamos todo en la conjunta

fzw(z,w) =|J| fxy(zw,w — zw)
=wfx(zw)fy(w — zw)
P! (zw)alflefzw)\ P (w _ Zw)agflef(wfzw))\
I'(a1) I'(az)
al—l(l _ Z)a2_1

=w

— \@1taz, a1taz—1,—wA c

I'(a1)I'(a2)
)\a1+a2wa1+a27167w)\ Zalfl(l _ Z)agfl
- T [(a1)T(az)
(a1 + a2) F(;ﬁa;’)
)\a1+a2wa1+a271€fw)\ Zalfl(l _ z)agfl
F(a1 + a2) B(al, CLQ)

= Gamma(a; + ag, \) X Beta(ai,az)
Reemplazamos a1 = Y ;% o y ag = Y_i- .1 @, notando que ay + az = ;" .

)\Z:l:l ain:‘l:1 ai_le‘“’)‘ 2221 ai_l(l _ Z)Z?:m+1 a;—1
L3 i) B>, aiy - a;)

Luego, como se puede factorizar, se tiene que Z, W son independientes. Ahora, note que

fzw(z,w) = O<w<1l,2z>0

m n n
W=X+Y=) Xi+ Y X;=) X,
i=1 i=m+1 =1

por lo que Z es independiente de 7 ; X;, mostrando asi lo pedido.

(b) Como se puede factorizar, basta con reconocer las distribuciones de cada una, pero lo hici-

mos, por lo que
n

m
W ~ Beta(ay,a2) = Beta Zai, Z a;
=1 i=m+1



Otra forma de verlo es

fz(z) = /OOO fw.z(w, z)dw

/oo )\a1+a2wa1+a2—16—w)\ Zal—l(l o Z)a2_1
0

dw
F(al + a2) B(al, (12)
Zalfl(l _ Z)agfl 0o )\a1+a2wa1+a27167w)\
= / dw
B(a1,as) 0 I'(a; + a2)
a1—1 1— az—1
BRI
B(al, CLQ)
Zal—l(l o Z)a2_1
N B(ay,as)

y esta ultima es una beta.

(c) Debemos encontrar la inversa y luego la derivada, entonces

. z
y_l—z
y—yz==z
y=z+yz
oy
=7
14y
-1 _ Yy
9 (y) T+
g y)=
dy w) (1+y)?

Evaluamos todo en la formula

1 Yy
(1+yﬁjf<1+y>

B 1 1 y a1—1 , y az—1
~ (14y)?B(ay,a2) \1+y 1+y

1 1 y a1—1 1 az2—1
:B(al,ag) (1+y)2 (1+y> <1+y>

Ahora el recorrido, tenemos que w € (0, 1), entonces

fy==

j— O j—
==
.

Yy* 0

Luego, la fdp de Y* es

a1—1 az—1
1 1 y o\ 1
() = S . y>0
fr-) Bl(a1,az) (1+y)? <1+y> <1+y> Y




2. Sea X,Y variables aleatorias independientes, con X discreta.

(a) Derive una formula para encontrar la marginal de Z = X +Y
(b) Aplique la formula anterior cuando X ~ Bernoulli(p) y Y ~ N(1,0?)
(c) Aplique la formula anterior cuando X ~ Bin(n,p) y Y ~ Bin(m,p)

(a) Para esto vamos a recordar la marginalizacién. Recuerde que si tenemos la conjunta
P(X ==z,Y =y), y nos interesa la marginal de X, entonces

PX=z)=) P(X=uY =y)
y
Ahora vamos hacer algo similar, pero con P(X = z,Z = z). Entonces
P(Z=2)=) P(X=ux,7Z=2)
:ZP(X:x,X+Y:z)
:iP(X::L‘,Y:z—X)
:iP(Xz@Yzz—x)

=Y P(X =x2)P(Y =z—ux)
X
(b) En este caso Y es continua, y X es bernoulli, por lo que se tiene lo siguiente

1
P(Z=z= ZP(X =z)fy(z — x)
=0
=PX=0)fy(z=0)+P(X =1)fy(2— 1)

(-p) e mr
= —_ p € 20 p
V22

(c) En este caso ambas son discretas, entonces

Luego,
Z ~ Bin(m + n,p)

En el siguiente link puede ver la propiedad utilizada para calcular la suma.


https://en.wikipedia.org/wiki/Vandermonde%27s_identity

3. Sea (Y7,Y2) un vector aleatorio con funcién conjunta dada por

e sil0<y <y <o

0 e.o.c

My (i, y2) = {

b

(a) Encuentre la conjunta de (U,V) = (Y2/2,Y1 + 1)

(b)

(c) Obtenga la funcién generadora conjunta de X,Y y encuentre las fgm marginales
)

Obtenga las marginales de U, V'

(d) Propuesto Encuentre una expresién para P(Ys > 2|2 < Y] < Y3)

(e) Sea Uy, Us, ..., U, una muestra aleatoria. Calcule E (Z % + 1)
i=1

(a) Calculamos las inversas. Para Y3

u=1ys/2

Yo = 2u
para Y

v=y1 +1

yp=v-—1

Calculamos el jacobiano

0, e} o) 0
gi=|F o |ge-n g2 o 2|,

Ahora el recorrido. Para esto note que tenemos

0<uy1 <y
0<y2 <o

procedemos de la siguiente forma

0<wy1 <y2
l<yi+1<ys+1
l<v<22u+1

para u se tiene

0<y2 <o
Y2

0< =<
9 (0. @]

0<u<oo
La conjunta entonces es
fU,V(uvU) = 2fY17Y2 (U -1, 2“)
— 26—2u

Luego,

fov(u,v) = 272 l<v<22u+1l;u>0



(b) Como v va entre funciones y u entre valores numéricos, podemos obtener de forma directa la
marginal de U. Entonces

2u+1
fu(u) = / 2e" 2 dy
1

= 4ue 2

_ 22u2—1e—2u
I'(2)

Luego, U ~ Gamma(2,2). Para la marginal de V' hay que dar vuelta el intervalo, pues ten-
emos que v va entre funciones, y nos interesa que vaya en un intervalo numérico. El recorrido
original se encuentra en la figura

| | |

Figure 1: Recorrido conjunto 1

Para dar vuelta el intervalo necesitamos calcular las inversas.

v=1
se queda igual.
v=2u+1
v—1
u =
2

Graficando esto se obtiene la regién de la figura 2l Entonces

fv(v) = /u—l 2e~ 2y,
=
-1. e—l-(v—l)

Luego, V' ~ Shifted — Exponential(1,1)



Figure 2: Recorrido conjunto 2

MYI,Y2 (t, S) = E(etY1+SY2)

vz,
:/0 /O €y1+sy26_y2dy1dy2
> 1 v 4
:/0 e v2( —8)/0 eidy,
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Para obtener la fgm marginales solo debemos evaluar en 0 segtin la marginal que nos in-
terese. Entonces

MYl (t) = MYl,Yz (t’ 0)

1 1 1
_E(l—O—t_l—o)
1 1

t(1—1t) ¢

1-(1-1)

tt—1)
_t
t—1

Esta corresponde a la fgm de una exponencial de parametro 1. Luego,

Y1 ~ Exzp(1)




Para la fgm de Y3 es analogo

MY2 (3) = MY17Y2 (Oa S)

_1( 1 1)
Ct\l—-s—t 1-—3s

l—s—(1—-s—1)
t(l—s—1t)(1—2s)
t
tl—s—1t)(1—ys)
1
=P

:<1is)2

Esta ultima es la fgm de una Gamma, en particular

t=0

t=0

t=0

Yo ~ Gamma(2,1)




4. Propuesto: Sea X; ~ N(0,1) y Xy ~ X%y) independientes. Encuentre la fdp de

X1

\/XQ/V

5. Propuesto: Se dice que un vector aleatorio (X,Y’) es invariante bajo rotaciones si para alguna
rotacién O, y cualquier conjunto medible A C R? se cumple

Y:

P((X,Y) € ©A) = P((X,Y) € A)

En otras palabras si se le aplica una transformacién al vector (X,Y’), entonces la conjunta es la
b N(0,1). Muestre que si

[ cos(8) sin(6)
@_<—sin(0) cos(Q))

misma que antes. Sea X,Y

Entonces el vector (X,Y’) cumple la condicién mencionada anteriormente. Nota: es mas facil de lo
que parece y se pueden aplicar resultados vistos en clase.

6. Propuesto: Sea X ~ Exp(1l) independiente de Y7, ..., Y, £ Exzp(\/n?). Encuentre la fdp de

7. Propuesto: Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcién conjunta dada por

322
fxy(z,y) = (2 + y) Tto<zy<1}

) Calcule las marginales de X, Y
) Calcule el vector de medias y matriz de varianza covarianza
) ¢Son X,Y independientes?
(d) Calcule Cov(wX, (1 —w)Y)
) Calcule Var(2X —Y +1)
) Calcule la correlacién entre X,Y
) Calcule P(X > 1/2]Y > VX)
) Encuentre una expresién para P(Y > In(X +1/2) +1/2)
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