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1. Considere la siguiente funciéon de probabilidad conjunta

1/3, z=0,y=0
PX=z,Y=y)=11/3, z=1y=1
1/3, x=2,y=0

(a) Calcule la correlacién entre X,Y

(b)

(¢) (Que concluye en base a lo anterior?
)

(d) Calcule P(X =1|Y =1). (El valor obtenido tiene sentido?

;,Son XY independientes?

(a) Podemos hacer la siguiente tabla

XY[ o[ 1]X
0 |1/3] 0 |1/3

1 0 |1/3]1/3
2 /31 0 |1/3
Y |2/3|1/3
Ahora recordamos que
Cov(X,Y) E(XY)-E(X)E(Y)

P VarX)War)  Var(X)Var(Y)

Calculamos lo necesario

2 1

E(XY)=> > ayP(X =z,Y =y)
=0 y=0

2
=Y 2-0-P(X=2Y=0+z-1-P(X=2Y=1)

x=0
=0-0-P(X=0,Y=0)4+0-1-P(X=0,Y =0)4+1-0-P(X =1,Y =0)+

1-1-P(X=1,Y=1)42-0-P(X =2,Y =0)+2-1-P(X =2,Y = 1)
~1/3



E(Y)=0-P(Y =0)+1-P(Y =1)
~1/3

Reemplazamos en la covarianza
Cov(X,Y)=1/3-1-1/3=0
por lo que se tiene
p=0
(b) Si X,Y fueran independientes se debe cumplir que
PX=X,Y=y)=PX=x)P(Y=y), Vr,y

pero note que

P(X=0,Y=0)=PX=0)P(Y =0)
1_12
3 3 3
1/3#2/9
Luego, X, Y no son independientes.
(c) En resumen tentemos
p=0, XULY

Es decir, tenemos correlacién nula entre X, Y y ademés no son independientes. En base a
esto se puede concluir que en general correlacién 0 no implica independencia. Mas aun, inde-
pendencia si implica correlacion 0, pero el reciproco no es cierto.

(d)

P(X =1y =1) =

13
IRV
=1

Esto tiene sentido, pues si Y tomo el valor 1, entonces el tnico valor que puede tomar con
probabilidad 1 es el 1, en cualquier otro caso la probabilidad es 0.



2. Sea (X,Y)" un vector aleatorio con

= ey 1 2
fX7Y(xay) ln(2)e ) l’>0, <y<

Calcule Var(aX +Y + ¢), el vector de medias y la matriz de varianza-covarianza.

Para esto aplicamos propiedades y calculamos lo necesario

Var(aX +Y +c¢) =Var(aX +Y)
=Var(aX)+ Var(Y)+2Cov(aX,Y)
= a*Var(X) + Var(Y) + 2aCov(X,Y)

con Cov(X,Y) =E(XY) —E(X)E(Y). Ahora calculamos todo.

E(XY)—/IQ/OOOwy
1 2

1
~ n(2) /1 oW

e" Ydxdy

1
In(2)

3
~ In(16)
2 poo
E(Y?) :/ / y? e Ydxdy
1 Jo 7 In(2)
3
"~ In(4)
De acé se tiene que
3 1
Var(X) = 106 ~ Tn@?
Var(Y) = LA

Reemplazamos todo

3 1 3 !
@®Var(X) + Var(Y) + 2aCou(X,Y) = o’ (ln(16) ) [ln<4>12> ’ (l“<4> - Q)P



Por otra parte, el vector de medias y matriz de varianza covarianza ya esta lista, pues ya hemos
calculado todo lo necesario. Entonces

L 3 1_q_ 1 1
= @ , X = lflt(1_6) L [ln({l)} 5 12(4) lnl(?)
In(2) in(4) In(2) In(4) [in(2)]2

3. Sea X1, Xo, ..., X,, variables aleatorias con funcién densidad conjunta dada por

n
le,...,Xn (.731, ,wn) = )\ne_)\zi=1 ml, xT; > 0

(a) ;Son Xj,..., X, iid?
(b) Defina

Sp=>_ X
i=1

Encuentre la distribucién de S,

(c) Propuesto: Muestre que 2\S,, ~ X%Qn)

(a) Note que podemos escribir la conjunta de la siguiente manera

AN
e x, (1, 0y ) = A S

— \e~Mz1tT2t-tTn)

—AX XN\ e—)\azl—/\:cz—u-—)\xn

= Xe ML x \e M2 % X \e M
= fx; (w1) - fxo(w2) -+ fx,, (zn)

En particular X; ~ Exp()\). Luego, como la conjunta se puede factorizar son independientes,
y ademas como cada X; tienen la misma distribucién, se tiene que

X1, .o, X0 ™ Bap(N)

(b) Para esto vamos a usar funcién generadora de momentos. Recuerde que la fgm de una expo-
nencial \ esta dada por

A
Mx(t) = ——
x(t) = 10
y como cada X; tiene la misma distribucién, entonces tienen la misma fgm. Entonces
Mg, (t) = Mx, 4 x4+, (1)
— E(et(X1+X2+"'+Xn))
— E(etXl)E(eth) L. E(etXn)
= Mx, () Mx,(t) - - - Mx, (t)
A A A
CA—tA—t At

)

Esta ultima corresponde a la funcién generadora de momentos de una Gamma, por lo que

Sp ~ Gamma(n, \)



4. Muestre que si X, Y son independientes entonces
E[A(X)g(Y)] = E[A(X)]E[g(Y)]

Sin perdida de generalidad demostrémoslo en el caso continuo.

E[h(X // y) fxy(z,y)dydz

= / / h(x)g(y) fx () fy (y)dydz
(/h )fx( )(/9 )y (y dy)

= E[h(X)]E[g(Y)]
5. Sea X = (X1, X2, ..., X,)” un vector aleatorio con fgm conjunta dada por

Mx(t) = ot it "2—2tTt

contz(tl tn)T,,u:<,u ,u)Ty02>O.

(a) Encuentre las fgm marginales para cada X; y determine la distribucién de las mismas

(b) Defina las siguientes variables aleatorias

Encuentre la distribucién de Y y W
(c) Repita (b) pero ahora teniendo

Mx(t) = ot mtptTst
con p = (Ml ,un)T y X = diag(o?, ...,02)
(d) Propuesto: Considere X; ~ N(u;,0?). Encuentre la distribucién de T' = Z a; X; + b;, con
a; >0y b €R =
(a) Note que la funcién generadora de momentos se puede escribir de la siguiente manera
Mx(t) = etTu+"—22tTt
= Mx(t) = et Ftn)ut+ % (t2+ +t2)

Para obtener la fgm marginal de X;, entonces hay que evaluar en 0 para todo t diferente de
1, entonces

o2 /49 2
MX-(ti) = MX(t) — e(t1+---+tn)u+7(t1+...+tn)
1 t;=0,Vj#i

2
(Ot +0) et T (0487 ++--+0)
17 2
e,u,t + 5t

Esta ultima es la generadora de momentos de una normal, por lo que

X; ~ N(u,0?)



Mas aun, note que la fgm se puede factorizar de la forma

Mx (t) = Mx, (t1)Mx, (t2) - - - Mx, (tn)
por lo que los X; son independientes. Teniendo asi que
X; ¥ N(p,0?)
(b) Podemos usar funcién generadora de momentos. Entonces
My () = My (0
= (Mx,(1))"

02 2 n
— <e,ut+2t )

2
— en,utJrn% 2

n0'2
_ e(nﬂ)ﬂr%t2

Esta ultima es la fgm de una normal de pardmetros nu y no?, por lo que
n
Y =) X;~ N (np,no?)
i=1
El promedio funciona de manera similar.
My () = B(e 2 1)
= E(et/n(zyzl Xl))
=My x,(t/m)
(no?) 2
— e(nwt/nt=—=(t/n)

2
_ eut_t'_%ﬂ

Esta ultima es la fgm de una normal de pardmetros nu y no?, por lo que

(¢) Nuevamente podemos hacer lo mismo que antes, pero en este caso la funciéon generadora de
momentos queda de la siguiente manera

MX (t) — etTu—l—%tTEt

2 2
o
— etlul+"'+tnun+71tf+--~+"2" 2

para obtener la marginal hacemos lo mismo que antes, evaluamos en 0 en todos los valores de
tj a excepcién de t;. Entonces

My, () = ! 1307
02 cr2
— el tnpnt St 3
t;=0,Vj#i
o2 o2 o2
— Ottt 0+ 02 ot 24 2202
2

o
k3

. 2
— oHiti+ 313



Bajo el mismo argumento que antes, ahora se tiene
X~ N(IU’Z? 012)

Note que ahora los X; son independientes, pero no igualmente distribuidos. Para encontrar
la distribuciéon de Y y W procedemos mediante fgm.

My(t) ]E(ety)

— E(et(x1+X2+“'+Xn)

— E(eX1)E(eX2) - - E(e )
= My, (t)Mx,(t) - - - Mx, ()

f’% 2 f’% 2 op 2
= ettt 5t gpatt 5 | puntt
n no o2,
. 1
= et Zi:l “1+Zi:1 2t

Esta ultima es la fgm de una normal, en particular se tiene

n n
Y ~N (Z,ui,zg?)
i=1

=1

Para la fgm de W, note que

y por propiedades de la normal se tiene que

W~ N ln in 2
n;;u%nQZai

=1



