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1. Considere la siguiente distribucién de probabilidades del vector aleatorio (X,Y):

Y/X] 1] 2] 3
2 [0.1]02]01
4 [o01]02]03

Encuentre las distribuciones marginales de X y de Y
;,Son X e Y variables aleatorias independientes?
Calcule P(Y = 2X)

Calcule P(X > VY)

(a) Para esto es 1til hacer una tabla. Para obtener la marginal de X hay sumar en este caso ha-
cia abajo, mientras que para obtener la marginal de Y hay que sumar hacia el lado. Esto
queda de la siguiente forma

Y/X[1]2]3]Y

2 0.1]021]01]04
4 0.1]021]0.3]0.6
X 102]04]04
Entonces de aca tenemos
0.2, =
P(X =2) =404,
0.4, =
04, y=
PY =y)= {
67 y -



(b) Para esto debemos corroborar que P(X = z,Y = y) = P(X = z)P(Y = y), para todo z,y.
Pero, para evitar ir probando valor por valor podemos notar que

P(X=1,Y=2)=0.1
mientras que
P(X=1)P(Y =2)=0.2-0.4=0.08
mas aun

P(X=1Y=2)=P(X =1PY =2)
0.1 # 0.08

por lo que no son independientes.

P(Y=X)=P(Y =1)+P(Y =2)+ P(Y = 3)
=0+P(Y =2)+0
=0+04+0
=04

PX=Y-1)=P(X=2-1)+P(X=4-1)
— P(X =1)+ P(X = 3)
—0.2+0.4
—0.6

2. Muestre que si X, Y son independientes, entonces g(X), h(Y) también son independientes.

Seamos un tanto rigurosos. Para esto vamos a a usar la conjunta de P(g(X),h(Y)) y P(X,Y).

Luego, como se puede factorizar de la forma

Pg(x),h(v) (T, Y) = Dg(x) (@) Pr(yy (y)

se concluye que g(X),h(Y) son independientes.



3. Sea X,Y variables aleatorias con distribucién conjunta

1
P(X:m,Y:n):W, mZn

para m,n =1,2,....
(a) Encuentre la marginal de X
(b) Encuentre la marginal de YV
(c) Discuta sobre si X,Y son independientes o no
(a) Para esto se pude hacer un analogo al caso continuo, note que si
m>n; n=12 ..

entonces
1<n<m; m=1,2,..

de este modo podemos obtener las marginales de forma sencilla.

P(X:m>:i2m+1

Luego,

(b) La marginal de Y es directa

—_
—_

T ontl1—1)2
1
oo

(c) Note que el recorrido conjunto es
m>n

por lo que existe una dependencia entre las variables, pues si n = 1
m>1

sin=2



por lo que m depende del valor de n, concluyendo asi que X,Y no son independientes. Re-
cuerde ademas, que para que X,Y sean independientes, un requisito necesario, pero no sufi-
ciente, es que el recorrido de las v.a.s sea igual al producto cartesiano del recorrido conjunto,
en este caso

{1,2,..} x{1,2,...} #{m >n}

4. Sea (X,Y) un vector aleatorio con densidad conjunta dada por

Ixy(z,y) = \V o3¢ 210 <y <z)

con a > 0.

(a) Encuentre la marginal de Y
(b) Calcule P(Y < X NX >1)

(c) Con lo anterior muestre que

. fy (y;a) _
lim =0
a—0+ el/QGP(Y <XNX>1a)

(a) Note que lo entregado corresponde simplemente a

2 a2 )
fey(ey) =V gad® 0 Uy =e

0, e.o.c

Para obtener la marginal de Y hay que dar vuelta el intervalo, pues note que y va entre fun-
ciones, (entre 0y x2), y nos interesa que vaya en un intervalo numérico. El recorrido con-
junto se visualiza en la figura[I]

Figure 1: Recorrido conjunto 1

Lo que equivale a
O<y<a? x>0



Para dar vuelta el intervalo necesitamos calcular las inversas de todos las funciones involu-
cradas, en este caso tenemos

y=x
entonces

y=a’

z =y

T =1y

como y > 0, nos quedamos con el lado positivo. Ahora graficamos la inversa.

Figure 2: Recorrido conjunto 2

Lo que equivale a
Vy<ax<oo, y>0

Entonces ahora si podemos calcular la marginal de Y.

00 2 a2
fY(y) :/\/ﬂ \/ 7Ta36 2adx
2 oo 2
:\/—3/ e 2adx
a° J
\/—2 Vama [ L 54
= mwa (& a
ma3 vi V2rma
[ 2
= $V27TCLP(W>\/Q), WNN(O,Q)

(o)

fr(y) = 7&)%(1—@(*@)), y >0

Luego,

Vva



(b) Nos piden
P(Y <XNX>1)

Para esto podemos dibujar a que corresponde.

Figure 3: Regién de integracion

Entonces esto se calcula de la siguiente forma

o0 x 2 w2
P(Y<XOX>1)=/ / \| =3¢ 2dydx
1 Jo Vma
2 e 22
= \/—/ re 2adx
mad
— /= e td
a3a//2a B
— —1/2a
=1/ agae /

PY <XNX>1la) = \/T ~1/2a
oo =g 12

(c) Note que tenemos

Slﬂ

Entonces reemplazamos todo

. ;o) g Ve

] - a())

N

lim
1/2 1/2
a—0t el/20P(Y < X N X > 1; a) a0t el/2a /%ae 1/2a

= Vam lim, %



Note que

li =
aigl*‘ \/6 \/6
_ (1=®())
VO
_ (-1
Vo
_0
0
por lo que hay que aplicar L'Hopital. Pero antes podemos hacer el siguiente cambio de vari-

able

de modo que u — oo, entonces

V27 lim (1_CI)< a>> =27 lim u(l—@(u\/@))

a—0t \/6 U—00

S

Ahora si re ordenamos y aplacamos L’Hopital.

(1 - o (uﬁ))
1/u
= \/ﬂulggo u?yd(/yu)

1 2
— 3 2 (u\/@) /2
= \/27r\/§uhm U \/Te

Vor uh_g)lou (1 — & (u\/ﬂ)) =2 ull}rgo

™

u2

=V im

U—00 e
=0

5. Sea X,Y dos variables aleatorias. Muestre que

E(XY)| < \/EX2E(Y?)

F(t) = E(tX +Y]?)

Para esto consideremos la funcién

note que f(t) > 0 para todo t.
Ahora, si expandimos tenemos
f(6) =E(tX +Y]?)
= E(X?)t? + 2E(XY)t + E(Y?)
esto corresponde a una ecuacién cuadréatica. Mas aun, para que f(t) sea positiva se debe cumplir

que E(X?) > 0, y ademds no tiene raices en los reales, pues en caso contrario pasa a ser negativa.
Al no tener raices en los reales implica que una cuadratica debe cumplir que

A=0b—4ac<0



remplazando en nuestro caso tenemos
AE(XY)? —4E(X?)E(Y?) <0
E(XY)? < E(X?)E(Y?)
[E(XY)| < \/E(X2)E(Y?)

IN A

mostrando asi lo pedido.



