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1. Sea X una v.a discreta con fmp dada por
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(a) Muestre que Y = In(X) ~ Poisson(\)
(b) Calcule E(In(X)) y Var(in(X))
c¢) Encuentre P(In(X) = k|in(X) > 0)

)

a) Despejamos X

(
(

reemplazamos en la fmp de X
o= M\ln(e?)
py(y) = W
e AN
!
ahora para encontrar el recorrido de Y, debemos evaluar los valores de X en Y.
Y=In(1l)=0
Y =lin(e) =1
Y = In(e?) =2

teniendo asi que y = 0,1, 2, .... Finalmente, la fmp de Y es
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donde claramente el la fmp de una Poisson de parametro A.



(b) Note que In(X) es simplemente una variable aleatoria, llamémosla Y = In(X), pero ya en-
contramos la fmp de esta ultima, por lo que

E(In(X)) = E(Y)

del mismo modo

Var(in(X)) = Var(Y)
=A

recordar que si Z ~ Poisson(\), entonces E(Z) = Var(Z) = .

(c) Nuevamente recordar que In(X) es simplemente Y = In(X) ~ Poisson()), entonces

P(In(X)=knNnin(X) > 0)
P(in(X) > 0)
_P(Y =kNY >0)
P(Y >0)
P(Y = k)
1-P(Y <0)
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P(In(X) = k|ln(X) > 0) =

2. La velocidad de un gas noble a una temperatura determinada suele seguir una distribucién de
Maxwell-Boltzmann, la que es bastante recurrente en mecanica estadistica. Esta distribucién
adopta la siguiente forma

3
2 mxz
fx(z) = ;xQ <u£}> e 2T, x>0

donde m es la masa de la particula, k es la constante de Boltzmann y T es la temperatura ter-
modinamica.

(a) Calcule E(X™)
(b) Muestre que
2 Xt (n 3
Mx(t)=—=3 =TI'(=+2)(2a%)"/?
x(®) ﬁrnz;;n! <2+2)( @)
con a = /kT/m

(c) Calcule E(X) usando los dos resultados anteriores.
Hint: Si X ~ Gamma(a, ), entonces

BaIa—le—x,@

o) , >0

fx ()

con I'(z) la funciéon gammal


https://en.wikipedia.org/wiki/Gamma_function

(a) Note que m, k,T son constantes, por lo que vamos a escribir la densidad de la siguiente forma
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fx(z) = %%2 (@) e~ /T
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ahora calculamos lo pedido.
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Teniendo asi que

E(X™) = %(2&)”/% (Z + Z’)



(b) Para esto usamos la siguiente propiedad vista en clases

(e} n

Mx(t) = 3" —E(X")
n=0

reemplazamos con lo que tenemos

mostrando asi lo pedido.

(c¢) Usando la formula de los momentos, esto es ficil, pues

— (20 f/2r‘(2 2)

Por otro lado, para calcular la esperanza mediante la generadora de momentos debemos ex-
pandir un par de terminos y luego derivar respecto de ¢ para luego evaluar en t = 0.
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donde claramente los valores coinciden.



3. Si Z ~ N(p,0?), entonces

02,2
Mz(t) = e+ 2
Suponga que X,Y tienen las siguientes funciones generadoras de momentos
o Mx(t) = e2t+At?
. My(t) = e
i, Que puede afirmar sobre la distribucion de X y Y7

Recuerde que la funcién generadora de momentos es tinica, por lo que caracteriza completamente
a la distribuciéon. Teniendo esto en consideracion note que

My (t) = 215t
8t2
= 2t

Luego, se tiene que u = 2 y 0% = 8, y tiene la misma forma que la funcién generadora de momen-
tos que la normal, por lo que

X ~N(2,8)
Para Y funciona de manera similar
2
Mx(t) = Ot

en este caso se tiene p =0y 0% =1, por lo que

Y ~ N(0,1)
4. Sea X una v.a con fdp dada por
ell‘
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fx(z) = §(1+:c), si0<z<1
1e*("’”*l), siz>1
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(a) Verifique que fx(z) efectivamente es una fdp.
(b) Calcule E(X) y E(X])

(c) Calcule Mxp(t)

(d) Calcule Var(2X + 1) usando la funcién generadora de momentos
(e) Propuesto: Encuentre Fx(x)
(a)

Claramente es positiva en el recorrido, debemos corroborar que integre 1.
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My (1) = E(e"XH))
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(d)
Var(2X +1) =Var(2X)+0
= 22Var(X)
=4Var(X)

= 4[E(X?) — (E(X))?
Note que ya calculamos la funcién generadora de momentos, pues si b = 0 tenemos

1 2 — 2t + el (4t — 2) et

My () = Mx1o(t) = 3(1+1¢) + 9¢2 - 3(1—1t)

necesitamos el primer y segundo momento, entonces

B(X) = 5Mx(0)]
B 1 2(t —2+ef(2 -3t +2t%)  €l(t—2)
T\ 3(141)2 + 9t3 C3(1-1)2) |
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Note que nos queda 0/0, por lo que debemos tomar limite y aplicar L’Hopital

20t —2+ef(2-3t+2t2) 2 i 2t%et +elt — el + 1
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entonces

1 5 2 14
E(X)=—=+ —42-=—
K =—3+53+3=%

Procediendo de forma similar para E(X?) se llega finalmente a que

133 14\ 2
=4 (=
Var(2X + 1) < 1 (27) )

5. Sea X una v.a con fda dada por

0, six <1

1
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Fx(x) =
x(®) }, si2<z<3

2

1
1—56371, six >3

(a) (Que tipo de v.a es X7

(b) Calcule Var(3X)

(c) Calcule E(e®X)

(d) Propuesto: Calcule E(In(X —3)-I(X > 3))

Queda de tarea.



