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1. (a) Sea (92, F, P) un modelo de probabilidad. Considere

Q=(0,1)
F1=10,(0,1),(0,1/2),[2/3,1),[1/2,1),(0,2/3)}
JFa = {Q)a (Ov 1)’ (07 1/4)’ [1/47 1)}

;,Son Fi, Fo o—algebra de subconjuntos de F7?
Se deben corroborar las siguientes propiedades

i QeF
ii. SiAde F=AeF
iii. Si A, Ag,...e F= (JA e F

n=1
Vamos con F; = {0, (0,1),(0,1/2),[2/3,1),[1/2,1),(0,2/3)}.
i. Claramente 2 € F7, pues corresponde al segundo elemento.

11.

A=PeF = A°=Q v (Q€F)
A=(0,1/2) e Fi = A°=[1/2,1) v ([1/2,1)¢€ F)
A=[2/31)eF = A°=(0,2/3) v ((0,2/3) € F)

Se verifica la segunda propiedad
iii. Ahora podemos tomar A; = (0,1/2) y A2 = (2/3,1), y notar que

AU Ay = (0,1/2)U(2/3, 1) ¢JT"1

Luego, F1 no es una g—algebra de subconjunto de F.
Por otro lado, F3 si lo es, pues tiene la forma

{0,9, A, A°}



(b) Sea Q= (0,00), A=By f(x):(0,00) — [0,00). Defina la medida de probabilidad P como

AL
/f

Demuestre que P es efectivamente una medida de probabilidad.

Para esto debemos corroborar los tres axiomas de Kolmogorov.

. P(Q) =1
. | r@da
z)dx
] 1/9 f(x)
« P(B)>0

Claramente se cumple, pues estamos integrando funciones positivas.

n=1 n=1

Sea Aj, As, ... disjuntos dos a dos, entonces

/ f(z)dx
v
ijw+éj@w+éjww+m
) /ﬂmm
/f [ fla)de

/f /f )da /f

= P(A1) + P(A2) + P(A3) +

(U

n=1

= Z P(An)
n=1

= P (G An) = 3 P(A,)
n=1 n=1



2. Considere el siguiente experimento. Se dispone de dos dados. El dado A tiene 4 caras rojas y 2
blancas, mientras que el dado B tiene 2 caras rojas y 4 blancas. Se lanza una moneda honesta, y
si sale cara, el experimento continua sélo con el dado A, mientras que si sale sello, se continua sélo
con el dado B.

(a) Pruebe que la probabilidad de obtener cara roja en cualquier lanzamiento del dado es 1/2

Definamos los siguientes eventos

C = sale cara roja
H = sale cara en la moneda

H¢ = sale sello en la moneda

Anotemos los datos
e Dado A
— 4 caras rojas
— 2 caras blancas
e Dadp B
— 2 caras rojas
— 4 caras blancas
Note que P(H) = P(H¢) = 1/2. Se pide P(C), el dado a lanzar depende del resultado que

salga en la moneda, por lo que podemos usar probabilidad total condicionando segin lo que
salga en la moneda, entonces

P(C) = P(C|H)P(H) + P(C|H®)P(H®) (1)

Encontremos las probabilidades correspondientes.

« P(C|H)
Esto corresponde a la probabilidad de obtener cara roja en el dado A, pues sali6é cara en
la moneda, y hay 4 caras rojas en el dado A, entonces

P(C|H) = 4/6
. P(C|H®)

Esto corresponde a la probabilidad de obtener cara roja en el dado B, pues sali6 sello en
la moneda, y hay 2 caras rojas en el dado B, entonces

P(C|H®) =2/6
Finalmente reemplazamos en

P(C) = P(C|H)P(H) + P(C|H)P(H®)

_41 21
6 2 6 2
=1/2

Probando asi lo pedido.



(b) Suponga que se lanza el dado seleccionado n veces, independientemente. Si todos ellos resul-
taron en cara roja, jcual es la probabilidad de que el dado seleccionado haya sido el A?

Definamos los siguientes eventos

C; = sale cara roja en el dado en el i—esimo lanzamiento, i=1,2,....,n
H = sale el dado A (sale cara en la moneda)

H¢ = sale el dado B (sale sello en la moneda)

Nos piden
P(H‘Cnﬂ"-ﬂCQQCl)

pues queremos que en los n lanzamientos salga cara roja. Entonces

P(Cun---NCon Cy|H)P(H)
(Co--NCyNCLH)P(H) + P(Cp, M-+~ N Ca N Cy[HE)P(H®)

P(H’Cnﬂ---ﬂCQch)ZP

Encontremos las probabilidades correspondientes.

. P(Cnﬂ---ﬁCQch‘H)
Corresponde a que salga cara roja en n lanzamientos del dado A, pues este dado resultd
seleccionado. Hay 4 caras rojas, y como los lanzamientos son independientes, tenemos
que

P(Cnﬂ---ﬁCQQCﬂH)Z

4
6
(&)
. P(Cnﬂ---ﬁCQ ﬁCl\HC)
Corresponde a que salga cara roja en n lanzamientos del dado B, pues este dado resulto
seleccionado. Hay 2 caras rojas, y como los lanzamientos son independientes, tenemos

X
X
[N
X
| >

[N

que

P(Cnﬂ---ﬁCQQCﬂH)Z

DN

[0 )

I
N O N
X

Reemplazamos todo

P(Cyn---NCy N Cy|H)P(H)
(Co NN Con CLH)P(H) + P(Cp N+~ N Ca N C1[HO)P(H®)

O
(%)"-1/2+ (%)n-1/2

P(H|CyN---NCaNCh) =




(c) Si, como en (a), los primeros n lanzamientos del dado resultaron en cara roja, jcual es la
probabilidad de que el siguiente también resulte en cara roja?
Definamos los siguientes eventos
C; = sale cara roja en el dado, ¢=1,2,....n
H = sale el dado A (sale cara en la moneda)
H°¢ = sale el dado B (sale sello en la moneda)
Se pide
P(Dyp41|Dp,n---NDyN Dy)
Note que intuitivamente podriamos llegar y aplicar Bayes, peeero no es conveniente, vamos
hacer lo siguiente
P(Dypy1ND,N---NDyN Dy)
P(D,nN---NDyN Dy)
Esto ultimo se puede calcular condicionando segun el dado que salid, entonces
P(Dpiy1nNDyN---NDysNDy)=P(Dpy1ND,N---NDyNDy|H)P(H)+
P(Dpi1NDyN---NDyN Dy |H®)P(HS)

(§>n+1-1/2+-(2>n+1-1/2

P(D,N---NDyNDi|H)P(H)+
P(D,nN---NDaNDi|H®)P(H®)

(§>n-1/2+-(2>n-1/2

P(Dn+1ﬂDnﬂ”-ﬂDgﬂD1)
P(Dnﬁ-”ﬂDQﬂDl)

- (%)"H 1/2 4 (%)n+1 1/2
(&) 12+ (3) -1/2

AR

S 3(2n 4+ 1)

P(Dn+1|Dnﬂ-“ﬂD2ﬂD1) =

P(Dnﬂ“-ﬂDzﬂDl)

Reemplazamos todo

P(Dn+1|Dnﬂ-'-ﬂDgﬂD1) =

(d) Suponga que en (b), una persona decide lanzar el dado una gran cantidad de veces (n —7).
i, Que sucede con la probabilidad obtenida?
Si se lanza el dado una gran cantidad de veces, entonces n — oo, por lo que debemos tomar
el limite a al probabilidad.
2n
2n +1

P(H|C,n - NCoNCY) =

n

2n 41

lim P(H|C,N---NCeNCp) = lim
n—00 n—o0
=1

Luego, en el limite, la probabilidad de que el dado lanzado haya sido el A, dado que salio
rojo en una gran cantidad de lanzamientos del dado, es aproxidamamente 1.



3. Sea X una v.a con fda dada por

0, six < —1
(x4 1)2 .
si — 1 <
Fx(z) = 5 , si —1<z2<0
1 672 x %
5"‘7_ ﬁ’ 811'20,1,2,...
=0

(a) Calcule P(X <0), P(X=0), P(X=2)y P(-1< X <0)
Usando las propiedades vistas en clases tenemos

P(X <0)=Fx(07)
(0+1)2

_1+e*2 0 90 (0+1)2
20 2 &l 2
_1+e*2°2i 1
2 2 &l 2
_e”

2

P(X = 2) = Fx(2) - Fx(2")
1 e2&2 (1 e2 L2
—2+2§0a(2+22a

= 6_2

P(—1< X <0) = Fx(0) — Fx(~1)

_[P(X = 0) + Fy(0-)] - = ; D
=P(X =0)+ Fx(07)
e 2 (0+1)2
~ 2 T
= % (672 + 1)



[e.e] l_n
: . _ U
(b) Verifique que Jim Fx(z) =1 Hint: e = nz:% T Ve e R

Note que en el limite, la acumulada va a simplemente ser la parte discreta x = 0,1,2, ...,
entonces

En la figura se aprecia la fda.

F;['(-\')

L

Figure 1: Fx(x)



4.

(a)

Suponga que en un cierto curso, el profesor seleccionara 40 ejercicios del libro guia para la
12, de los cuales solamente 5 se evaluaran en la prueba. Un estudiante decide estudiar sola-
mente 25 ejercicios del total. ;Cual es la probabilidad de que en la prueba sepa resolver 4 de
las 5 preguntas?

Anotemos los datos.

o 40 ejercicios

e 25 son estudiados

e 15 no son estudiados

e 5 se eligen al azar
Primero note que esto corresponde a “extracciones” sin reemplazo y sin orden, pues los ejer-
cicios no se repiten ni en el libro ni en la prueba (por ej, no pueden haber 2 ejercicios iguales),
y ademas no importa el orden en que fueron estudiados.
Teniendo lo anterior en consideracién, nos interesa que 4 ejercicios caigan en el grupo de los
que fueron estudiados, y el otro ejercicio caiga dentro de los que no fueron estudiados. Esto
corresponde al modelo Hipergeometrico. Defina el evento

A = el estudiante sabe resolver 4 de los 5 ejercicios

(%)

= (0.2883704

entonces

Bajo el mismo contexto que antes, el estudiante decide resolver 7 pruebas de semestres ante-
riores del profesor. ;Cual es la probabilidad de que en 3 pruebas sepa resolver 4 de las pre-
guntas?

Note que la probabilidad de resolver 4 de las 5 preguntas es P(A) = 0.2883704. Nos interesa
que de las 7 pruebas, en 3 de ellas se cumpla lo pedido (7 ensayos y 3 éxitos), por lo que esto
corresponde al modelo binomial con p = 0.2883704. Defina el evento

B = El estudiante en 3 pruebas sabe resolver 4 de las preguntas, en un total de 7 pruebas

entonces

7
P(B) = (3) 0.2883704%(1 — 0.2883704)"*

= 0.2152465

Indicaciéon: 1 Asuma que todas las pruebas del profesor se basan en el procedimiento mencionado
en a) y que el estudiante las resuelve de forma independiente.

Indicacion 2: Intente asociar las preguntas a algiin modelo conocido.



