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1. Sea Q = {1,2,3,4} y F = {0,Q,{1},{2,3,4}}. {Es X(w) = 1 4+ w una variable aleatoria con
respecto de F7 En caso de que no, defina alguna funcién que si sea una variable aleatoria.

Para esto debemos corroborar que la imagen inversa de X (w) exista en F. Primero encontremos
X (w). Podemos hacer la siguiente tabla

w 1 2 3 4
X(w) |1+ 1 ] 142 | 143 | 1+4

Equivalentemente
w 11234
X(w)|2]3|4]5
Note que
x71(2) = {1}
X1(3) = {2)
X714 = {3}
X1(5) = {4}

Ahora debemos corroborar que estos elementos pertenezcan a la sigma algebra.
X2 ={1}eF

Pero note que
XT'3)={2 ¢ F

Luego, como la imagen inversa de un elemento no esta en F, se tiene que X (w) = 1 + w no es una
variable aleatoria con respecto de F.

Nota: Una propiedad de una variable aleatoria es que la inversa debe existir en la sigma algebra
considerada. En el ejercicio 2 y 3 se utilizan definiciones alternativas de v.a, pero equivalentes.



Podemos tomar la siguiente variable aleatoria

w 1
Xw)|-1|1]1|1

donde tenemos
X1 ={1}
X71(1)=1{2,3,4}
Claramente cada elemento esta en F.
2. Sea X una variable aleatoria real definida sobre (2, 4, P) y a,b € R.

(a) (Es aX + b una variable aleatoria sobre (€2, .A, P) ?

Una variable aleatoria es una funcién real valorada tal que
{we: X(w)<z}eA

para todo numero real x. Entonces debemos corroborar esto. En nuestro caso X (w) = aX (w)+
b, entonces

{we:aX(w)+b< a}
{we:aX(w) <z-—b}

{wEQ:X(w)Sw_b}

a
> {we: X(w)<z'}ecA

pero note que z* sigue siendo un numero real, pues a, b son constantes en los reales, y como
X es una v.a, se cumple la definicién, concluyendo asi que aX + b también es una variable
aleatoria en (92, A, P).

(b) (Es X? una variable aleatoria sobre (2, A4, P) ?
Para este caso vamos a utilizar una definicién equivalente de v.a. Esta es

{lwe: X(w)>z}e A

Ahora, que la v.a al estar al cuadrado, y x € R, debemos corroborar varios casos.

e <0
{weQ: X w) > —xz}
fw e Q:|X(w)| > vor}
pero esta ultima raiz no existe, por lo que
{weQ:|X(Ww)|>vV-a}=10

y recordamos que por definiciéon de sigma algebra el vacio debe estar en esta, por lo que
se cumple el primer caso.

= {we: X2 (w)<-z}=0c A



{we: X*w) >0}
fweQ:|Xw)] > 0)

{we: X(w)>0oweN: X(w) <0}
{we: X(w)>0}U{weN: X(w) <0}

w

w

Luego, como X (w) es una variable aleatoria, entonces estos dos conjuntos pertenecer a la
sigma algebra.

e >0
{weQ: X% (w) >z}
{weQ:|X(w)| >z}
{weQ: X(w)>vVzoweN: X(w) < —z}
{weQ: X(w)>VztU{weN: X(w) < —z}

Luego, como X (w) es una variable aleatoria, entonces estos dos conjuntos pertenecer a la
sigma algebra.

Finalmente, como X?(w) cumple todas las propiedades, se tiene que X? es una variable
aleatoria sobre (2, A, P)

3. Se lanza 3 veces, de manera independiente, una moneda sesgada con probabilidad 3/4 de dar cara.
Defina la variable aleatoria
X = Numero de sellos obtenidos

(a) Encuentre Q

Tenemos
Q={(s,s,5),(s,s8,¢),(s,¢,9),(c,s,9),(s,¢,¢),(c,s,¢),(c,c,s),(c,c,c)}

(b) Encuentre X (w) , Vw € Q
Note que nos interesan los sellos, entonces

w (s,s,8) (s,8,¢) (s,¢,8) (¢,8,8) (s,c,¢) (¢,8,¢) (c,¢,8) (¢,¢,c)
X(w) 3 2 2 2 1 1 1 0

De aca se tiene que el recorrido de la v.a es X = {0, 1,2, 3}.

(c) Encuentre Px({z})
Note que vamos a lanzar la moneda 3 veces, y de esta cantidad nos interesa que salgan 0 sel-
los, 1 sello, 2 sellos o 3 sellos. Recordando las ayudantias previas tenemos que esto corre-
sponde al modelo binomial. Primero note que

P(sello)) =1-3/4=1/4
P(cara) = 3/4

Px({0}) = P(X = 0) = ® (DO (i)g_o — 0.421875

3

Entonces



Pe({1}) = P(X =1) =

Px({3}) = P(X = 3) =

PAQD=HX=%=<$

(d) Dibuje FX

Para esto primero debemos encontrar F'x. Entonces

P(X <0) = P(X =0) = 0.421875

P(X <1)=P(X =1)+ P(X = 0) = 0.421875 + 0.421875 = 0.84375

P(X <2)=P(X =2)+ P(X =1) + P(X = 0) = 0.140625 + 0.421875 + 0.421875 = 0.984375
P(X<3)=P(X=3)+P(X=2)+P(X=1)+P(X=0)=1

Entonces la acumulada nos queda de la siguiente forma

0 z <0
0.421875 0<z <1
Fx(x) =10.84375 1<z <2
0.984375 2<z <3
1 T >3

Esto corresponde a

1.5

Fy(x)

0.5

-0.5




4. Una variable aleatoria X se dice que es absolutamente continua con densidad fx : R — [0, 00) si

= /ab fx(z)dz

para cualquier a,b € R.

(a) Muestre que /fo(x)dx =1

Para esto recordemos que Px(£2) = 1, entonces

/fX dﬂ?—/_oofx(x)daf

=t [ fx(@da
= lim Px((—n,n])

n—o0
= Px((=00,00])
= Px(R)
= Px(Q)
=1
(b) Muestre que Px({y}) = 0 para cualquier y € R

Note que convenientemente podemos expresar {y} de la siguiente forma

fjl [y - iy} = {y}

Ahora, podemos aplicar esto al ejercicio 1 b) de la ayudantia 2, pues

cly—=1/3y] Cly—1/2,y] C [y — 1,9

JEs)

n=1

=l Py 1/n.3)

teniendo entonces

Px({y})

27111330 fx( )dx
Z/ [x(z)dx
=0

(c) Encuentre una formula para Fx(y) en terminos de fx

Fx(y) = Px((—o0,y])
= lim Px((=n,y])

=,}£20/ fxle

:[M fx(x)dz



5. Dibuje la funcién de distribuciéon acumulada para los siguientes casos

1—e™, >0
(@FM@Z{
0 e.o.c
3 0 1 2 3
|
0, siy<0
1/8, si0<y<l
(b) Fy(y) =<1/2, sil<y<2
7/8, si2<y<3
1 siy>3
Fyy)
14 o
0—
D
, e . ,
1 o] 1 2 3




0, siz<O0
52
57 SlO<ZS1/2
1
Z_g . sil/2<z<1
1, siz>1
Fz(g)
0.5
-1 05 0

0.5
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