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Interrogacion 3: EYP1025-1027 Modelos Probabilisticos
Profesor: Reinaldo B. Arellano-Valle

Pregunta 1: Sean X e Y variables aleatorias con funciéon densidad conjunta dada por:

e sl 0<y<zxz<oo,

fX,Y(x> y) = {

0, en otro caso.

(a) Obtenga las densidades marginales de X e Y, y discuta si X e Y son independientes.

r>0=fx(z) = / e “dy=e" (y’g) =ze "
0

re ™, six >0,

= fx(z) = { = X ~ Gamma(2,1).

0, si no.

Similarmente,
y>0=fy(y) = / e Ydxr = —e"”‘;o =e .
Yy

b sy 0
© Sy =Y ~exp(l).

= fr(y) = {

(b) Obtenga la funcién generadora de momentos de X — Y.

0, si no.

Mx _y(t) = )

/ @Y= dydx
—t)z / “Wdydx
1
(—;e ty|0> dx
_ itz
( ¢ )dw
t
{/OO —(1-1) zdx /OO 6—(1—t)a;—t$dx}
0

/ (1-— t)e_(l_t)mdx—/ e “dx
—tJo 0
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=1 si 1-t>0 =1

=(1—-t) sit<le= X-Y ~exp(l).
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(c) Calcule la covarianza entre Yy X — Y.

Cou(Y, X -Y)=E{Y(X-Y)}-EY)E(X -Y)
=EYX)-EY*)-EY)EX -Y).

(E(Y) =[5 Jy ye “dydx

= Jo e (39°]) do

= %fooo r?e %dr = %1"(3) =1
E(Y?) = |77 [) y’e "dydx
() =9 =I5 e (5°f) de
=31 [ atede = 31(4) = 2;
E(YX)= [ [ yre *dydx
= Jo ze ® (39*[;) de

= 5 )y atemde = 5T(4) = 3;

0 — B(x —y) = Do)

— Cov(Y, X -Y)=EYX)-EY?*)-EY)E(X-Y)=3-2-1x1=0.

=(1- t)’2‘t:0 = 1 (también se puede usar (a))

(Recuerde que: [[° x* e dx = % Va, A > 0; T'(a) = (a«—1)! si « € N.)

Pregunta 2: Sean U = X +Y y V = X — Y, donde X e Y son variables aleatorias
independientes, cada una con distribucién N (u,0?) y funcién generadora de momentos:

M(t) = et+27* ¢ e R.
(a) Obtenga el vector de medias y la matriz de varianzas-covarianzas del vector Z = (U, V).
Primero note que E(X) = E(Y) = u, Var(X) = Var(Y) = 02 y Cov(X,Y) = 0 por

)
independencia. Ademas, E(X?) = E(Y?) = % + 1%, pues Var(Z) = E(Z*?) — E(Z)*? =
E(Z*) =Var(Z) + E(Z?).

C(BU)N _(EX+Y)\  (EX)+EBEY)\ (24
)= () = (ki ) = (i) 20) = (0):
Var(U) Cou(U,V
Var(Z) = (Cov(1</, z}) vagnd/))
Var(U) =Var(X +Y) =Var(X)+ Var(Y) +2Cov(X,Y)
=Var(X)+ Var(Y) =202,
Var(V)=Var(X =Y) =Var(X) + Var(Y) — 2Cov(X,Y)
=Var(X) + Var(Y) =207,
Cov(U,V) = B{(X +Y)(X - Y)} - B(X +Y)E(X - Y)
=E{(X+Y)(X-Y)}pues E(X-Y)=0
= B(X?-Y?) =E(X* - EY?) =0pues E(X*) =EY?) =0%+°

) , donde :



2
— Var(Z) = (28 222) = 20°1,.

(b) Encuentre la funcién generadora de momentos conjunta de U y V', es decir:

My (t,s) = E(e"").

MU,V(ta S) — E(etU-‘rsV)
— B(HX (XY
_ E(e (t+s) X +(t— s)Y)
= E()X)E(e"*)Y) por independencia

Mx(t + s)Mx(t — s)
— ohlt+s)+50% (t45)? ju(t—s)+50° (t—5)

ph(ts)tu(t—s)+50°(t+5)*+ 507 (t—s)?

_ 62,ut+ % (202)(t2452) )

(c) iSon U y V variables aleatorias indepedientes? Justifique!

My (s) = Myy(0,s) = 227 (<= V ~ N(0,20?))
= Myy(t,s) = My(t)My(s) V(t,s) <= U y V son independientes

(a) — {Mu<t> — My (1,0) = #3277 (s U ~ N(2p1,20%)

Pregunta 3: Suponga que el ancho (X) y el largo (V') de una placa rectangular son variables
aleatorias con funcién densidad conjunta dada por

8ry, si0<zr<y<l1

0, si no.

fxy(z,y) = {

(a) Calcule el ancho esperado y el largo esperado de la placa.

//83:ydyda:—/4x/2ydydx—/4m (y‘)dx—/élzv(l—m)dx
/4x2dx—/4x4dx———%——,
3 5 15
)

4
//Sxyzdxdy—/ 49/ / Qxdxdy—/ 4 ( 2‘)dy—/ 4y4dy_5

(b) Calcule el drea esperada de la placa.



E(XY)—/1/y8a:2 2dxd —/182 1:1:3|y d —§/1 5 _ 8 _4
= || 8*vdady = | 8y (32’ dy =73 | wPdy= {5 =35

(c) Calcule la esperanza y varianza del perimetro de la placa

(@ = BQ(X+Y)} =2 + W) =2 (1545 ) = 5.
Var{2(X + )} = B{A(X + Y)2} — B{2(X + Y)}2 = E{4(X + Y)?} — (;) " or (a),
donde:
B{4(X +Y)?*} = /01 /Oy 32(x + y)*rydzdy
=32 /0 1 /0 y(x?’y + 22%y% + xy®)dady = 32 /O 1 /0 y(x3y + 22%y? + zy®)dxdy
e T

4 4
— Var2(X +Y)} =g 5 =5
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