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Pregunta 1: Sean X e Y variables aleatorias con función densidad conjunta dada por:

fX,Y (x, y) =

{
e−x, si 0 < y < x <∞,
0, en otro caso.

(a) Obtenga las densidades marginales de X e Y , y discuta si X e Y son independientes.

x > 0 =⇒fX(x) =

∫ x

0

e−xdy = e−x
(
y
∣∣x
0

)
= xe−x.

=⇒ fX(x) =

{
xe−x, si x > 0,

0, si no.
=⇒ X ∼ Gamma(2, 1).

Similarmente,

y > 0 =⇒fY (y) =

∫ ∞
y

e−xdx = −e−x
∣∣∞
y

= e−y.

=⇒ fY (y) =

{
e−y, si y > 0,

0, si no.
=⇒ Y ∼ exp(1).

(b) Obtenga la función generadora de momentos de X − Y .

MX−Y (t) = E(et(X−Y )

=

∫ ∞
0

∫ x

0

et(x−ye−xdydx

=

∫ ∞
0

e−(1−t)x
∫ x

0

e−tydydx

=

∫ ∞
0

e−(1−t)x
(
−1

t
e−ty

∣∣x
0

)
dx

=

∫ ∞
0

e−(1−t)x
(

1− e−tx

t

)
dx

=
1

t

{∫ ∞
0

e−(1−t)xdx−
∫ ∞

0

e−(1−t)x−txdx

}

=
1

t


1

1− t

∫ ∞
0

(1− t)e−(1−t)xdx︸ ︷︷ ︸
=1 si 1−t>0

−
∫ ∞

0

e−xdx︸ ︷︷ ︸
=1


=

1

t

{
1

1− t
− 1

}
= (1− t)−1, si t < 1⇐⇒ X − Y ∼ exp(1).
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(c) Calcule la covarianza entre Y y X − Y .

Cov(Y,X − Y ) = E{Y (X − Y )} − E(Y )E(X − Y )

= E(Y X)− E(Y 2)− E(Y )E(X − Y ).

(a) =⇒



E(Y ) =
∫∞

0

∫ x
0
ye−xdydx

=
∫∞

0
e−x

(
1
2
y2
∣∣x
0

)
dx

= 1
2

∫∞
0
x2e−xdx = 1

2
Γ(3) = 1;

E(Y 2) =
∫∞

0

∫ x
0
y2e−xdydx

=
∫∞

0
e−x

(
1
3
y3
∣∣x
0

)
dx

= 1
3

∫∞
0
x3e−xdx = 1

3
Γ(4) = 2;

E(Y X) =
∫∞

0

∫ x
0
yxe−xdydx

=
∫∞

0
xe−x

(
1
2
y2
∣∣x
0

)
dx

= 1
2

∫∞
0
x3e−xdx = 1

2
Γ(4) = 3;

(b) =⇒ E(X − Y ) =
dMX−Y (t)

dt

∣∣
t=0

= (1− t)−2
∣∣
t=0

= 1 (también se puede usar (a))

=⇒ Cov(Y,X − Y ) = E(Y X)− E(Y 2)− E(Y )E(X − Y ) = 3− 2− 1× 1 = 0.

(Recuerde que:
∫∞

0
xα−1e−λxdx = Γ(α)

λα
∀α, λ > 0; Γ(α) = (α− 1)! si α ∈ N.)

Pregunta 2: Sean U = X + Y y V = X − Y , donde X e Y son variables aleatorias
independientes, cada una con distribución N(µ, σ2) y función generadora de momentos:

M(t) = eµt+
1
2
σ2t2 , t ∈ R.

(a) Obtenga el vector de medias y la matriz de varianzas-covarianzas del vector Z = (U, V )>.

Primero note que E(X) = E(Y ) = µ, V ar(X) = V ar(Y ) = σ2 y Cov(X, Y ) = 0 por
independencia. Además, E(X2) = E(Y 2) = σ2 + µ2, pues V ar(Z) = E(Z2) − E(Z)2 =⇒
E(Z2) = V ar(Z) + E(Z2).

E(Z) =

(
E(U)
E(V )

)
=

(
E(X + Y )
E(X − Y )

)
=

(
E(X) + E(Y )
E(X)− E(Y )

)
=

(
2µ
0

)
;

V ar(Z) =

(
V ar(U) Cov(U, V )
Cov(V, U) V ar(V )

)
, donde :

V ar(U) = V ar(X + Y ) = V ar(X) + V ar(Y ) + 2Cov(X, Y )

= V ar(X) + V ar(Y ) = 2σ2,

V ar(V ) = V ar(X − Y ) = V ar(X) + V ar(Y )− 2Cov(X, Y )

= V ar(X) + V ar(Y ) = 2σ2, ,

Cov(U, V ) = E{(X + Y )(X − Y )} − E(X + Y )E(X − Y )

= E{(X + Y )(X − Y )} pues E(X − Y ) = 0

= E(X2 − Y 2) = E(X2)− E(Y 2) = 0 pues E(X2) = E(Y 2) = σ2 + µ2
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=⇒ V ar(Z) =

(
2σ2 0
0 2σ2

)
= 2σ2I2.

(b) Encuentre la función generadora de momentos conjunta de U y V , es decir:

MU,V (t, s) = E(etU+sV ).

MU,V (t, s) = E(etU+sV )

= E(et(X+Y )+s(X−Y ))

= E(e(t+s)X+(t−s)Y )

= E(e(t+s)X)E(e(t−s)Y ) por independencia

= MX(t+ s)MX(t− s)
= eµ(t+s)+ 1

2
σ2(t+s)2eµ(t−s)+ 1

2
σ2(t−s)2

= eµ(t+s)+µ(t−s)+ 1
2
σ2(t+s)2+ 1

2
σ2(t−s)2

= e2µt+ 1
2

(2σ2)(t2+s2).

(c) ¿Son U y V variables aleatorias indepedientes? Justifique!

(a) =⇒

{
MU(t) = MU,V (t, 0) = e2µt+ 1

2
(2σ2)t2 (⇐⇒ U ∼ N(2µ, 2σ2))

MV (s) = MU,V (0, s) = e
1
2

(2σ2)s2 (⇐⇒ V ∼ N(0, 2σ2))

=⇒MU,V (t, s) = MU(t)MV (s) ∀(t, s)⇐⇒ U y V son independientes

Pregunta 3: Suponga que el ancho (X) y el largo (Y ) de una placa rectangular son variables
aleatorias con función densidad conjunta dada por

fX,Y (x, y) =

{
8xy, si 0 < x < y < 1

0, si no.

(a) Calcule el ancho esperado y el largo esperado de la placa.

E(X) =

∫ 1

0

∫ 1

x

8x2ydydx =

∫ 1

0

4x2

∫ 1

x

2ydydx =

∫ 1

0

4x2
(
y2
∣∣1
x

)
dx =

∫ 1

0

4x2(1− x2)dx

=

∫ 1

0

4x2dx−
∫ 1

0

4x4dx =
4

3
− 4

5
=

8

15
;

E(Y ) =

∫ 1

0

∫ y

0

8xy2dxdy =

∫ 1

0

4y2

∫ y

0

2xdxdy =

∫ 1

0

4y2
(
x2
∣∣y
0

)
dy =

∫ 1

0

4y4dy =
4

5
.

(b) Calcule el área esperada de la placa.
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E(XY ) =

∫ 1

0

∫ y

0

8x2y2dxdy =

∫ 1

0

8y2

(
1

3
x3
∣∣y
0

)
dy =

8

3

∫ 1

0

y5dy =
8

18
=

4

9
.

(c) Calcule la esperanza y varianza del peŕımetro de la placa

(a) =⇒ E{2(X + Y )} = 2{E(X) + E(Y )} = 2

(
8

15
+

4

5

)
=

8

3
,

V ar{2(X + Y )} = E{4(X + Y )2} − E{2(X + Y )}2 = E{4(X + Y )2} −
(

8

3

)2

por (a),

donde:

E{4(X + Y )2} =

∫ 1

0

∫ y

0

32(x+ y)2xydxdy

= 32

∫ 1

0

∫ y

0

(x3y + 2x2y2 + xy3)dxdy = 32

∫ 1

0

∫ y

0

(x3y + 2x2y2 + xy3)dxdy

= 32

∫ 1

0

(
1

4
+

2

3
+

1

2

)
y5dy =

32

6

(
1

4
+

2

3
+

1

2

)
=

68

9

=⇒ V ar{2(X + Y )} =
68

9
− 64

9
=

4

9
.
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