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Ayudant́ıa 8: Ejercicio 3

Sea X una variable aleatoria con distribución uniforme en (0, 1), esto es,

fX(x) =

{
1 x ∈ [0, 1]

0 x ̸∈ [0, 1]

Halle una función g tal que Y = g(X):

a) tenga una distribución Exp(λ).

Sol: En ayudant́ıa encontramos que g(x) = F−1
X (x) = − 1

λ ln(1− x).

b) tenga una distribución N(0, 1).

Sol: La FDA normal no tiene inversa, por lo que podemos usar el TLC. Tomemos X1, ..., Xn ∼ U(0, 1). Luego

g(X1, ..., Xn) =
X − µ

σ/
√
n

=

∑n
i=1 Xi − nµ√

nσ
∼

n→∞
N(0, 1)

Donde µ = 1/2 y σ =
√
1/12 son la media y desviación estándar de X ∼ U(0, 1).

Nota: Para ver la generación de distribución exponencial y normal en gráficos, apretar el siguiente link acá .

Ayudant́ıa 8: Ejercicio 5

Considere el amplificador no lineal cuya entrada X y salida Y son relacionados por su caracteŕıstica de transferencia

Y =

{ √
X , X > 0

−
√

|X| , X < 0

Halle la función densidad de Y si X ∼ N(0, 1).

Sol: Usaremos el teorema de transformación con particiones. Notemos que

g1 : y =
√
x → g−1

1 (y) = y2

g2 : y = −
√
|x| → g−1

2 (y) = −y2∣∣∣∣dg−1
i (y)

dy

∣∣∣∣ = 2y, i = 1, 2
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Luego

fY (y) = fX(g−1
1 (y))

∣∣∣∣dg−1
1 (y)

dy

∣∣∣∣+ fX(g−1
2 (y))

∣∣∣∣dg−1
2 (y)

dy

∣∣∣∣
= 2|y|[fX(y2) + fX(−y2)]

=
|y|√
2π

(
e−

1
2 (y

2)2 · 1[y < 0] + e−
1
2 (−y2)2 · 1[y ≥ 0]

)
=

|y|√
2π

(
e−

1
2y

4

· 1[y < 0] + e−
1
2y

4

· 1[y ≥ 0]
)

=
2|y|√
2π

e−
1
2y

4

, y ∈ R

Donde 1[A](x) es la función indicatriz, que vale 1 con x ∈ A, y 0 en otro caso.
Nota: Para ver la generación de la distribución en gráficos, apretar el siguiente link acá

Ayudant́ıa 9: Ejercicio 3

Sean X e Y variables aleatorias continuas con función densidad conjunta fX,Y (x, y) = α2e−αy, 0 ≤ x ≤ y, α > 0.
Calcule las densidades marginales de X e Y . ¿Son X e Y independientes?

Sol: Primero calculamos las marginales. Notar que los ĺımites de integración dependen de x e y:

fY (y) =

∫ y

0

α2e−αydx = α2ye−αy

fX(x) =

∫ ∞

x

α2e−αydy = α2 · e
−αy

−α

∣∣∣y=∞

y=x
= αe−αx

Luego vemos que fX,Y (x, y) ̸= fX(x)fY (y), por lo que no son independientes.

Ayudant́ıa 9: Ejercicio 4

Sean X,Y ∼ Geom(p) independientes. Sean

U = mı́n(X,Y ), y V = X − Y

a) Demuestre que U y V son independientes.
Sol: En ayudant́ıa encontramos que

fU,V (u, v) = p2(1− p)2u+|v|−2, u ∈ N, v ∈ Z

Podemos notar que se puede separar de la forma fU (u)fV (v), pero por formalidad encontremos las marginales:

fU (u) =

∞∑
v=−∞

p2(1− p)2u+|v|−2 fV (v) =

∞∑
u=1

p2(1− p)2u+|v|−2

= p2(1− p)2u−2
∞∑

v=−∞
(1− p)|v| = p2(1− p)|v|−2

∞∑
v=−∞

[(1− p)2]u

= p2(1− p)2u−2

[
2

∞∑
v=1

(1− p)v + 1

]
= p2(1− p)|v|−2 (1− p)2

1− (1− p)2

= p2(1− p)2u−2

[
2(1− p)

p
+ 1

]
= p2(1− p)|v|−2 (1− p)2

p(2− p)

= p(2− p)(1− p)2u−2 = p(1− p)|v|
1

(2− p)

Vemos que fU,V (u, v) = fU (u)fV (v), por lo que son independientes.
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b) Encuentre la distribución de Z = X/(X + Y ).

Sol: Primero veamos que los valores posibles de Z son fraciones del tipo z = r/s, con 0 < r < s. Tendremos que
x/(x+ y) = r/s, por lo que

x

x+ y
=

r

s

xs = xr + yr

x(s− r) = yr
x

y
=

r

s− r

Por lo que existen infinitos valores de x, y ∈ N que forman x/(x+y) = r/s. Tomamos entonces x = kr, y = k(s−r),
para k ∈ N.

P (Z = r/s) =

∞∑
k=1

P (X = kr, Y = k(s− r))

=

∞∑
k=1

P (X = kr)P (Y = k(s− r))

=

∞∑
k=1

p(1− p)kr−1p(1− p)k(s−r)−1

=
p2

(1− p)2

∞∑
i=1

[(1− p)s]k

= p2
(1− p)s−2

1− (1− p)s

c) Encuentre la distribución conjunta de X y X + Y .

Sol:

fX,X+Y (x, t) = P (X = x,X + Y = t)

= P (X = x, Y = t− x)

= P (X = x)P (Y = t− x)

= p(1− p)x−1p(1− p)t−x−1

= p2(1− p)t−2

Ayudant́ıa 10: Ejercicio 4

Suponga que X tiene distribución uniforme sobre el intervalo (−π, π). Definamos Y = cosX. Encuentre Cov(X,Y ).

Sol: Cov(X,Y ) = E(XY ) − E(X)E(Y ). Primero notemos que E(X) = 0, pues X ∼ U(−π, π). Luego, tomando
g(x) = x cos(x):

Cov(X,Y ) = E(XY )

= E(X cos(X))

= E(g(X))

=

∫ π

−π

g(x)fX(x)dx

=
1

2π

∫ π

−π

x cos(x)dx

= 0
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Donde en la última ĺınea usamos el hecho de que g(−x) = −x cos(−x) = −g(x) es una función impar, y su integral
en intervalos simétricos es 0.
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