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1. Sean X e Y variables aleatorias con densidad conjunta dada por

fX,Y (x, y) =


1
x e

−xe−y/x, si x ≥ 0, y ≥ 0,

0, si no.

a) Indique la densidad marginal de X y la densidad condicional de Y dado X = x.

b) Calcule E(Y ) y Var(Y ) usando las propiedades de la esperanza condicional.

c) Usando la transformación:

U =
Y

X
, V = X,

pruebe que U, V
iid∼ exp(1).

2. Sean X e Y variables aleatorias tales que Y | X = x ∼ Bin(x, p) y X ∼ Poisson(λ).

a) Calcule E(Y ) y Var(Y ) usando las propiedades de la esperanza condicional.

b) Calcule E(XY ) y Cov(X,Y ) usando las propiedades de la esperanza condicional.

c) Obtenga la distribución marginal de Y .

3. Sea Yn = máx{X1, . . . , Xn}, donde X1, . . . , Xn
iid∼ U(0, 1).

a) Calcule E(Yn) y Var(Yn).

b) Pruebe que Yn
P→ 1

c) Pruebe que n(1− Yn)
D→ Z ∼ exp(1).

Formulas:

1. Z ∼ U(a, b), (−∞ < a < b <∞) ⇐⇒ fZ(z) =

{
1
b−a , si a < z < b,

0, si no.

2. Z ∼ exp(λ), (λ > 0) ⇐⇒ fZ(z) =

{
λ e−λz, si z > 0,

0, si no.

3. Z ∼ Poisson(λ), (λ > 0) ⇐⇒ P(Z = z) =

{
λz e−λ

z!
, si z = 0, 1, 2, . . . ,

0, si no.

4. Z ∼ Bin(n, p), (n = 1, 2, . . . , 0 < p < 1)

⇐⇒ P(Z = z) =


(
n
z

)
pz(1− p)n−z, si z = 0, 1, 2, . . . , n,

0, si no.

Notas:

1) Todas las preguntas tienen el mismo puntaje.

2) Ud. deberá argumentar todos sus cálculos en cada pregunta para obtener el puntaje completo.

3) El examen dura 2:15 horas.


