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Ejercicios 6 y 7: EYP1027 Modelos Probabilisticos
Profesor: Reinaldo B. Arellano-Valle  Ayudante: Camilo I. Gonzalez

EJERCICIOS 6

Ejercicio 1: Sean Xi,..., X,,, n variables aleatorias independientes cada una con distribu-
cion Exp(A). Encuentre la fdp de conjunta de X1y = min{X;}7, y X(n) = max{X;}7,.

Ejercicio 2: Sea (X,Y) un vector aleatorio con fdp dada por:

e~ @t x>0,y >0,
fl,y) = {

0, en otro caso.

(a) Pruebe que X +Y y X/(X +Y) son variables aleatorias independientes.
(b) Sea V = (X +Y)/2. Encuentre la fdp de V.
(c) Encuentre la fgm de (X,Y) y el valor esperado de X?Y.

Ejercicio 3: Considere la siguiente distribuciéon de probabilidades del vector aleatorio

(X,Y):

y\e| 1| 213
2 10.1(0.2/0.1
4 10.110.2(0.3

(a) Encuentre la distribucién conjunta de X +Y y X — Y.

(c) Encuentre el vector de medias y la matriz de covarianza de (X,Y) yde (X +Y, X —Y).
(b) Encuentre la distribucién condicional de Y dado X = z, y obtenga la media y varianza
de esta distribucién para cada = tal que P(X = z) > 0.

Ejercicio 4: Sean X; y X, variables aleatorias independientes, cada una con distribucién
normal estandar. Sean Y; = X; e Y5 = X7 + Xs.

(a) Encuentre la distribucién conjunta de Y; e Y5.

(b) Muestre Y2 ~ N(0,2).

(c¢) Encuentre la distribucién condicional de X; dado X7 + X, = z.

Ejercicio 5: Sea (X,Y’) un vector aleatorio con fdp dada por:

Floy) = e 02, oo <y < o0
2m
(a) Obtenga la distribucién condicional de Y dado X = x. Son X e Y variables aleatorias
independientes ?
(b) Sea Z = X — Y. Encuentre la fgm de Z. Cudl es la distribucién de Z 7
(c) Use la fgm de (X,Y") para calcular el valor esperado de XY
(d) Encuentre la fgm conjunta de (X +Y, X —Y) y calcule Cov(X + Y, X —Y).
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Ejercicio 6: Sean X; y X, variables aleatorias discretas iid con funciéon de probabilidad:
p(1) =3/4yp(3) =1/4

(a) Encuentre la distribucién conjunta de X; y Xo.

(b) Encuentre la fgm de (X3, X5).

(c) Encuentre la distribucién y fgm conjunta de ¥; = (X} + X5)/2 e Yo = (X; — X3)?/2.

Ejercicio 7: Sea (Xj, X3) un vector aleatorio con fdp dada por:
f(ZEl,ZEQ) = 41‘1[)’22, 0<ay,29 < 1.

(b) Encuentre el vector de medias y la matriz de varianza-covarianza de (X7, X»).
(c) Sea Y1 = X;/X5 e Yo = X; X5, Encuentre la distribucién conjunta de Y7 e Y5.

Ejercicio 8: Sea (X,Y) un vector aleatorio con fdp dada por:

24223, O<x <1, y>2,

0, en otro caso.

fxy(z,y) = {

(a) Calcule P(X < 1/2]Y > 6)
(b) Encuentre la fdp condiconal de X e Y =6, y calcule P(X < 1/2|Y = 6)

EJERCICIOS 7

Ejercicio 1: Sean X; y X5 va con fdp conjunta dada por:

12

Ix1,.x, (21, 72) :{ 36

0, en otro caso.

1 =1,2,3; 2o =1,2,3,

(a) Encuentre la fdp conjunta de Y} = X1 X5 e Y5 = Xo.
(b) Encuentre la fdp marginal de Y.

Ejercicio 2: Si fxjy—y(z) = 32?/y*, para 0 < = < y, y fy(y) = by*, para 0 < y < 1,
encuentre P(X > 1/2).

Ejercicio 3: Sean XY, Z variables aleatorias con fdp conjunta dada por

Sryz, O<z<l, O0<y<l 0<z<l,

0, en otro caso.

fX,Y,Z<x7yJZ) = {

Alguien afirma que P(X < Y < Z) = 1/3. Pruebe o refute dicha afirmacién. Se puede
extender el resultado a n variables aleatorias iid f7 Discutal

Nota: el ejercicio se adapto debido a la aprequnta de un alumno en la clase del martes 5 de
Now.



Ejercicio 4: Suponga que X e Y tienen una fdp conjunta dada por:

1, O<z<]; 0<y<1,

0, en otro caso.

fxy(z,y) = {
Encuentre la fdp del producto Z = XY

Ejercicio 5: Sea (X,Y’) un vector aleatorio con fdp dada por:

daye= @) 2 >0, y >0,

fX,Y(iU, y) = {

0, en otro caso.
Encuentre la fdp de Z = vV X2 + Y2,

Ejercicio 6: Sean X, X, y X3 variables aleatorias independientes cada una con la misma

densidad,
S5t 0<z<l,
fx(z) = {

0, en otro caso.

(a) Encuentre el vector de medias y la matriz de varianza-covarianza de (X7, Xo, X3).
(b) Encuentre la fdp condicional de (X7, X3) dado X3 = z3.
(b) Encuentre la fdp y la funcién de distribucién de Y = max{ Xy, X5, X3}.

Ejercicio 7: Sean X; y X, variables aleatorias independientes con distribucién de Poisson
con parametros Ay y Ao, respectivamente. Encuentre la distribucién condicional X, dado
Xl + X2 = .

Ejercicio 8: Sea (X,Y) un vector aleatorio con fdp dada por:

e, 0<y<x<oo,

fxy(z,y) = {

0, en otro caso.
Encuentre i) P(X <2,Y > 1),1i) P(X >2Y) yiii)) P(X -Y >1).

Ejercicio 9: Sean X;, Xs,..., X,, variables aleatorias independientes cada una con distri-
bucién chicuadrado con un grado de libertad. Muestre que Y = Y7 | X; ~ x*(n). Aplique el
resultado al caso en que X; = Z? parai = 1,...,n, donde Z, ..., Z, son variables aleatorias
iid N(0,1).

Ejercicio 10: Sean X;, X, y Xj variables aleatorias independientes con varianzas o?, o3
y 0% respectivamente. Calcule el coeficiente de correlacion entre, X; — Xy v X5 + X3.



Ejercicio 11: Sea X un vector aleatorio n—dimensional con vector de medias 0 y matriz
de covarianza I,. Sea A una matriz cuadrada no singular de orden ne Y = AX + p.

(a) Encuentre el vector de medias y la matriz de covarianza de Y.

(b) Si X ~ N, (0,1,), encuentre la fgm de Y.

(¢) Si X ~ N,(0,1,), encuentre la fdp de Y.

(d) Si X ~ N,(0,I,)y AA" es una matriz diagonal, muestre que las componentes Y7, . .., Y,
del vector Y son variables aleatorias independientes y normamente distribuidas.

Ejercicio 12: Sean X, X, y X3 variables aleatorias no correlacionadas con medias 2, 1 y
4 y varianzas 9, 20 y 12, respectivamente.

(a) Encuentre la media y la varianza de Y; = X7 — 2X5 + 5X3.

(b) Encuentre la covarianza entre Y5 = X7 +5X5 y Y3 = 2Xy — X3+ 5.

(c) Suponga que la distribucién conjunta de X;, X5 y X3 es normal trivariada. Encuentre
la fgm y la fdp conjunta de (Y7, Y5,Y3), e indique las respectivas marginales. Finalmente,
estudie como obtener la distribucién condicional de Y3 dado (Y1, Y2) = (y1,y2).

Ejercicio 13: Considere una variable aleatoria Y ~ P(A), donde A es también una variable
aleatoria con distribucién I'(c, §). Calcule fyjy (Aly).

Ejercicio 14: Sean X e Y variables aleatorias reales definidas en un mismo espacio de
probabilidad, y h una funcién real valorada tal que h(X) sea una variable aleatoria. Si
E(h(Y)) existe, muestre que E(h(Y)) = E{E(h(Y))|X}
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