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Variables Aleatorias

Definicién informal

Cuando sélo interesa observar algunos aspectos numéricos de los
resultados del experimeto aleatorio, se debe trabajar con variables
aleatorias

Informalmente: Una variable aletoria es una funcién numérica (real
valorada) X definida sobre el espacio muestral 2:

X: O —R

w — X(w)

Es decir, X es una funcién que asigna a cada elemento w € €2 un niimero
r=Xw)eR

Nota: En muchos casos el recorrido (o rango) de X, X, es un
subconjunto propio de R, es decir, X : Q — X C R.
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Variables Aleatorias

Definicién formal

Formalmente, una variable aleatoria queda definida como sigue:
Definicién 1.1
Variable aleatoria: Dado un modelo de probabilidad (2, @, P), una

variable aleatoria es una funcién real valorada X sobre €2 tal que, para
todo numero real z, el conjunto {w € 2 : X (w) < z} pertenece a Q.

Las variables aleatorias son el principal insumo del analisis estadistico, es
decir, para inferir sobre aspectos (parametros) desconocidos de una
poblacién. Hay dos clases principales de variables aleatorias, discretas y
continuas, aunque en algunas situaciones también se presentan las
variables aleatorias mixtas.

Nota: Para cada z € R,
{weN: X(w) <2} ={weN: X(w) € (~o00,z]} = X ((~00,2])
es la imagen inversa de (—oo, x] bajo X
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Variables Aleatorias

Ejemplos

Ejemplo 1.1

Experimento: Lanzar una moneda (justa) n = 2 veces. Entonces,
Q= {(s,s)(s,¢),(c,9),(c,c)} con N(2) = 4. Si s6lo interesa el nimero
de caras, podemos definir la funcién X (w) = nimero de caras en w

0 siw={(s,s)

) 1 siw=(s,¢)

— X(w)= 1 siw=/(cs)
2 siw=/(c¢c)

— para cada w € Q, X(w) € X ={0,1,2} C R.

v

Nota: Una variable aleatoria puede asignarle el mismo niimero a diferentes
w € Q; lo importante es que todos los posibles w € ) esten representados
numéricamente.



Variables Aleatorias

Ejemplo 1.2

Experimento: Observar la altura (en pulgadas) una persona sleccionada
al azar. Sea X = altura de la persona. Entonces, X es una variable
aleatoria, con valores en (0, c0)

Ejemplo 1.3
Experimento: Lanzar un dado dos veces. Aqui,

Q={(,7):i,j=1,2,3,4,5,6}.

Sea A= P (), y sea X definida por X(w) =i+ j si w = (i,5) € Q;
entonces X es una variable aleatoria, ya que {w € Q: X(w) <z} € Q
Vo € R.




Variables Aleatorias

Ejemplo 1.4
Sea (€2, A, P) un espacio de probabilidad, con Q = {a,b,c} y
a={0,{a},{b,c},Q}. Sea X : Q — R definida por

X (w) 0, siw=a,
w) =
1, siw=b, c

Entonces, X es una variable aleatoria, ya que,

0, sixz <0,
{fweQ: X(w)<z}=q{a}, si0<z<l1,
Q, siz > 1.




Variables Aleatorias

Mientras que la funcién Y : 2 — R dada por,

Y (w) = {0, siw=0b,

1, siw=a, c,

no es una variable aleatoria, ya que, {w € Q: Y (w) <y} = {b} € Q, si
0 <y < 1. Note que si @1 = {0, {b},{a,c},Q} es la o—&lgebra sobre
considerada, entonces Y es una variable aleatoria.

Notacidén: Por convencién, las letras mayusculas X, Y, Z, ... representan
variables aletorias; mientras que las letras minusculas z, ¥, z, ... denotan
sus posibles valores.



Variables Aleatorias

Notas:

1) La condicién que {w € 2 : X (w) < z} pertenezca a ( (sea un evento)
para todo = € R asegura que siempre se puede evaluar su probabilidad
mediante la medida de probabilidad P sobre (2, @); es decir, se puede
calcular Pr(X < z) para cualquier x € R. Para esto, conviene escribir

{X <2} = {X € (—o0,a]} i= fw € Q: X(w) < ¢} = X {(—o0,a]}
para cada z € R, y de esta forma

Pr(X <z)=P{weQ: X(w)<z})=PX Y(-00,2]}) VzeR
En general, esta condicién asegura que

{XeB}={weQ:X(w)eB}=X"1B)eaq,
para cada subconjunto B (Borel-medible) de R, de modo que
Pr(X € B) = P{w € Q: X(w) € B}) = P(X"Y(B)) V B(boreliano) C R
pe;



Variables Aleatorias

2) Cuando el espacio de probabilidad es discreto, la condicién

{we: X(w) <z} € @Vx R se cumple automaticamente, ya que
todos los subconjuntos de €2 son eventos en A= P(£2).

3) La condicién {w € Q: X(w) <z} € A Vz € R nunca serd un
obstaculo importante, a menos que se intente construir funciones exdticas
en espacios de probabilidad continuos. De modo que podemos adoptar la
definicién informal de una variable aleatoria, es decir, considerar que una
variable aleatoria es cualquier funcién real valorada sobre los resultados de
un experimento aleatorio.

4) En algunos experimentos, cada resultado en si mismo es de interés
primario. Cuando €2 es una coleccién contable de niimeros reales, o un
intervalo de los reales, entonces la funcién identidad, X (w) = w, es una
variable aleatoria.
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Distribucién de probabilidad de una v.a.

La definicién de una variable aleatoria, induce automaticamente una nueva
medida de probabilidad sobre R, la cual asigna una probabilidad a cada
B € B, la o—algebra de Borel de subconjuntos de R.

Definicién 1.2
Distribucién de probabilidad: La distribucién de probabilidad de una

variable aleatoria X definida sobre un modelo de probabilidad (2, @,
P), se define como:

Px(B)=P({X € B})V B € B,

donde para cada B € B, {X € B} :={weQ: X(w)e B} =X"1B) ¢
( es la imagen inversa de B bajo X.

Nota: Por simplicida, P({X € B}) se escribe como P(X € B).
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Variables Aleatorias

Ejemplo 1.5

Experimento: Lazar una moneda justa tres veces. Sea X la variable
aleatoria que cuenta el nimero de caras obtenidas en los tres
lanzamientos. Una enumeracién completa de los valores de X para
cada punto en el espacio muestral es

w (s,8,8) (s,8,¢) (s,¢,8) (¢8,8) (s,c,¢) (¢,8,¢) (cc8) (cec0)

X (w) 0 1 1 1 2 2 2 3

Es decir, X : Q = {¢, s} — X = {0,1,2,3} y es tal que,

Px({z}) = P(X =2)
= PH{we{ces): X(w)=12))

— P{w}) = é Vi e X.
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Variables Aleatorias

Ademids, por la definicién de Py,

Px({0,1}) = P(X €{0,1})
= Pwe{es}?: X(w)=001})
=  P({(s,s,5),(s,8,0),(s,¢,8),(c,s,8)}) = %;
Px((=00,0]) = P(X € (-00,0])
= P({we{e s}’ X(w) € (—00,0]})
= Pl =g

etc.

Nota: En general, si 2 es discreto, entonces el recorrido X (o espacio
muestral) de X también es discreto.
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Variables Aleatorias

Teorema 1.1

Sea X una variable aleatoria definida sobre el espacio de probabilidad
(Q, @, P). La distribucién de probabilidad de la variable aleatoria X,

definida como,
Px(B)=P({X € B})VBehB,

es una medida de probabilidad sobre (R, B); es decir, (R, B, Px) es un
modelo de probabilidad (inducido por la variable aleatoria X)
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Variables Aleatorias

Demostracién 1.1
Se deben verificar los tres axiomas de una medida de probabilidad.

Al) Es claro que V B € B, Px(B) = P({X € B}) >0

A2) Px(R)=P{weQ: X(w)eR})=P(Q2)=1

A3) Sea Bj, Bs,--- una secuencia de eventos disjuntos en B (es decir
B; N Bj =0 VY i+# j.) Entonces,

Px (U2, B;) = P{X € U2, Bi})
P(UL (X € By))




Variables Aleatorias

Para cualquier variable aleatoria X, la evaluacién de Px puede restringirse
(s.p-g.) a los intervalos:

Xe(ab) = a<X<b
b)

X € [a, = a<X<b
Xefa,b = a<X<h
X €(a,b] = a<X <,

donde —o0o < a < b < 00, es decir, conocer Px para estos intervalos,
permite conocer Px para cualquier B € B. Por ejemplo,

Px((a,b]°) = 1—Px((a,b])=1—P(a< X <b),
Px((a,b]N(c,d]) = Px((c,b]))=Ple< X <D), sia<c<b<d.
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Variables Aleatorias

En realidad, basta conocer Px para una sola clase de estos intervalos; por
ejemplo para los intervalos de la forma (a,b], —o0 < a < b < oco. Esto se
debe a que esta clase genera la o-algebra de Borel B.

En otras palabras, la probabilidad de eventos de la forma {a < X < b},
—o0 < a < b < o0, determina completamente y de forma (nica la
probabilidad de eventos de la forma {a < X < b}, {a < X <b}y

{a < X < b}. Para demostrar esto, basta recordar que

> 1
{a<X <b} = U{a<X§b—}
n=1

{a <X <b} = {a—i<X§b}
n=1
{a <X <b} = ﬁ@{a—<X<b—;}
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Variables Aleatorias

En general, cada conjunto B € B puede generarse a partir de uniones y/o
intersecciones de secuencias (contables) de intervalos de la forma (ay,, by,).
Por otro lado, cabe observar que

{a<X<bl = {X<b}—{X<a}
— Pla<X<b) = P(X<b)—P(X<a).

Es decir, la probabilidad de {a < X < b} puede determinarse a partir de la
probabilidad de eventos de la forma

{X <z}, —co<z<o0

De este modo, para describir la distribucién de probabilidad de una
variable aleatoria X, basta conocer la funcidon
Fx(z) = P(X < z) = Px((—o0,x]) para cada x € R.
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Variables Aleatorias

Funcién de distribucién

Con cada variable aleatoria X, asociamos, entonces, una funcién llamada
funcién de distribucién acumulativa de X.

Definicion 1.3
Funcion de distribucion acumulada La funcion de distribucion

acumulada (o acumulativa) o fda de una variable aleatoria X, denotada
por Fx(x), se define por

Fx(z) = Px((—o0,z]) = P(X <z), paratodoz € R.
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Variables Aleatorias

Ejemplo 1.6

Considere el experimento de lanzar tres monedas justas y sea X =
nimero de caras observadas, del ejemplo anterior. La fda de X es

si —co<z<O0
sio<z<1
sil<z<?2
si2<x<3
sid3<ax< oo

Fx(x) =

= oo|~|—oolm O

La funcién escalera Fx(x) estd graficada en la Figura 1. Hay varios
puntos a tener en cuenta en la Figura 1. F'x se define para todos los
valores de x € R, no solo aquellos en X = {0, 1,2,3}. Asi, por ejemplo,

7
Fx(2.5) = Px(X <2.5) = Px(X =0,1,02) = .

Note que Fx tiene saltos en los valores de x € X' y el tamano del salto

en z es igual a Py (X = x). 10
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Fy(x)
1.000
75
.750
625
500
375
.250
.125¢

!

Figura 1: Fda Ejemplo 1.6. (Fuente: ?)
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Variables Aleatorias

Teorema 1.2

Sea X una variable aleatoria definida sobre (£, @, P). La fda Fx
satisface las siguientes propiedades,

F1 Siz <y, entonces Fx(z) < Fx(y)
F2 Cuando x — oo, entonces Fx(x) — 1, y cuando
r— —00,Fx(z) -0 (0< Fx(z)<1VzeR)
()

F3 Cuando h | 0, Fx(z + h) — Fx(z
derecha)

(Fx es no-decreciente)

(Fx es continua por la

Demostracién 1.2
F1 Siz <y, defina A ={w: X(w)<z}y B={w: X(w)<y}. Luego
se tiene que A C B, asi Px(X <z) = P(A) < P(B) = Px(X <vy),
y el resultado sigue. Es decir, Fx(x) es una funcién no decreciente
de x.

v
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Variables Aleatorias

F2 Sea A, = {w: X(w) < n}, entonces {A,} 1 ; o sea UY2 A4, = .
Luego,
lim Fx(z) = lim Fx(n)

T—00 n—oo

= lim Px(A;)

n—oo

= Px(UpZ14n)

=P(Q)=1.
de donde sigue la primera afirmacion. Similarmente, con
B, ={w: X(w) < —n} tenemos {B,} | @, de donde sigue la
segunda afirmacion.

F3 Sea A, = {w: 2z < X(w) <z + h}. Luego Ay, — @ cuando h | 0.

Ya que Px(Ap) = Fx(x + h) — Fx(x), el resultado sigue. Es decir,
Fx(x) es continua por la derecha.
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Nota 1.1

También se cumple la implicacién inversa. En efecto, puede
demostrarse que cualquier funcién F(x) que satisfaga las propiedades
F1, F2 y F3 del teorema anterior, es la fda de alguna variable aleatoria
X. O sea el teorema puede establecerse como: La funcién F(z) es una
fda si y solo si se cumplen las condiciones F1, F2, F3.

Corolario 1.1

Sea X una variable aleatoria definida sobre (2, @, P), Fx su fda y
a,b € R con a < b; entonces,

1 Fx(x )—h’mh_)m Fx(z —h) = Px(X < x).
2 Px(a< X <b)=Fx(b)— Fx(a™).

3 Py(a< X <b)=Fx(b~) — Fx(a").

4 Px(X =a) = Fx(a) — Fx(a™).
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