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Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

Convergencia en distribucion

Sea {Z,;n > 1} una secuencia de variables aleatorias definidas en un
determinado espacio de probabilidad, y sea Z cualquier variable aleatoria
cuya distribucién no depende de n.

Definicién 1.1
Se dice que Z,, converge en distribucién para Z si,

Fy (2)=P(Z,<z)— P(Z<z)=Fy(z), cuando n — oo,

para todo z donde Fz es continua (es decir, V z tal que P(Z = z) = 0).

Notacién: Z, > Z o Fy = Fy.

v

Nota: Similarmente, si Z, Z1, Z>, ... son vectores aleatorios de dimensién

p, entonces Z,, % Z ssi Himp o Fgz (z) = Fz(2) V z que sea punto de
continuidad de F'z7.



Convergencia Estocdstica y Teoremas Limites

Ejemplos

Ejemplo 1.1
1) Z, bz~ N(u,o0?) ssi

lfm an(z)zé(z_“>, VzeR.

n—oo o

2) Sea Z = 0 (variable aleatoria degenerada); es decir, P(Z =0) =1y
P(Z = z) = 0 para todo z # 6, de modo que la fda de Z esta dada por,

0, siz<¥6
F _ b} )
2(2) {1, siz>0.




Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

En este caso, se tiene que,
Z—>Z<:>P(Z 2) > P(Z<z) Vz#£806
<< P(Z,<z)—»0Vz<¥
-1 Vz>0.
Aplicacion: Sea {Z,;n <1} tal que P(Z,, =60)=1— % y
P(Z, =0+n% = 1. Entonces, Z, % Z: en efecto,

0, si z <6,
Fz,(2)=P(Zn<z)=S1-1 sio<z<0+n?
1, siz>0+n?
=>hmFZ():{O’ sz<¢9,
n—00 1, siz>¥0
= lim Fy (2)=Fz(z) Vz#6.

n—o0
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Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

3) Sea Z, = max{X;y,...,X,}, donde X1,..., X, id U(0,6). Entonces,
T, =n(0 — Z,) % T ~ exp(1/6).

Demostracion: Vimos que,

0, si z <0,
Fz,(z)=4(3)", si0<z<,
1, si z > 0.

Luego,

Fr,(t) = P(T, <t) = P(n(0 — Z,) <1)
=P(Z,>60—1t/n)
=1-P(Z,<0—t/n)
=1—Fy (0 —t/n).
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Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

Reemplazando F, (z) evaluada en z = 6 — L en esta tltima expresién, se
tiene que,

1, sifd—L <0&t>n0,
Fr,t)=q¢1—-(1-5)", si0<fd-L<fg=0<t<no,
0, sif—L>01<0.

0, sit <0,
1—(1—-L5)", sio<t<nd.
Por lo tanto,

0 sit<0
lim Fr (t) =<’ -
n—00 7.1 {1—6‘”0, si0<t< oo,

= Fr(t), donde T ~ exp(1/0).



Convergencia Estocdstica y Teoremas Limites

Teorema 1.1

Sea {Zyp;n > 1} una secuencia de variables aleatoria y Z una variable
aleatoria que no depende de n.

(a) Zyn 4 7 = lim, e My, (t) = Myz(t) para todo t en algin
intervalo que contega el 0 y donde las fgm’s existen.

(b) Z,, b 7 = lfmy o0 vz, (t) = pz(t) para todo t, donde ¢z, (t) es
la f.c. de Zp,, n> 1,y pz(t) esla f.c. de Z.

Demostracién 1.1
Omitida! (T. de H-B y T. de cont. de P-L; ver el libro de Barry James)

v

Nota: Si Z,Z,Z5, ... son vectores aleatorias p-dimensionales, entonces,
d d

Z, S5 Z<+<—=a'Z,5a'Z para todo a € RP.

(Ver Teorema de Cramer-World).



Convergencia Estocastica y Teoremas Limites
Ejemplos

Aplicaciéon: Para demostrar que Z, % 7 es suficiente probar que
Mgz, (t) = Mz(t) (o vz, (t) = pz(t)), cuando n — oo.

Ejemplo 1.2

1) Zp % Z ~ N(p, 02) <= limny_yo0 My, (t) = e"T27°7 ¥ ¢ € R.
2) Sea Z, ~ Bin(n,p,), donde np, = A > 0 para todon =1,2,....
Entonces, Z, 4 7~ P(N).

Demostracién: Como MZ( ) = eM¢' =D ¢ € R, basta con probar que
lim,, 0o Mz, (t) =€ Me'=1) v t € R. Por otro lado,

My, (1) = {14 palet — )} = {1 ¥ A(n_”} (b = A/)

t n
= lim My, (t) = lim {1—}—)\(61>} =MD yieR.
n

n—oo n—oo

Q




Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

3) Sea Z,, ~ P(n), n > 1; por ejemplo, Z, = Y " | X;, donde, para cada

n>1 X,...,X, ','SP() Entonces,
T —
T, = \/ﬁn LN T ~ N(0,1), cuando n — oo.

Note que E(Z,,) = Var(Z,,) = n, de modo que E(T},) =0y Var(7,) = 1.
Demostracion: La definicién de la fgm de T}, implica que,

Zn—n

My, (t)=E {et( Vi >} =WV My, (t/\/n), teR,

donde My, (s) = ™~ s € R, ya que Z, ~ P(n). Luego,

Mr, (t) = e—tVagn(e/Vi-1) _ etV

donde h(t/\/n) = eV —



Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

Una expansién de Taylor de segundo orden de em\m:t/\/ﬁ alrededor de 0
implica que,

ht/v/m) =1+ —— 4+ £ 10 em
Vi 2(vn)? 6 (vn)? Vin
12 1P e
T2 Temrt

donde 0 < £ < 1. Asi, multiplicando por n, se tiene que,

1t
nh(t/vm) = 51+ =

— My, (t) = e"MH/VR) e’/2. cuando n — oo,

1
5f—>2t, cuando n — oo

donde Mrp(t) = e!’/2 es la fgm de T ~ N(0,1).
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Convergencia Estocdstica y Teoremas Limites

Tarea: Si Z, ~ x2, n > 1, demuestre que (Z, — n)/v/2n % N(0, 1),
cuando n — co. Pruebe también que Z,,/n A 1, cuando n — oo.

Teorema 1.2

Si 7, % Z, entonces ¢(Zy,) 4 g(Z) para toda funcién continua g.

Demostracién 1.2
Omitida! (usa el T. de H-B y el T. de Cont. de P-L)
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Convergencia Estocdstica y Teoremas Limites

Ejemplos

Ejemplo 1.3

1) Si Z, = max{X;y,...,X,}, donde Xy,..., X, id U(0,6), vimos que

T, =n(0— Z,) 4T exp(1/60), cuando n — oc.
Entonces, por Teorema 1.2 se tiene que,

T, a T

9(T,) = 5T exp(l), cuando n — oco.

2) Si Z, LN N(u,0?), entonces, @ A % ~ N(0,1) y, por

2 2
_ d _
tanto, (@) — (@) ~ X2, cuando n — oc.
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Convergencia Estocdstica y Teoremas Limites
Teorema del limite central (TLC)

Teorema 1.3

Sea X1, Xo,... una secuencia de variables aleatorias iid con media
E(X1) = p y varianza 0 < Var(X;) = 02 < co. Entonces,

"X — X, —
7 :Zzzl { n,u,:\/ﬁ( n M)iZNN(O’l), cuando n — oo.

" ov/n o
Es decir,
lim P(Z,<z)=®(z), VzeR,
donde ®(z) = [7_ \/% exp{—t2/2}dt es la fda de Z ~ N(0,1).
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Convergencia Estocdstica y Teoremas Limites

Demostracién 1.3

Defina V; = (X; —p) Jo,i=1,2,..... La secuencia Y7,Ys, ... son
variables aleatorias iid con E(Y;) = 0y Var(Y;) = E(Y?) = 1. Sea

My, (t) la fgm comun de Y1,Ys, ..., la cual se supone que existe para
|t| < oh, algin h > 0. Vimos que si la fgm de una variable aleatoria Y;
existe en un intervalo que contiene el cero, entonces la expasion Taylor
de alrededor de cero produce que,

o 2 o0
k S S k S
My, (s) =1+ MP(0) Gl ZM§1>(0)E, (+)
t=1 T—~—""" k=3 ’

B(Y{)

resto=r(s)

va que M (0) = E(Y1) = 0y M2 (0) = E(Y2) = 1; y donde
r(s)/s? = 0 cuando s — 0 de acuerdo con el Teorema de Taylor.
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Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

Por otro lado, en términos de las variables estandarizadas Y7, ...

tenemos que,

Zn Zz IX_nlu’

o\v/n z::

Luego, la fgm de Z,, estd dada por,

Mz, (t) = My v,/ ym(t)
= Msy_y; (t/vn)
= {MY1 (t/\/ﬁ)}n

SRICORICOIEE
SEHEEIE
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Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

Finalmente, tomado limite cuando n — oo, se tiene que,

) ) 1 (¢ t "
i 2z 0= fi {1 (e ()]
= exp{1*/2),

ya que nr (t/y/n) = t*r (t//n) /(t/v/n)* = 0 cuando n — oo.

Nota: La demostraciéon presupone la existencia de la fgm de la secuencia
X1, Xa,... lo cual limita el alcance del TLC. Una demostracién similar
puede realizarse en base a la funcién carastaristica la cual siempre existe,
extendiendo la aplicacién del TLC a cualquier secuencias de variables
aleatorias iid con segundo momento finito.

Nota: Similarmente, si X1, Xo,... es una secuencia vectores aleatorios
p-dimensionales iid con p = E(X) y ¥ = Var(X) (finita), entonces
= d
Vn( X, — p) = Np(0,X).
16



Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

Aplicacion: Para "n lo suficientemente grande”, se tiene que,

\/E(Xn — :U')

g

~ N(0,1) o, equivalentemente, X, ~ N(u,0?/n);

es decir, para "n lo suficientemente grande”,

P (%, <) :P(\/E(Xn_“) - ﬁ(m—u))

o - o

:¢<M> Vazek

o
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Convergencia Estocdstica y Teoremas Limites

Ejemplo 1.4
1) Sea X1, Xo,... una secuencia de variables aleatorias iid Bern(p).
Note que E(X1) = p y Var(X;1) = p(1 — p) son ambos finitos. Ademds,

n .
en este caso, se debe notar que, ) ' | X; ~ Bin(n,p), n=1,2,..., es
una secuencia de variables aleatorias discretas.

Sin embargo, por el TLC se tiene que,

Z?:l X;—mnp _ \/E(Xn _p) i}N

(0,1) cuando n — co.
np(1l —p) p(1 =p)

18



Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

Es decir, para "n lo suficientemente grande” el TLC permite aproximar la
distribucién Bin(n,p) por una distribucién N (np, np(1 — p)), de modo
quesisi T, =Y | X; ~ Bin(n,p) y k1 < ko son enteros no negativos,

entonces,

N ko —np _ ki —np
P(k1<sn<k2)_q>< np(l—p)> (D( np(l—p))

Nota: Aplicando la denominada correccién por continuidad”, se tiene que,

ko + L ki — L —
Plky < T, < k)~ @ P2+ 5 = np _® M TP ‘
np(l —p) np(1 —p)

10



Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

Por ejemplo, si n =36 y p = 0.5, un calculo exacto da,
21

P(T, <21)=> ( 3k6 > (0.5)36 = 0.8785
k=0

La aproximacién sin la correccidn por continuidad”, da,
21 — 21—1
P(T,<2)~d | —— 2 ) -0 <8) — $(1) = 0.8413.
np(1 — p) 3
Si se aplica la correccidén por continuidad”, se tiene,
21.5 — 21.5 -1
P(T,<21)~a 22" ) _g (58> = $(1.17) = 0.879,
np(1l - p) 3
la cual es mucho mas cercana al valor exacto.

Nota: El resultado sobre la aproximacién de la binomial por una normal se
conoce como Aproximacién (o Teorema) de Demoivre-Laplace.

20



Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

2) Si X3, X, ... son variables aleatorias iid X% entonces,
n
L '
zimXimn 4 N(0,1), cuando n — oc.
V2n
Note que > 7" | X; ~ X2, con media n y varianza 2n, n = 1,2, ..., y para
"n lo sufcientemente grande”se tiene que, Y ;" | X; >~ N(n,2n).
3) Si Xy, Xs,... son variables aleatorias iid P(1), entonces,
n
v X, —
ZimXi=n 4 N(0,1), cuando n — .
vn
En este caso, > " ;| X; ~ P(n), con media y varianzan, n=1,2,...,y

para "n lo sufcientemente grande”se tiene que, > | X; ~ N(n,n).
etc.

21



Convergencia Estocdstica y Teoremas Limites

Otros teoremas limites importantes

Vimos que tanto la convergencia en media cuandrdtica como la
convergencia casi seguramente implican la convergencia en probabilildad.
El siguiente resultado establece que la convergencia en probabilidad
implica la convergencia en distribucién.

Teorema 1.4

si z,85z2—2z %2

Demostracién 1.4

Se vera més despues!

Teorema 1.5

Zn£>9<=>Zni>0.

29



Convergencia Estocdstica y Teoremas Limites

Demostracién 1.5

(=) Suponga que Z, £ . Entonces, por definicién de convergencia
en probabilidad, se tiene que,

Ve>0, 1= lim P(|Z, —0| <e¢)
= li)m PO —ec<Z,<0+¢)

= lim {P(Z, <0+¢)—P(Z, <0—¢)}
n—oo

= lim P(Z, <0+¢)— lim P(Z, <0 —¢),
n—oo n—oo

lo cual se ocurre si, y sélo si,

Ve>0, lim P(Z,<0+¢)=1y lim P(Z,<0—¢)=0.

n—oo

23



Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

Es decir, si, y sdlo si,

() lim P(Zy <) =] <0
n—00 1, siz>0,
:FZ(Z)¢ Vz#0,

donde Z = 0 con probabilidad 1. Por lo tanto, Z, L z=9.

24



Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

(«<=) Suponga, ahora, que Z, L z=9. Entonces, por la definicién de
convergencia en distribucién, debe tenerse que,

0, siz<¥,

lim Fy (z) = Fz(z) =
n—o0 Zn() Z() {1, siz >0,

para todo z # 6. Entonces,
lim P —e< Z,<0+¢)= lim P(Z,<0+¢)— lim P(Z,<0—¢)
n—00 n—00 n—oo

=1-0 (por (x)).

P
Por lo tanto, Z,, — 6.

Nota: La extensién del los Teoremas 1.4 y 1.5 al caso p-dimensional es
inmediata.

25



Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

Aplicaciéon: Para demostrar que Z, L 0, es suficiente probar que Z, 29
Ejemplo 1.5
Si gz, (t) = E(e*%n) — € cuando n — oo, entonces, por la parte (b)

del Teorema 1.1, se tiene que Z, 29 y, por lo tanto, el Teorema 1.5

implica que Z, 2o

Con este resultado, se puede discutir la demostracién de la LDGN sin tener
que suponer la existencia del segundo momento para la secuencia de
variables aleatorias X1, Xo,... iid con media finita . En efecto, la funcién
carasteristica de X,, = > I | X;/n es,

e, = toxi ey 2 {1 vind +om}

donde no(1/n) = o(1) — 0 cuando n — oo.
26



Convergencia Estocdstica y Teoremas Limites

La igualdad (*x) se debe al uso de una expansién de Taylor de primer
orden alrededor de cero para px, (t/n); es decir,

x, (t/n) = ¢x,(0) + ¢, (0)(t/n) + o(1/n), cuando n — oo,

donde ¢x, (0) = 1y ¢’y (0) = in. Asi, el resultado se obtiene al aplicar el

siguiente lema:
Lema 1.1
A 1 "
lim {1++0<>} = et
n—00 n n

27
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