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Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

Algunos modos de convergencia

El principal objetivo de este tépico, es estudiar el comportamiento
estocastico de una secuencia de variables (o vectores) aleatorias
{Zn;n > 1} cuando n — 0.

La secuencia Z,, puede estar asociada a un estadistico muestral o alguna
funcién de dicho estadistico que tenga algln interés inferencial, en cuyo
caso el subindice n representa el tamafio muestral.

A pesar que la nocién de un tamafio de muestra infinito es un concepto
tedrico, el sentido practico es obtener aproximaciones (tiles en el contexto
de muestras finitas, ya que generalmente las expresiones se simplifican en
el limite.



Convergencia Estocdstica y Teoremas Limites

Ejemplo 1.1

Sea Z, =Y ", X;, donde para cada n > 1, X;,...,X,, son variables
aleatorias iid Ber(p). Entonces, {Z,;n > 1} es una secuencia de
variables aleatorias tales que, para cada n > 1, Z,, ~ Bin(n,p).

En este caso, se puede demostrar, por ejemplo, que:

a) Ve>0, P(|%—p‘25)—>0, cuando n — oo;

by VzeR, P[22 <z) - ®(2), cuando n — oco.
np(1—p)




Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

La propiedad en a) implica que para "n lo suficientemente grande”, la
probabilidad de que 2= = X,, (media muestral) difiera de p = E(X})
(media poblacional) en una cantidad (positiva) arbitrariamente pequefia es
despreciable.

Mientras que la propiedad b) implica que para "n lo suficientemente

grande”, se tiene que, P <\/% < z) ~ ®(z), es decir, que la
Zn—np — \/E(Xn_p) d
/np(1-p) V/p(1-p) puede

aproximarse por la distribucién de una variable aleatoria Z ~ N(0, 1).

distribucién de la variable aleatoria
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La demostracién de a) se basa en el siguiente lema (ya enunciado):

Lema 1.1
Desigualdad de Chebyshev Si X es una variable aleatoria con segundo
momento finito y ¢ es una constante real arbitraria, entonces,

B{(X — o}

Ve>0, P(UX—¢>e)< =

En particular, si ¢ = p := E(X), entonces E{(X — ¢)?} = Var(X) := o
luego,

)

g




Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

Asi, si Z, ~ Bin(n,p), entonces E (£2) = py Var (%) = @, para
cada n > 1. Luego, para cada n > 1 y cada € > 0, se tiene que,

VA _
:>0§h'mP(np‘26)§hmp( 2p):0
n—00 n n—00 ne
— lim P<"—p'2€>:

n—o00 n

La propiedad en b) es una consecuencia del Teorema del Limite Central
(TLC) clasico, el cual serd enunciado mds tarde.



Convergencia Estocastica y Teoremas Limites
Convergencia en probabilidad

Sea {Z,;n > 1} una secuencia de variables aleatorias definidas en un
espacio de probabilidad (€2, @, P), y sea 6 una constante en R.

Definicién 1.1

Se dice que Z,, converge en probabilidad para 6 si,

Ve>0, P(|Z,—6]>¢)—0, cuando n — oo;
0, equivalentemente, si,

Ve>0, P(Z,—0<e)—1, cuando n — oc;

Notacién: Z, 56 o plimZ, = 6.

v

. - P
Nota: Si Z,, = T(X,...,X,) es un estadistico muestral tal que Z,, — 6,
se dice que Z,, es un estimador consistente del parametro poblacional 6.

7
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Notas:

1) De la definicién anterior, es claro que, Z, £> 0<— 7, —0 £> 0.

2) Si {Z,, :== 0,;n > 1}, es una secuencia no-aleatoria, y 6, — 6, cuando
n — 00, entonces 6, £> 6.

3) La convergencia en probabilidad de Z,, también puede ser para una
variable aleatoria Z, definida en el mismo espacio de probabilidad que la
secuencia {Z,;n > 1}, es decir:

Definicién 1.2

Se dice que Z,, converge en probabilidad para una variable aleatoria Z,
y se denota por Z, £ Z,ssi, Ly — Z Zo.

4)Si Z,Z,,Z>, ... son vectores aleatorios p-dimesionales definidos en en

el mismo espacio de probabilidad, entonces, Z, L Z ssi \Z, — Z| 5o,
donde ||z|| = V2T z es la norma usual en R?.
b



Convergencia Estocdstica y Teoremas Limites

Ejemplos

Ejemplo 1.2
Sea Z, ~ Bin(n,p), n > 1. Vimos que,

Zn,
Ve>0, P<—p’25)—>0, cuando n — oo.

n

Por lo tanto, % LY p.

Ya que % corresponde al promedio muestral X,, = % >, X, donde
X1,...,X, es una ma(n) de la distribucién Ber(p), entonces, se

= P .5 . .
concluye que X,, — p, es decir, X, es un estimador consistente de p.
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Ejemplo 1.3

Suponga que P(Z, =0) =1— % y P(Z, =0+n? = % para todo
n > 1. Entonces, Z, .

En efecto, del enunciado,

— %, siz=20,

, siz=60+n?

, si no.

O 3=

Luego,
Ve>0, P(|Z,—0|<e)=PO—c<Z,<0+¢)

1
=P(Zn=9)=1—ﬁ—>1, cuando n — oo.

v

10
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Ejemplo 1.4
Sea Z, = max{X1, ..., X,}, donde X1,...,X, "5 U(0,0) (8 > 0).
Entonces, Z, Lt 0, es decir, max{Xy,..., X, } es un estimador

consistente del parametro 6.

En efecto, sabemos que la fda marginal de los X;’s es,

six <0,
si0o<x<0,
six > 0.

F(x) =

— gor O

11
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Ademds, vimos que la fda Z,, = max{X;,..., X, } es,

Fz,(2) = {F(2)}"

0, si z <0,
=4q(3)", sio<z<o,
1, si z>0.

Ahora,

Ve>0, P(|Zn—9|<€):P(—€<Zn—9<€)
=P —-ec<Z,<0+¢)
=Fy (0+¢)—Fyz, (0 —¢) (Fyz, es continua),

donde Fz (0 +¢) =1, yaque § +¢ > 0 paratodoe >0y todof >0,y

12



Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

FZn(H_g) =

0, sif—e<0s=e>0,
( —%)n, si0<f—-—e<Ose<h.

Luego,

sie >0,
—(1—%)”, sie <4,

— 1 cuando n — oco.

1
Ve>0, P(|Z,—0|<¢e)= {1’

Por lo tanto, Z,, Ly}

13



Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

Convergencia en media cuadrdtica

Definicion 1.3
Una secuencia de variables aleatorias {Z,,;n > 1} converge en media
cuadratica (mc) para una constante 6 si,

E{(Z,—0)?} =0 cuando n — oo.

Notacién: Z, =5 60 o, equivalentemente, Z, —6 =5 0

Nota: Similarmente, se dice que Z, converge en media cuadratica para
una variable aleatoria Z (definida en el mismo espacio de probabilidad de
la secuencia {Z,;n > 1}), y se denota como Z,, 5 Z, ssi Z,, — Z 5 0.

14



Convergencia Estocdstica y Teoremas Limites

Teorema 1.1

Sea {Z,;n > 1} una secuencia de variables aleatorias. Si,

P
Zn f, entonces Z, — 6.

Es decir,

1fmy, 00 E{(Z, — 0)?} = 0, entonces,
lim, oo P(|Zn — 6| >¢)=0 Ve>0.

Demostracién 1.1
Usando el Lema 1.1 (desigualdad de Chebyschev), se tiene que,

E{(Z, — 0)?
Ves0, 0< P(|Zy—0]>¢e) < Sl =0}

5 — 0 cuando n — oo.
€

15




Convergencia Estocdstica y Teoremas Limites

Corolario 1.1
Si se cumple que, (a) lim, oo E(Z,) =0 y (b) lim,,_o Var(Z,) =0,
entonces 7, L.

Demostracién 1.2
Use que 0 < E{(Z, — 0)?} = Var(Z,) + {E(Z,) — 6}°.

Nota: La esperanza E{(Z, — 6)?} se llama error cuadratico medio de Z,
con respecto a 6, y la diferencia E(Z,,) — 0 se llama sesgo de Z,, con
respecto a 6.

16



Convergencia Estocdstica y Teoremas Limites

Ejemplos

Ejemplo 1.5
Sea Z, ~ Bin(n,p), n > 1. Entonces,

a) E(%£2) = p para todo n > 1 = lim, o E (2) = p,
n

Zn
n

(b) E(Z&) = @ para todon > 1 —=
lim,,_,~ Var (%) = lim,, @ =0.

Por lo tanto, % Lt p.

17



Convergencia Estocdstica y Teoremas Limites

Ejemplo 1.6

iid

Sea Z, = méx{Xy,...,X,}, donde X3,..., X,, ~ U(0,0) (6 > 0).

Entonces,
n—1 .
fa () = ()", si0<z<,
" 0, si no.

Luego,

18
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Asi, se tiene que,

n

lfm E(Z,) = lim

n—00 n—oon + 1

=0,

2
, 2\ , mn 2 . mn
nlgngOVar(Zn) = nl;ngo {n+29 <n+ 10) }

= lim 6% — lim <
n—oo N+ n—oo \ n 4+ 1
=0>2-60>2=0

P
Por lo tanto, Z,, — 6.

10




Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

Ejemplo 1.7

Caso donde el Teorema 1.1 (y por ende, el Corolario 1.1) falla:
Sea {Z,;n > 1} una secuencia de variables aleatorias tales que
P(Z,=0)=1-1y P(Z,=60+n? =1 para todo n > 1. Probamos

P
que, Z, — 0.
Pero, en este caso,

1 1
E{(Z, —0)*} =0 x <1>+n4x:n3%oo, cuando n — 0.
n n

Note, sin embargo, que,

1
— —0
Voo

1 1
E{|Zn—9\1/4}:0><<1—)+n1/2><: cuando n — oo.
n n

20



Convergencia Estocdstica y Teoremas Limites

El siguiente resultado entrega una extensién del Teorema 1.1:

Teorema 1.2

Sea {Z,;n > 1} una secuencia de variables aleatorias. Si, para algun
r > 0, se tiene que,

lim E{|Z, —0]"} =0, (%)
n—oo

P
entonces, Z,, — 0.

Demostracién 1.3
Use la desigualdad de Markov.

Nota: Si Z,, verifica (x), se dice que Z,, converge en media de orden r
para 0, y se denota por Z,, -3 0.

21
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El siguiente teorema establece que la media muestral X,, de una ma(n) es
un estimador consistente de la media poblacional i cuando esta es finita.

Teorema 1.3

Ley débil de los grandes nimeros (LDGN) Sea X, Xs,... una
secuencia de variables aleatorias iid, con E(|X1]) < oo. Entonces,

_ 1 p
X, = ;ZXZ- S p=E(X))
i=1 )
Nota: Similarmente, si X1, X5, ... es una secuencia de vectores aleatorios

p-dimensionales iid, con vector de medias p = E(X 1) finito, entonces,
- P
X, =137 X >

29



Convergencia Estocdstica y Teoremas Limites

Demostracién 1.4
Asuma que Var(X1) = o2 es finita. Entonces, Var(X,,) = ¢2/n, y la
desigualdad de Chebyshev implica que,

v 2
Ve>0, P(!X’n—u‘ZE)S%QXn):U—Q%O cuando n — oo.
€ ne

Por lo tanto, X, = b

La demostracidn sin suponer la existencia del segundo momento, se vera
posteriormente.

23



Convergencia Estocdstica y Teoremas Limites

Ejemplos

Ejemplo 1.8

1) Si X3, Xs,... son variables aleatorias iid Ber(p), entonces
> P

Xo=1Y" X, >p

2) Si X1, X2, ... son variables aleatorias iid U (0, ), entonces

> P

X,=13" X > 0/2

3) Si X1, Xo, ... son variables aleatorias iid exp(\), entonces

- P

Xo=1Y" X 5 1/A

4) Si X1, Xs, ... son variables aleatorias iid N (u,c?), entonces
L& P 1 ¢ 2 P9 2 2
SN XS u=EX) y - X? 5 +o0? = E(XD).
n 4 n-

=1 =1
etc.

24



Convergencia Estocdstica y Teoremas Limites

Teorema 1.4

Sea {Z,;n > 1} una secuencia de variables aleatorias tal que Z, L 0,y

sea g : R — R una funcién continua. Entonces, g(Z,) T g(60).

Demostracién 1.5

Como g es una funcién continua, entonces para todo € > 0, existe un
6 > 0 tal que:

|Zn - 0| <= |g(Zn) - g(e)l <e.
Es decir, para todo € > 0, existe un § > 0 tal que:

{12n — 0] <6} S {lg(Zn) —9(0)] <e}.

v

25
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Luego, para todo € > 0, existe un § > 0 tal que:

P(|Zn — 0] < 0) < P(lg(Zn) —g(0)] <€) <1
= 1= li)m P(|Z,—0|<9) < lim P(lg(Z,) —g(0)| <e) <1
= 1< lim P(lg(Z,) —g(0)| <e) < 1.

Por lo tanto, V € > 0, se tiene que, lim,,,o P(|9(Z,) —g(0)| <e) =1, lo
que prueba el resultado.

26
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Ejemplos

Ejemplo 1.9
1) Si Z,, ~ Bin(n, p), probamos que Z” =X, Lt p. Sea
g(z) = x(1 — ), la cual es una fancién continus para todo 0 < x < 1.

Entonces g(X,) = X,(1 — X,,) T p(1—p).

2) Si X1, Xo,... g exp(A), la LDGN implica que X LA 1/A. Entonces,
tomando g(x) = 1/, se tiene que g(X,) = 1/X, LS

3) Si Xy, Xo, ... id N(u,0?), entonces Xn — 1y, por lo tanto,
X:—

etc.

27



Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

Convergencia casi segura

Un modo de convergencia mds fuerte que (implica) la convergencia en la
probabilidad es la denominada convergencia casi segura.

Definicién 1.4
Una secuencia de variables aleatorias {Z,;n > 1} converge casi

seguramente (cs) para 6, que se denota como Z,, = 6, si,

Ve>o0, P(h’m |Xn—ey<e):1.
n—oo

Equivalentemente, Z, — 6 si,
P ({w €Q: lim Z,(w) = 0}) =1

n—oo

Nota: Similarmente, Z, =2 7 ssi Lp — 4 =0, donde Z es una variable
aleatoria definida en mismo espacio de probabilidad de la secuencia

Znin > 1}
{ ¥ -
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El siguiente teorema es una versién mas fuerte del Teorema 1.3 (LDGN)

Teorema 1.5

Ley fuerte de los grandes nimeros (LFGN) Sea X, X»,... una
secuencia de variables aleatorias iid, con E(|X;|) < co. Entonces,

= 22K S =)

Es decir, P ({w € Q: limy 00 Xp(w) = ,u}) =1

3\*—‘

v

Nota: Similarmente, si X1, X5, ... es una secuencia de vectores aleatorios
p-dimensionales iid, con vector de medias p = E(X 1) finito, entonces,

= _ 1 n . CcS

Xn=32iaXi—p

Nota: Z, = (Zin, ..., Zpm) | 25°Z = (Z1,...,2,)7 < Zip " 25° 7,
paratodoi=1,...,p.
20



Convergencia Estocdstica y Teoremas Limites

Teorema 1.6

Sea {Zp,;n > 1} una secuencia de variables aleatorias. Si,

P
Zn 3 6, entonces Z, — 6.

Demostracién 1.6

Vea, por ejemplo, el libro de Barry James.

30
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