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Distribucién de funciones de vectores aleatorios

Estadisticos de orden

Para n variables aleatorias X1, ..., X,,, todas ellas definidas sobre un
mismo espacio de probabilidad, defina

X(kz) = k — ésimo menor de X1,...,X,, = X(l) < X(Q) <..-< X(n)
Definicién 1.1

El vector aleatorio (X(1),..., X(y)) se llama estadistico de orden, donde
X(k) es el k-ésimo orden, y los ordenes extremos son

X(l):min{Xl,...,Xn} y X(n):méX{Xla-qun}-

Nota: recuerde que hay n! maneras de reordenar n valores x1, ..., T,.
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Distribucién de funciones de vectores aleatorios

Caso iid F'

A continuacién se estudia el caso en que X7, ..., X,, son variables
aleatorias iid con fda F', y con dfp f = F’ en el caso continuo.

Teorema 1.1

Sean X(1y = min{Xy,.

s Xn}y Xy = méax{Xy,..., X}, donde

X1,..., X, son variables aleatorias iid con fda F'. Entonces,

Fxo @ =1-(1-F@)" y Fx,, (@) =(F@)".

Si ademas, la fda F' es continua, entonces,

fX(1) (.23) =

fX(n) (.T) =

‘W =n(l-F(z)"" f(z),
dFx,, (z) n—
— I = (F@)" ! ().

&)




Distribucién de funciones de vectores aleatorios

Demostracién 1.1

Idea de la demostracion:

Fx ) (z) = P(Xq) < z)

= P(min{Xy,..., X} <z
=1— Pmin{Xy,...,X,,} > x)
=1-PX;>z,...,X, >2x)
=1—P(NiL{Xi > a})
=1- H:;l P(X; > z) (por independencia)

=1-JI_, (0 - P(Xi <))

:1-1‘[?:1(1—1?(93)) (X; ~ F Y i)
=1—-(1-F(x))".
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Distribucién de funciones de vectores aleatorios

Similarmente,

X1<33 X S.’E)
S {XG <$})

P(X; <z) (por independencia)

(X

= P(maX{Xl, L Xp) <o)
(
(N



Distribucién de funciones de vectores aleatorios

Ejemplos

Ejemplo 1.1

Sean X1,...,X, u U(0,80) (0 > 0); es decir,

0, six<O,
Flz) = % si0<z<0,
1, six>0,
1 .
(o) = 7 si0<zxz<0,
0, sino.




Distribucién de funciones de vectores aleatorios

Luego,
n (1 x)"_l i 0 0
- — = , st0<x <0,
fX(l)(x) =<0 0 _
0, si no,
n (:U)n—l )
— | = , si0<x<0,
Fx (@)= 010 .
0, si no.
Tarea:

1) En el ejemplo anterior, encuentre E(X(;)) y Var(X(;)) para j = 1,n.

2) Sean R, = X(5,) — X(1) y My, = (X() + X(1))/2 el rango y el punto
medio de la muestra, respectivamente. Determine el rango esperado y el
punto medio esperado. Qué necesita para estudiar la distribuciones
conjunta y marginales de R, y M,?
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Distribucién de funciones de vectores aleatorios
Ejemplo 1.2

Sean X1,..., X, u exp(1); es decir,

0 i 0
Pay=q, ., o0

1—e ™™, sixz >0,

e six >0,
o=fe

0, si no.

Entonces,

n(l— e_x)n_l e ™, siz >0,
fX(n) (z) = {

0, si no.




Distribucién de funciones de vectores aleatorios

En este caso, es claro que X(;) ~ exp(n), de modo que E(X(y)) =1/ny
Var(X(l)) = 1/n2.

Tarea:
1) Determine E(X(,,) y Var(X,).

2) Determine el rango esperado y el punto medio esperado en este caso.
Qué necesita para estudiar la distribuciones conjunta y marginales de R,, y
My?



Distribucién de funciones de vectores aleatorios

Teorema 1.2

id '
Sean X1,...,X, ~ F. Entonces, para k =1,...,n, se tiene que,

 T(n+1) F) n_
- F(k)r(nJrl—k)/o y -y (),
ya que,
: n m n—m F(n—i—l) 2o .
mz::l<m>z 4= :F(k)F(n+1—k)/o vy Ry

paratodo 0 < z<1yk=1,...,n.
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Distribucién de funciones de vectores aleatorios continuos

De (xx) se tiene que Fx, (z) = Fz(z), donde Z ~ Beta(k,n +1— k).

. . iid L.
En particular, si X1,...,X,, ~ U(0,1), entonces el k-ésimo menor se

distribuye como,

Xy ~ Beta(k,n+1—-k), k=1,...,n.

Demostracién 1.2

Defina,
Z(x) = exactamente m de los X;’s son < z.

Luego,
Z(z) ~ Bin(n,F(x)), con F(z)=P(X;<z)Vj
Ahora, use que

[X < 2} < {Z(2) > k} = Up_{Z(x) = m}.
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Distribuciéon de funciones de vectores aleatorios continuos

Es decir,

P(Xy < 0) = P(Z(2) > k) = P {Z(2) =m}) = Y P(Z(x) = m),

m=k

de donde se obtiene (). Para la demostracién de (xx), vea el libro de Gut,
pg 105.

En particular, si F' es una fda continua, entonces la fdp del k-ésimo menor
esta dada por,

Fr@ = e (F) ™ (L= F@)™ fo)

n+1
k
Note que fx, (z) = fz(F(z))f(z), donde Z ~ Beta(k,n+1—k).
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Distribucién de funciones de vectores aleatorios continuos

Teorema 1.3

SiXq,...,X, id F, entonces la distribucion conjunta de X1y y X(y)
esta dada por,

Fx )Xo (@ y) = Fx, (y) — P(Xq) > 2, X(n) < y)

_ {(F(y))“ —(F(y)~ F(x))", siz<y,
(F(y)", sz

En particular, si F' es continua, entonces X (1) y X(;,) tienen fdp
conjunta dada por,

fX(l),X(n)(l‘,y)

_ {n<n S (Fy) - F@)" f@)f (), siz<y,
0,

si no.
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Distribucién de funciones de vectores aleatorios continuos

Demostracién 1.3

Para cualquier par de variables aleatorias X e Y con fda conjunta
Fxy, se tiene que

PX<z,Y <y)+P(X >2Y <y)=PY <Y).
v —_——
Fxy(z,y) Fy (y)

Luego,
Fxy(z,y) = Fy(y) - P(X >2,Y <y).

Sean X = X(1) e Y = X, el méximo y el minimo, respectivamente.
Entonces,

Fx )X (@:9) = Fx,, (y) = P(X@) > 2, X(n) <),
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Distribucién de funciones de vectores aleatorios

donde Fx,, (v) = (F(y))" v
P(Xqy>x, X <y)=Plz<X;<y, prai=1,...,n)
=P(Nis{zr < X; <y})
= H7—1 P(x < X; <y) (por independencia)

_ {(F(y)—F(x))”, siz <y,

0, si no,

de donde sigue el primer resultado. En el caso continuo, el resultado para
la fdp conjunta se obtiene derivando la fda conjunta.
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Distribucién de funciones de vectores aleatorios

A partir de estos resultados, también se pueden obtener las distribuciones
conjunta y marginales de las variables aleatorias

Xm) + X

Por ejemplo, para el caso continuo se tiene que,

IR, (2)

_ {n<n —1) [%, (F(z +y) — F(2))" 7 f(z +y)f(x)dy, siz>0,
0,

si no.
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Distribucién de funciones de vectores aleatorios

Ejemplo 1.3

SiXi,...,Xn i exp(1), entonces

fX(l),X(n) (‘T7 y)

B {n(n —1)(e® — e_y)n_z e e, sil<z<y<oo,

0, si no.

0, si no,

nn—1) [ (e —e V)" PtV Tdy  §i0 <z < oo,
o) = { b
{ne”z, si0 <z < oo,

0, si no.

=R, = X(n) - X(I) ~ exp(n).
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Distribucién de funciones de vectores aleatorios
Ejercicios

1) Obtenga la distribucién del rango muestral R,, = X(,,) — X(y) cuando
X1,..., X, B U(0,1)

2) Sean Y1 = X1y e Vi = X(;) — X(j—1) para i = 2,...,n. Asumiendo que
Xq,..., X, g exp(1), determine la distribucién conjunta de Y7,....Y,,, y
discuta si estas variables son independientes.

iid -
3) Paran =2, con X1, X, ~ Geom(p), pruebe que el rango y el minimo
son independientes. Compare con la misma situacién en el caso exp(1).

4) Sean Xj,..., X, variables aleatorias continuas iid con fdp f. Pruebe
que,

IX 1y X oy (Y15 - - -

n!H?:lf(yi), siyr <yo < ...< Yn,
7yn) - .
O) SI no.
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