EYP 1027 Métodos Probabilisticos
Clase 16

Profesor: Reinaldo B. Arellano-Valle

Departamento de Estadistica
Pontificia Universidad Catdlica de Chile

Segundo Semestre 2020

(Departamento de Estadistica UC) EYP1027 1/33



Contenido |

@ Distribucién de funciones de vectores aleatorios continuos
@ Caso biunivoco
@ Ejemplos
@ Ejemplo: Convolucién continua
@ Caso no-biunivoco
@ Ejemplos importantes

© Transformacién de variables aleatorias independientes
@ Ejemplos



Distribuciéon de funciones de vectores aleatorios continuos

Suponga que (X1,...,X,,) es un vector aleatorio continuo, y considere
una transformacién (Y1,...,Y,) = (g1( X1, ..., Xn), -+, gn (X1, ..., X))
de modo que (Y7,...,Y,) también sea un vector aleatorio continuo.

Si fx ()= fx,,..x.(21,...,2,) es la fdp de (X1,..., X)), suponga que
se desea determinar la fdp fy-(y) = fvi,..v, (Y1, ..., yn) de (Y1,...,Y3).

Sea X = {x ¢ R": fx(x) > 0} el soporte de (Xy,...,X,). Escribiendo
y =g¢g(y), donde g = (g1, ..., 9n), entonces el recorrido de (Y1,...,Y})
queda determinado por,

Y={yeR":y=g(x) para algin z € XY} C R".

Suponga que X C R™ e Y C R"™ son regiones abiertas, y que se distinguen
dos casos seglin si la transformacién g : X — ) establece o no una
correspondencia biunivoca (biyeccién) entre X y ).
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Distribuciéon de funciones de vectores aleatorios continuos

Caso biunivoco
Suponga que g : X — Y C R"” es una biyeccién entre X y ), donde
G(@1s ey 0) = (1@ sy g1, T)) = (Y1, Y.
Entonces, existe una funcidn inversa h = g_1 en ), donde
Tl = hl(ylv"wyn))"'ul‘n - hn(y177yn)

Suponga también que existen las derivadas

Oxi _ Ohi(yr, ..., yn)
dy; Ay;

y que ellas sean continuas en ).



Distribucién de funciones de vectores aleatorios continuos

Defina el Jacobiano (de la transformacion) J como el determinante:

Oz, Om
oy1 OYn
J=det| oo ,

Oz, Ozn

oy1 Oyn
el cual es una funcién de (y1,...,yn). Suponga, finalmente, que J # 0
para todo (y1,...,Yn) € V.
Teorema 1.1
Sobre las condiciones dadas arriba, la fdp conjunta de Y7,...,Y,, es,

i Yu (Y15 -2 Yn)

|J|fX1,...,Xn(h1(y17 s 7yn)7 .. '7hn(y17 tee 7yn))7 si (yl; e 7yn) € y?
st (Y1, Yn) ¢ V-
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Distribuciéon de funciones de vectores aleatorios continuos

Idea de la demostracién: Sea h(B) = g~!(B) = {z : g(x) € B}, B C R™.
Entonces,

_ /BfX(h(y))U\dy (x € h(B) — y = g() € B),

de acuerdo con la formula para cambio de variables en integrales miiltiples.



Distribuciéon de funciones de vectores aleatorios continuos

El resultado se obtiene al aplicar el siguiente lema:

Lema: Sea Y un vector aleatoria continuo de dimensién n. Si para cada
B C R",

Py (B) = P(Y € B) = /B f(y)dy,

entonces f(y) = fy (y), es decir, la fdp de Y.



Distribucién de funciones de vectores aleatorios continuos

Formalizacién para n = 2:

Teorema 1.2

Sea (X1, X1) un vector aleatorio continuo con fdp conjunta f(x1,x5)- Sean,
X = {(z1,22) : f(x,,x,)(@1,22) > 0} C R?. Suponga que,
i) y1 =g1(z1,22) e y2 = g2(z1,22) definen una transformacién uno a uno de X en
YV ={W1,v2) : y1 = q1(x1,22), y2 = g2(x1,22) para algin (z1,z2) € Y} C R%

ii) Las derivadas parciales de la trasnformacién inversa 1 = hi(y1,y2) y 2 = h2(y1,y2)
son continuas sobre ).

iii) El jacobiano de la transformacién

dx1 Oz
9y1 Oy2
J = det es # 0 para (y1,y2) € V.
dzy Oz
9y1 dy2

Entonces la fdp conjunta de Y7 = g1 (X1, X2) y Y2 = g2(X1, X2), estd dada por,

W fxy xo (ha(y1,92), ha(y1,y2), si(y1,92) €,
friva(u:92) {0, si (y1,92) € V.




Distribuciéon de funciones de vectores aleatorios continuos
Ejemplos

Por ejemplo, para n = 2, la transformacion,
Y1 =1 + 22 — g1(v1,72) = 71 + 72
Yo = o1 — T2 — g2(v1,72) = 71 — T2
es uno-a-uno sobre todo R2. La transformacién inversa es,
z1 = (g1 +92)/2 — hi(z,22) = (41 +y2)/2
zy = (y1 —¥2)/2 — ha(z1,22) = (11 — ¥2)/2,
y el Jacobiano de la transformacion es,
s=cet(rion oo ) =9 12 L ) =1
= |J| = +1/2. Asi,

iy (Y1, 92) = {;fxl’)@((yl +y2)/2, (Y1 —y2)/2), si (y1,92) €,

0, eoc.
a



Distribuciéon de funciones de vectores aleatorios continuos

Aplicaciones:
1) Sean X1, X, i exp(1), es decir,

e Tle ™2 sixy >0, 20 >0,
le,X2(x17x2) = fX1 ($1)fX2($2) = {

0, eoc.
Queremos la fdp de (Y1,Y2) = (X1 + X2, X7 — X2). Note que
x1,T2 > 0= y; = x1 + x2 > 0. Luego,

_yity2 _Y1—-Y2
2 2

%e , s y1;y2 >0, y15y2 >0,

0, eoc,

Iy (1, y2) = {

fde, siye > yn, ye < —wr, y1 >0,
B 0, eoc,
_ %eizﬂ? Si |92’ <y, Y1 > 07
B 0, eoc.
[0}



Distribuciéon de funciones de vectores aleatorios continuos
2) Sean X1, X» i U(0,1), es decir,
1, si0<z1<1,0<22 <1,

0, eoc.

fx1x2 (w1, 2) = fx, (21) fx, (22) = {

Entonces, la fdp de (Yl,YQ) = (Xl + X9, X4 — Xg) €s,

1 H Yy1+y2 Y1—yY2
1ot o] gty o
i yva(y1,y2) = {2 2 2

0, eoc,

3,08 —yp <y <2-y,0<y <1,
= —(2—y1) <y <y, 1 <y1 <2,
0, eoc.

Tarea: En 1) y 2), bosqueje los recorridos X' e ), y determine las
distribuciones marginales de Y7 e Y5.
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Distribucion de funciones de vectores aleatorios continuos
3) Sean X3, Xo g N(0,1), es decir, con fdp's marginales

Ix: (@) = fxy(2) = d(a) = (2m) e 2 2 eR,
y fdp conjunta,

Fx1 (11, 22) = d(m1)d(w2) = (2m) e~ @2 () 29) € R

Entonces,

Yi= Xi+ Xo ~ N(0,2),  frily) = \}qb (yl) mER,

27 \V2
Yg:Xl—XQNN(O,2), fYQ(yg)_\}ﬁ(Zﬁ <\y/2§), yQE]R.

Bosqueje los recorridos en este caso. Obtenga la fdp conjunta de Y7 e Ys.
Son Y; e Y5 variables aleatorias independientes? Justifique.
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Distribucién de funciones de vectores aleatorios continuos

Ejemplo: Convolucién continua

Ejemplo 1.1

Sean X7 e Xy variables aleatorias continuas independientes. Se desea la
fdp de X7 + Xo.

Paso 1: Sean Y7 = X + Xy (variable de interés) e Yo = Xy (variable
auxiliar arbitraria). Entonces, y1 = g1(x1,22) =21 + 22 €

y2 = g1(x1, x2) = x2, con inversos x1 = h1(y1,%2) =y1 — Y2 ¥

z2 = h2(y1,y2) = y2. Luego,

J— 8x1/8y1 8:131/83;2 . 1 -1 —1
- 81’2/8y1 61’2/81}2 o 0 1 o

Iiye W1, y2) = fxx. (v — 2, 92) = fx (Y1 — y2) fxo (y2)-
Paso 2: fyvi (Y1) = [ (.01 —ywmrexy 30 (U1 = 2) fxo (y2)dy.
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Distribuciéon de funciones de vectores aleatorios continuos

Por ejemplo, si Y = X7 + X5, donde X1, X, iid exp()), entonces

N Ne Myv—2t2)qy  siy >0,
friv) = {O, eoc,
Nye ™ siy >0,
0, eoc,
es decir, Y = X + Xy ~ Gama(2, \)

Extension: Si X; ~ Gama(a;, A), i =1,...,n son va's independientes,
entonces Y = > | X; ~ Gama (3| oy, \).
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Distribuciéon de funciones de vectores aleatorios continuos

Caso no-biunivoco

En muchos casos donde g : X — ) no es uno-a-uno, también podemos
determinar la distribucién de Y = g(X) mediante el método del jacobiano
descrito anteriormente.

Para hacer esto, es suficiente que g = (g1, ..., 9n) Sea uno-a-uno cuando
se restringe a cada una de k regiones (abiertas) disjuntas cuya unién
contenga el valor de X con probabilidad 1.

A continuacidn, se ilustra el procedimiento en el caso bivariado.
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Distribuciéon de funciones de vectores aleatorios continuos

Considere el caso bivariado con n = 2; la extensién para n > 2 es similar.

Si la transformacién no es uno-a-uno, sea { By, By, ..., Bx} una particién
de X = {(:Bl,l‘g) : le’XQ(xl,J;Q) > O}

Suponga que:
a) El conjunto By (posiblemente vacio) satisface P ((X1, X2) € By) = 0.

b) Para cada i =1,...,k, la transformacién

(y1,92) = (g1(z1,22), g2(1, 22)),

es uno-a-uno desde B; sobre ).

Entonces, para cada ¢ = 1,..., k, se existe la transformacién inversa desde
Y a B;; denote la i—ésima transformacién inversa por,

(713, 72:) = (h1i(y1,92), hai(y1,92)) i=1,...,k.
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Distribuciéon de funciones de vectores aleatorios continuos

Sea J; el jacobiano calculado desde la i—ésima inversa, es decir,

Ox1;  O0%14

[5] 0 .

Ji = det 8:%211 871,‘1221 s 1 = 1,...,k.
oy Oy2

Suponga, fialmente, que estos jacobianos no son cero en ).

Entonces, bajo las condiciones anteriores, la fdp de (Y7, Y2) esta dada por,
fyiya(y1,92)

_ Z§=1 |Ji| fx1,x0 (h1i(y1,y2), hoi(y1,y2)),  si (y1,y2) € Y,
07 Si (y17y2) ¢ Y.
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Distribucién de funciones de vectores aleatorios continuos

Ejemplo 1.2
Sean X1, Xo KN (0,1). Considere la transformacién
X1
Yi=— Yo = | Xa|.
1=, ¥ 2 | X2l

Esta es una transformacién desde X = R? a

Y ={(y1,92) : y2 > 0} C R? que no es uno-a-uno, ya que los puntos
(x1,22) y (—x1, —x2) de X son ambos mapeado en el mismo punto
(y1,y2) de V.

Pero si nos restringimos a los valores positivos o negativos de xs,
entonces la transformacion restringida es uno-a-uno en cada caso.
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Distribuciéon de funciones de vectores aleatorios continuos

Sean By = {($1,$2) T = 0}, B; = {(xl,wg) 1T > 0} y
By = {(331,332) T < 0}

Entonces, By, B1 y B, forman una particién de X = R? tal que
a) P((X1,X2) € By) =P(X2=0)=0

b) ¥ = {(y1,y2) : y2 > 0} es la imagen tanto de B; como de B> bajo la
transformacion (g1(x1,z2), g2(x1, x2)) = (x1/22, |22|).
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Distribuciéon de funciones de vectores aleatorios continuos

Ademds, las transformaciones inversas de ) a By e ) a By estan dadas por
hi:Y = By = z11 = hiui(y1,92) = y1y2, 21 = ha1(y1,y2) = y2,
hy:Y = Br = w12 = hi2(y1,52) = —y1y2, T2z = hoa(y1, y2) = —12.

Note que el primer inverso produce valores positivos de x5 mientras que el
segundo inverso da valores negativos de 5.

Note también que los jacobianos de las dos transformaciones inversas son
’Jl‘ = ’J2| = Y2 para todo (yl,yg) c.
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Distribuciéon de funciones de vectores aleatorios continuos

Luego, usando que fx, x,(z1,z2) = ¢(x1)d(x2) = (27m)Lemoi/2e772/2,
para —oo < 1 < 00y —00 < 9 < 00, se obtiene que,

le,Yz (ylayQ)
%ef(ylyz)zﬂe*ygﬂ + %6*(*913/2)2/2@*(*1/2)2/2,
= si —oo<y; <00, 0<ys < o0,
0, eoc,

—(1 2)y2/2 .
_{?fe (erl)y?/, si —oo <y <oo, 0<yy <00

0, eoc.
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Distribuciéon de funciones de vectores aleatorios continuos

La fdp marginal de Y7 puede calcularse como,

Frtg) = [ Lem(mdiirzg,,

0
o0
_ 1 o (1+u2)z/2 4,
27T 0
1
=, —00< 1y <o0.
T (1+7) ’

De aqui, se concluye que la razén de dos variables aleatorias normales
estandar independientes, es una variable aleatoria con distribucién de
Cauchy.

Ademas, es facil ver que fy,(y2) = 2¢(y2) para y2 > 0; es decir, si
Xo ~ N(0,1) entonces Ya = | Xa| ~ HN(0,1) (half-normal).
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Distribucién de funciones de vectores aleatorios continuos

Ejemplos importantes

Ejemplo 1.3
Asumiendo nuevamente que X1, Xo NN (0,1), pruebe que

X1+ X
= % ~ N(0,1/2)

(X1 — Xp)?
2

Yy
Yy = ~ X3 := Gama(1/2,1/2),

y que Y7 e Ys son variables aleatorias independientes.
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Distribuciéon de funciones de vectores aleatorios continuos

Extension: Sean X4,..., X, i ~ N(u,0?). Entonces, la media muestral,

y la varianza muestral,

son variables aleatorias independientes, con
2 2
= g (n — 1)S 2
X~N — — ~
(,U,, n ) y o2 Xn—1>
para cada n > 2.
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Distribucién de funciones de vectores aleatorios continuos

Ejemplo 1.4
Suponga que X; ~ N(0,1) y Xa ~ x2 (v > 0) son independientes.
Entonces, la distribucién de la variable aleatoria

VX /U

se llama t (de Student) con v grados de libertad, y se denota como
Y ~t,:=t0,1,v).

Tarea: Pruebe que

y 2\ —(v+1)/2
fY(y)—W<l+i> , —00 <y < oo.

Nota: P(Y <y) = [Y_ fy(z)dz se encuentra tabulada para varios
valores de y y v.
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Distribuciéon de funciones de vectores aleatorios continuos

Aplicacién: Sean X,..., X, "5 N(u,02). Vimos que X = 15" ¥,y

52 = L5 | (Xi — X)? son variables aleatorias independientes, con

2 _ 142
X~N<u,0> y 7(71 DS

2
o2 ~ Xn—1-

Es decir,

\/E(X _:u) ~ N(O, 1) (n_ 1)52

A e
o y 0_2 Xn—1s

y son independientes. Luego,

V(X —p) /o :\/E(X_M)Nt
YV =1)82/(n —1)0? 5
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Distribucién de funciones de vectores aleatorios continuos

Ejemplo 1.5

Sean X1 ~ x2y Xa ~ X2 (r, s > 0)variables aleatorias independientes.
La distribucién de la variable aleatoria

Xq/r

Y:
XQ/S’

se llama F' (de Fisher) con r y s grados de libertad, y se denota como
Y ~ F, 5. Note que Y-t~ Fy,.

Tarea: Pruebe que

L[(r+s)/2 /2 (r r —(r+s)/2 :
fr(y) = { d—(/z—)r%é/% (5)" 7y 1+ L y) T, siy >0,
0

)

€eocC.

Nota: P(Y <y) f Y _fy(2)dz se encuentra tabulada para varios
valores de Y, Ty S.
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Distribuciéon de funciones de vectores aleatorios continuos

Aplicacién: Suponga que
Xisooos Xo % Npix, 0%)
Vi, Y S N(py, o),

donde los X;'s son independientes de los Y;'s. Entonces,

n

(n—1)8%/0* =) (Xi = X)*/o” ~xi 4

=1

(m—=1)8% /0% =) (Yi=Y)*/o® ~ X1,
i=1
y son variables aleatorias independientes. Luego,
8% _SLXi =X -1
Sy XiL(Yi-Y)?2/(m—1) ’
27




Distribucién de funciones de vectores aleatorios continuos

Ejemplo 1.6
Sean X1 ~ Gama(ay,\) y Xo ~ Gama(azg, A) (a1, ag, A > 0) variables
aleatorias independientes. La distribucién de la variable aleatoria
X
Y — 717
X1+ Xo

se llama beta con pardmetros a; y a9, y se denota como
Y ~ Beta(ay, as).

Tarea: Pruebe que

[(a1tas) -1 -1 .
fo ) d TaTay T A —y) el s o<y <1,
0, €ocC.

Tarea: Pruebe que Y7 = X e Yy = X, + X5 son independientes.
X1+Xo
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Distribuciéon de funciones de vectores aleatorios continuos

., . ind .
Extensién: Si X; '~ Gama(a;, N), i =1,...,n, entonces,

X1+ + X

~ Beta(ai+- - +aum, @mi1+- - +ap),

donde hay que recordar que 2% X; ~ Gama <Zf:1 o, /\) para cada
k=1,...,n.

Nota: La funcidn beta se define como,

! a
B(a, p) = /0 o1 - z)Plde = m, a, 8> 0.
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Transformacién de variables aleatorias independientes

Nota: Si X1,..., X, variables aleatorias independientes (arbitrarias),
entonces funciones de subvectores disjuntos de los X;'s también son
independientes. Por ejemplo, Y1 = X1 + Xo + X3, Ya = (X5 — X4)?,

Y3 = max{Xg, X7} e Y4 = e ¥3, son variables aleatorias independientes.

Para ilustrar el procedimiento, se probara el siguiente caso especial
mediante la fda conjunta.

Teorema 2.1

Sean Xi,...,X, variables aleatorias independientes. Para cada
i=1,...,n, suponga que g;(x;) es una funcién solo de x;. Entonces, las
transformaciones Y1 = g1(X1),..., Y, = gn(X,) también son variables
aleatorias independientes.
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Distribucién de funciones de vectores aleatorios continuos

Demostracién 2.1

La fda conjunta de Y1 = g1(X1),...,Yn = gn(Xn) es

..... Y, (W1, yn) = P(Y1 <1, Yo < yn)
=P{g1(X1) < w1, 9n(Xn) < yn}
= P{g1(X1) € (—00,y1],. .., gn(Xn) € (—00,yn]}
= P{X1 € gy "((—00,11]), -, Xn € g, " ((—00,yn])}
= P{X1 € g7 (=00, y1])} X -+ x P{Xn € g, " ((—00,yn])}
= P{g1(X1) € (—00,y1]} X -+ X P{gn(Xn) € (=00, yn]}
= P{g1(X1) <y1} x -+ X P{gn(Xn) < yn}
=P{Y1 <y1} x - x P{Yn < yn}
= Fy; (y1) X -+ X Fy, (yn)-
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Distribucién de funciones de vectores aleatorios continuos

Ejemplos

Ejemplo 2.1
Sean Xi,..., X, b N(0,1). Entonces:

1) X2,...,X2 i x?; lo que permite probar también (tarea) que
>y XP ~

2) T(0.00)(X1); - -+ L(0,00) (X)) % Ber(1/2), donde

Ia(z) 1 six € A ocurre,
A\T) = .
0 six e A€ ocurre.

3) ®(X1),...,P(X,) Y U(0,1), donde ®(z), z € R, es la fda de la
distribucién N(0,1).
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