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Distribucién de funciones de vectores aleatorios

Dado un vector aleatorio (X1,...,Xy) en (2, A, P) y n funciones real
valoradas ¢; : R — R, i = 1,...,n, considere la transformacién de R"
para R",
(Xl,...,Xn) — (Yl,...,Yn),

donde

Y1 =g1(X1,..., Xn)

Yo =gn (X1, ..., X5).
Entonces, (Y1,...,Y},) es vector aleatorio en (2, @, P), ya cada una de
sus coordenadas, Y, ...,Y,, es una variable aleatoria en (2, 4, P).
Conocida la distribucién de (X1,...,X,,), deseamos, ahora, determinar la
distribucién del nuevo vector aleatorio (Y1,...,Y,).
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Distribucién de funciones de vectores aleatorios

Note que Y = g(X), donde g = (g1,...,9n) : R” — R" es tal que

T = (xlv' . .,.CCn) — g(:l:) = (91(113), ce 7gn(m))'
Sea,
h(B) =g '(B):={z:g(x) € B}, BCR"

Entonces, en cualquier situacién, la distribuciéon de probabilidad de Y
puede detreminrase como,

Py (B) =P(Y € B)

P(g(X) € B)

—P(X € {z: g(x) € BY)
~Px(g7\(B)), BCE"



Distribucién de funciones de vectores aleatorios
Caso discreto

(1) Caso Discreto: Si (X1,...,Xn) e (Y1,...,Yn) son discretos, entonces la fmp conjunta de
Y1,...,Yn se determinada como,

le,...,Yn (ylv S ,yn) = P(Yl =Y., Yn = y“)
=P(g1(X1,.-, Xn) =y1,-- -, gn(X1,. -, Xn) = yn)
=P((X1,...,Xn) €{(z1,--,2n) 1 g1(T1, -, Tn) = Y1y s Gn(T1,- .-, Tn) = Yn})
- Z P(X1=z1,...,Xn =n)
{(@1,..,zn)ig1(@1, s @n)=yY1,,gn (T1,0 s Tn)=Yn }
= Ix1, v, (@1, @)
{(z1,.-s2n):91(x1,-,Tn)=Y1s--s9n (T1,-- -, Tn ) =Yn }

Nota: Conviene determinar primero el recorrido o soporte de (Y1,...,Yn),

Y= {(y1’7yn)yl :gi(zlw":mn)’i: 1,...,n, para algin (1’17...,$n) GX}
= {yly""yn) : le,...,Yn(yl"-'7yn) > 0}»

donde X = {(x1,...,2n) : fx,,... x,(T1,...,Tn) > 0} es el recorrido o soporte de
(le s 7Xn)'
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Distribucién de funciones de vectores aleatorios

Ejemplo 1.1
Sean Y1 = X1 + X2 e Yo = X7 — X2. Entonces,
PY1=y1,Y2=y2) = P(X1 + X2 =y1,X1 — X2 = y2)
= P((X1,X2) € {(z1,22) : v1 + 2 = y1,71 — T2 = Y2 })
= Z P(X1 =y1, X2 = x2)

{(z1,z2):z1+2z2=y1,21—T2=Y2}

En este caso, Y = {(y1,y2) 1 1 + 22 = y1, 21 —x2 =y2 V (z1,22) € X'}.




Distribucién de funciones de vectores aleatorios

Por ejemplo, si:

T2 P(Xl = 33‘1,X2 = 1’2) ‘

|71 |
0] 2 1/4
3| 4 1/8
1|6 1/8
2|8 1/2

entonces:

yi=x1+x yp=ax1—a2 | PV1=y1,Y2 =)

2 2 1/4
7 -1 1/8
7 5 1/8
10 6 1/2



Distribucién de funciones de vectores aleatorios

Ejemplo 1.2
Sean X e Xy variables aleatorias con fmp conjunta dada por,
fX1,X2 (xlax2)
xl\xQ 0 1
-1 1/7 1/7
0 2/7 1/7
1 1/7 1/7

Sea g1(x1,x2) = x1 + x2 ¥ g2(x1,x2) = x129. Claramente, las variables

aleatorias,

Yi=g(X1,Xo) =X1+ X2 e

Yo = g2(X1, X2) = X1 Xo

toman valores en V) = {—1,0,1,2} y Vo = {—1,0, 1}, respectivamente.




Distribucién de funciones de vectores aleatorios

Entonces, la fmp conjunta de Y7 y Yo queda determinada por,

Por ejemplo,

Mys (Y1, 92)
yi\y2 | —1 0 1
1 0 17 0
0o | 17 277 o
1] 0o 27 0
2 | o 0 17

i) P(Y1=-1,Y,=-1) = P({0}) = 0 = no existe un par (1, 2)
tal que 1 + z9 = —1 y, simultdneamente, 122 = —1.
i) P(Yi=-1,Y=0)= P(X; = —1, X = 0) = 1/7.
i) P(Y; =0,Y; =0) = P(X; =0, X5 =0) = 2/7.
pe



Distribucién de funciones de vectores aleatorios

Fmalizacién para n = 2: Como ya sabemos, si (X7, X2) es un vector
aleatorio discreto, entonces su soporte

X = {(z1,22) : fx, x,(21,22) > 0}
es un subconjunto contable de valores en R?.
Luego, el recorrido de (Y71,Y2) = (g1(X1, X2), g2(X1, X2)), digamos,
Y ={1,v2) : 1 = g1(z1,72), y2 = ga(w1,72), algln (r1,22) € X'},

también es un subconjunto contable de valores en R?; es decir, si (X7, X>)
es discreto, entonces (Y7, Y2) también es discreto, y su fmp se determina

como,

friva(y1,y2) = > fxi, x5 (21, 22).

{(z1,x2)€X:91(21,22)=Yy1, g1(x1,22)=y2}
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Distribucién de funciones de vectores aleatorios

Ejemplo: Convolucén discreta

Ejemplo 1.3

Sean X7 y Xg variables aleatorias discretas independientes. Se desea
encontrar la fpm de X7 + Xo.

Paso 1: Transformar (X7, X3) — (Y7,Y2), donde Y7 = X; + X,
(variable de interés) e Yo = Xs (variable auxiliar arbitraria); entonces,
PY1 =y, Yo =y2) = P(X1 + Xo = y1, Xo = o)

(X1 =11 —y2, X2 =12)
(X1 =wy1 —y2)P(X2 = y2) (por independencia)

P
P

Paso 2: Marginalizar con respecto a la variable auxiliar Y5,

P(Y1=1y1) = > P(X1 =y1 —y2)P(Xo = y2). (%)
{y2:(y1—y2,y2) €X'}
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Distribucién de funciones de vectores aleatorios

Aplicacién: Si X; ~ P(\1) y X2 ~ P()\2) son va's independientes,
entonces Y = X + X5 ~ P(A\1 + A2). En efecto, de (x) se tiene que,

P(Y =y) = > P(X, =y—k)P(X;=k)
{k~k>0 y—k>0}
)\y ko= )\k —A2
_Z I (1,22 >0=>0<k<y, y>0)
k=0 (v - '
e—(A1t+A2) Y

=y (Z))\?{_k)\é’ y=0,1,2, ...
y.

k=0
—(AHA2) (A, 4+ Ao )Y
S M+ g
y!
la cual es la fmp de Y = X3 + Xy ~ P(A\1 + A2).
Extension: Si X; ~ P()\;), i =1,...,n, son va's independientes, entonces

Y = Z?:l Xi~P (Z?:l Ai)-
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Distribucién de funciones de vectores aleatorios

Tarea: Pruebe y extienda los siguientes resultados:

(a) Si Xy ~ Bin(ny,p) y X2 ~ Bin(ng,p) son va's indendientes
=Y = X; + X9 ~ Bin(ny + na, p).
(b) Si X; ~ Bin(ni,p) y Xo ~ Bin(ng,p) son va's indendientes
:>Y:X1+X2 NBN(?"l—l-’I"Q,p).

(c) Pruebe que Y = 3" | X; ~ Bin(n,p), donde Xi,...,X, " Ber(p).

(c) Pruebe que Y =>"" | X; ~ Bin(n,p), donde X1,..., X, iris Geo(p).
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Distribucién de funciones de vectores aleatorios

Caso continuo

Caso continuo: Suponga que X e Y = g(X) son vectores aleatorios
continuos. Tal como en el caso univariado, se distinguen dos casos
dependiendo si la transformacién,

g:XCR" —»YCR"

sea uno-a-uno (biunivoca) o no sea uno-a-uno (no biunivoca), donde, igual
que antes, X = {x € R": fx () >0} e
Y={yeR":y=g(x) para algiin x € X'}.

Caso biunivoco: Sea y; = g;(x1,...,x,) parai=1,...,n. Suponga que
para cada (z1,...,%,) € X existe un tnico (y1,...,yn) € Y tal que,

i =hi(y1,...,yn) i=1,...,n

donde (hq,...,hy) es la transformacién inversa de (g1,...,9n)-
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Distribucién de funciones de vectores aleatorios

Defina el Jacobiano de la transformacién como,

Qz1 . Om
oy OYn
J=det| S
Ozp . Oz
oy Oyn
el cual es una funcién de (y1,...,yn), ya que
ox;  Ohi(yr,...,yn) . .
=—— """ qj=1,...,n.
Oyj Oyj

Si dichas derivadas existen y son todas continuas y J # 0 para todo
(y1,---,Yn) €Y, entonces Y7,...,Y, tienen fdp conjunta de dada por,

fY17~~-7Yn (y17 cee 7yn)
’J|fY1,..-,Yn(h‘1(y17 cevy yn)7 DRI hn(yh e 7yn))7

= si (yl,...,yn)ey,
0, eoc.



Distribucién de funciones de vectores aleatorios

Idea de la demostracién: Sea h(B) = g~ '(B) = {x : g(z) € B}, B C R™.
Entonces,

_ /BfX(h(y))U\dy (x € h(B) — y = g() € B),

de acuerdo con la formula para cambio de variables en integrales miiltiples.
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Distribucién de funciones de vectores aleatorios

El resultado se obtiene al aplicar el siguiente lema:

Lema: Sea Y un vector aleatoria continuo de dimensién n. Si para cada
B C R",

Py (B) = P(Y € B) = /B f(y)dy,

entonces f(y) = fy (y), es decir, la fdp de Y.
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Distribucién de funciones de vectores aleatorios

Formalizacién para n = 2:

Teorema 1.1

Sea (X1, X1) un vector aleatorio continuo con fdp conjunta f(x1,x5)- Sean,
X = {(z1,22) : f(x,,x,)(@1,22) > 0} C R?. Suponga que,
i) y1 =g1(z1,22) e y2 = g2(z1,22) definen una transformacién uno a uno de X en
YV ={W1,v2) : y1 = q1(x1,22), y2 = g2(x1,22) para algin (z1,z2) € Y} C R%

ii) Las derivadas parciales de la trasnformacién inversa 1 = hi(y1,y2) y 2 = h2(y1,y2)
son continuas sobre ).

iii) El jacobiano de la transformacién

dx1 Oz
9y1 Oy2
J = det es # 0 para (y1,y2) € V.
dzy Oz
9y1 dy2

Entonces la fdp conjunta de Y7 = g1 (X1, X2) y Y2 = g2(X1, X2), estd dada por,

J h Jy2), h , , si s €,
Fyyova (91, 2) = {(|) [fix,vy (ha(y1,y2), h2(y1, y2) Zloiyl y2)
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Distribucién de funciones de vectores aleatorios
Ejemplos

Por ejemplo, para n = 2, la transformacion,
Y1 =1 + 22 — g1(v1,72) = 71 + 72
Yo = o1 — T2 — g2(v1,72) = 71 — T2
es uno-a-uno sobre todo R2. La transformacién inversa es,
z1 = (g1 +92)/2 — hi(z,22) = (41 +y2)/2
zy = (y1 —¥2)/2 — ha(z1,22) = (11 — ¥2)/2,
y el Jacobiano de la transformacion es,
s=cet(rion oo ) =9 12 L ) =1
= |J| = +1/2. Asi,

viya(Y1,92) = {%f(Xl’XQ)((yl +y2)/2,(y1 —y2)/2), si (y1,92) €Y,

0, eoc.
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Distribucién de funciones de vectores aleatorios

Aplicaciones:
1) Sean X1, X, i exp(1), es decir,

e~ T1iTT2 §ixy >0, xo >0,
le,XQ(xlaxQ) = le(xl)sz(xQ) = {

0, eoc.
Queremos la fdp de (Y1,Y2) = (X1 + X2, X7 — X2). Note que
x1,T2 > 0= y; = 1 + 22 > 0. Luego,

le,Y2 (yla y2) = {

1 _Yi1tys  y1—v2 - y14+yo Y1—Y2
e 2 7, sl A5E >0, 552 >0,

0, eoc,

37V sy > y1, ya < —y1, 1 > 0,
0, eoc,

o %eiyla si ’y?‘ <Y, Y1 > 07
0, eoc.
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Distribucién de funciones de vectores aleatorios
2) Sean X1, X» i U(0,1), es decir,
1, si0<z1<1,0<22 <1,

0, eoc.

fx1x2 (w1, 2) = fx, (21) fx, (22) = {

Entonces, la fdp de (Yl,YQ) = (Xl + X9, X4 — Xg) €s,

1 . Yy1+y2 Y1—yY2
1ot o] gty o
i yva(y1,y2) = {2 2 2

0, eoc,

3,08 —yp <y <2-y,0<y <1,
= —(2—y1) <y <y, 1 <y1 <2,
0, eoc.

Tarea: En 1) y 2), bosqueje los recorridos X' e ), y determine las
distribuciones marginales de Y7 e Y5.
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Distribucién de funciones de vectores aleatorios

3) Sean X, X» e N(0,1), es decir,

Ix1,x (21, 22) = fx, (@1) fx, (22) = (277)716%%/2671%/2, (z1,72) € R?.
Entonces,

Yi =X+ Xz~ N(0,2)
Yo = X1 — X5 ~ N(0,2).

Bosqueje los recorridos en este caso. Obtenga la fdp conjunta de Y7 e Ys.
Son Y7 e Y5 variables aleatorias independientes? Justifique.
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Distribucién de funciones de vectores aleatorios

Ejemplo: Convolucién continua

Ejemplo 1.4

Sean X7 e Xy variables aleatorias continuas independientes. Se desea la
fdp de X7 + Xo.

Paso 1: Sean Y7 = X + Xy (variable de interés) e Yo = Xy (variable
auxiliar arbitraria). Entonces, y1 = g1(x1,22) =21 + 22 €

y2 = g1(x1, x2) = x2, con inversos x1 = h1(y1,%2) =y1 — Y2 ¥

z2 = h2(y1,y2) = y2. Luego,

J— 8x1/8y1 8:131/83;2 . 1 -1 —1
- 81’2/8y1 61’2/31}2 o 0 1 o

Iiye W1, y2) = fxx. (v — 2, 92) = fx (Y1 — y2) fxo (y2)-
Paso 2: fyvi (Y1) = [ (.01 —ywmrexy 30 (U1 = 2) fxo (y2)dy.
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Distribucién de funciones de vectores aleatorios

Por ejemplo, si Y = X7 + X5, donde X1, X, iid exp()), entonces

N Ne Myv—2t2)qy  siy >0,
friv) = {O, eoc,
Nye ™ siy >0,
0, eoc,
es decir, Y = X + Xy ~ Gama(2, \)

Extension: Si X; ~ Gama(a;, A), i =1,...,n son va's independientes,
entonces Y = > | X; ~ Gama (3| oy, \).
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