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Esperanza de Funciones de un Vector Aleatorio

Sea g(x1,...,x,) una funcién real valorada definida sobre el espacio
muestral o recorrido X’ de un vector aleatorio (X1, ..., X,). Entonces,
9(X1,...,X,) es un variable aleatoria cuya esperanza (provisto que

exista) puede calcularse a partir de la distribucién conjunta de X;,..., X,
como sigue:

Teorema 1.1
E{g(X1,..., Xn)}

PRE th . ERng(xl,...,xn)fXL_._7Xn(x1,...,:cn) c.d.

ffooo e f_oooo g1, xn) fxo o x (@1, - xp)dey - dry, coc

(provisto que las sumatorias y las integrales convergan)




Esperanza de Funciones de Vectores Aleatorios

Aplicaciones

|) Esperanza de funciones lineales Si X7, ..., X, son va's con
esperanza finita, entonces

E <i a; X; + b) = iaiE(Xi) + b,
=1 i=1

donde aq,...,ay,,b son constantes reales.

: . = 1 .
Por ejemplo, para la media muestral X = — """ | X;, se tiene que,
n

E(X) = E (i ix) _ izn: E(X)).
=1 =1



Esperanza de Funciones de Vectores Aleatorios

Ejemplo 1.1

1) Sean X; y X9 va’s independientes, donde X7 ~ U(0,1), con fdp
le (:13) = I(O,l) (JI), y Xo ~ N(07 1)) con fdp fX2 (:E) = ng(w) donde
o(z) = (2m) /2 exp(—22/2) para z € R. Entonces,

[e.9]

1
E(Xl):/o a:dx:é y E(Xg):/ x¢(z)dr = 0.

—00

Asi, tenemos, por ejemplo, que E(2X; + X9) =2E(X;) + E(Xy) =1y
E(2X; — X — 1) = 2E(X;) — E(X2) — 1 = 0.
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Ejemplo 1.2
2) Sean X1, X9, X3 va’s con fdp conjunta dada por

St +2i+23) si0<zi,29,23 <1,
le,Xg,X3(-T1,$2,$3) =
0 eoc.

Calcule la esperanza de X = (X7 + X3 + X3)/3.

Alternativa 1. Calcule primero la medias marginales,

o0 o0 [o¢]
E(Xy) :/ / / 21X, X0, X5 (21, T2, x3)dx3dradr,
—00 J—00 J—c0

1 1 1 3
= / / / “xy (2} + 23 + 23)drsdrada
0o Jo Jo 4

3 1 1 1
i / x / / (m% + :1:% + .’L'%)d.%’gdl‘Qd.ﬁlfl
4 Jo 0o Joo o
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Por analogogia, se tiene que E(X3) = E(X2) = E(X1) =7/16 =

E(X) =7/16.

Tarea: i) Calcule E(X1X2X3); ii) Calcule las fdp's marginales y estudie si
X1, X9, X3 son va's iid.
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Alternativa 2. Aplicando el Teorema 1.1 directamente,

— S o} o . NI
E(X) :/ / / %le,XQPXB(xl?xQ,aj3)dx3dx2dx1
1700007000070000 )
= / / / -Tlel,Xz,X:s(iUlyl’2,$3)d$3dl‘2d$1 — *E(Xl)
5] ). ) 3
1 [°° 00 0 :
+ 3/ / / foX17X27X3($17x2,xg)dx3d$2dx1 — gE(X2)
—oo J—c0 J—co

1 [0 oo [oo 1
+ 3/ / / .CCng17X27X3((L'1,{L'2,xg)dxgdl'gdxl — gE(Xg)
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1,1 pl
3 1
///xl 1 x1+x2+x3)dx3da:2dx1—> —E(X1)
o Jo Jo 4 3

1 p1 pl
3 1
///CCQ 1 a:1+:c2+x3)dx3dazgd:c1—> —E(X>)
o Jo Jo 4 3

1 p1 gl
3 1
///:cg 1 $1+x2+x3)dx3d332d:c1—> —E(X3)

o Jo Jo "4 3

+

OJ\H L = w\,ﬁ

+

16'
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Il) Fgm conjunta

Definicion 1.1

La fgm de conjunta de Xi,..., X, se difine como,
My, . .x,(t1,...,ty) =E (ez:;l tin'>

POEEE Z($17...,wn)€R"€ZLl tixilew,Xn (T1,...,7n) c.d.

foooo . fSOOO 62?:1 tia:ile,...,Xn (5[217 ... ,I‘n)dxl ---dxy c.C.

provisto que la esperanza exista para todo (¢1,...,t,) € R™ tal que
|tk| < hk, algin (h1,...,hx) € R™, con hy > 0 para todo k =1,...,n.

v
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Propiedades

(i) MXL---,Xk (th <. 7tk) = Mle---7Xk7Xk+17---,Xn (t17 PN 70 U

paratodo k=1,...,n— 1.

Oty ty ..t

(i) e Xolllecstn ) B
oty -+ - oty”

(i)  Xi,...,X, son va's independientes si, y sélo si,

n
MXl,...7Xn (tla .. 7t1’L) — H MXZ (t2>
i=1

para todo (t1,...,t,) donde las fgm's existen.

(IV) MZ:'L:1 aiXi—I-b(t) = ethXhm,Xn (alt, ey ant).

10
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Asi, si X1,...,X,, son va's independientes, entonces,

n
MZ?:1 aiXi+b(t) = H My, (at).
=1

_ _ id
En particular, si X1,...,X, ~

M (t), entonces, para la fgm de > " | X;,
se tiene que,

My x,(t) = {M()}".

11
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Ejemplo 1.3

1) Si Xq,..., X, w Ber(p) = M(t) =1 — p + pe’. Luego,

My x,(t)=(1—p+pe)" < Y =) X, ~ Bin(n,p).
=1

2) Si X1,..., X, “exp(A) = M(t) = (1 —t/\)~L, ¢t < A. Luego,

Myw x,()=(1—t/N)™" < Y =) X;~ Gama(n,\).

=1

12
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IIl) Covarianza y Correlacion Sean X e Y va's definidas en el mismo
espacio de probabilidad, y sean ux = E(X), uy = E(Y), 0% = Var(X) y
02 = Var(Y). Suponga que 0 < 0% < 0oy 0 < 0% < 0.

Definicion 1.2

La convarianza entre X e Y se define como,
Cov(X,Y) = E{(X — pux)(Y — py)}

{ZzeR doyer(@ —ux)(y — puy) fxy(z,y)  cd
I f (x — px)(y — py) fxy(z,y)dydx  c.c.

La correlacién entre X e Y se define como,

Cov(X,Y)

:= Correlacion(X,Y) = .
Py ( ) Var(X)Var(Y')

13
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Propiedades

i) Cov(X,Y)=EXY)—-E(X)E®Y) (formula alternativa)

i) Cov(X,X)=Var(X)>0 (operador positivo definido)

i) Cov(X,Y) = Cov(Y,X) (simetria)

iv) Cov(X,c) = Cov(c,X)=0 para cualquier constante ¢ € R
v) Si X e Y son va's independientes, entonces Cov(X,Y) =0

vi) Cov(aX +b,Y) =aCov(X,Y) y Cov(aX + b, X) = aVar(X)
donde a y b son constante.

(vii) |Cov(X,Y)| < /Var(X)Var(Y).

Las propiedades (vi)+(ii) = |pxy| < 1 con igualdad ssi Y = aX +b
algina #0y b.

(
(
(
(
(
(

14
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Ejemplo 1.4

1) Sean X =3Z+1eY =—17Z—1, donde Z ~ N(0,1). Ya que,
E(Z) =0y Var(Z) = 1, entonces:

E(X)=3E(Z)+1=1, E(Y)=-3E(Z)-1=-1

Var(X) = 32Var(Z) = 9, Var(Y) = (%)2\@(2) _

Cov(X,Y) =Cov(3Z +1,Y)
=3Cov(Z,Y) (por (vi))

)

O =

_ 300v(Z, —% Z-1)

!

=3( 3)Var(Z) (por (vi))

1
:—Var(Z):—l - pxy:—l/ 9§=—1

15
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2)Si Z ~U(-1,1), entonces,

:1+(—1)

E(Z) —0 y Var(zy= LZCDP 1

12 3
Luego, de acuerdo con el ejemplo anterior,
E(X)=1, EY)=-1,

1
Var(X) =9Var(Z) =3, Var(Y)= §Var(Z) =5

1
COV(X, Y) — —Var(Z) — —g — pXY = —]_

16
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IV) Varianza de funciones lineales Sean Xi,..., X, va'sy aj,...,an,b
constantes reales. Si todas las X;'s tienen esperanza finita, vimos que,

E (i a; X; + b) = i aiE(Xi) + b. (*)
=1 =1

Ademids, si todas las X tienen varianza finita, entonces,

Var (Z a; X; + b) = Za?Var(Xi) +2 Z a;a;Cov(X;, Xj). (%)
i=1 i=1

1<ij<n
1<j

En particular, si las va's X1, ..., X,, son independientes, entonces (k) se

reduce para,
n n
Var (Z a;i X; + b) = Z a?Var(X;).
i=1 i=1

17
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Por ejemplo, si Xi,...,X,, son va's iid con media p y varianza o2,
entonces la media y la varianza de la media muestral X =>"" | X;/n,
estan dadas por,

02

E(X)=p y Var(X)= pt

Ademi3s, la desigualdad de Chebyshev, implica que, para todo £ > 0,

2
O§P(|X—,u\>s)ga—2—>0, cuando n — oo,
ne

es decir, la probabilidad de que X difiera de 1 en una cantidad positiva (¢)
arbitrariamente pequeiia es despreciable para n lo suficientemente grande.

18
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Ejemplo 1.5

a) Sean X,Y % N(0,1) = E(X) = E(Y) = 0, Var(X) = Var(Y) =1y
Cov(X,Y) = 0. Luego,

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y) =1+1+2 x 0= 2.
Andlogamente,
Var(X —Y) = Var(X) + Var(Y) —2Cov(X,Y)=14+1-2x0=2.

Ademas, como E(X +Y) =E(X —Y) =0, usando la propiedad (i) de
la covarianza, se tiene que,
Cov(X+Y, X -Y)=E{(X+Y)(X-Y)} -0x0
=E(X?2-Y?) =E(X?) -E(Y?

=1-1=0 = _y =0.
i9 PX+Y,X-Y
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b) Si X,Y g exp(l) = X +Y y X —Y también tienen correlacién nula.
En efecto, en este caso

E(X)=EY)=Var(X)=Var(Y)=1 y Cov(X,Y)=0.
Luego,
E(X+Y)=2, EX-Y)=0, Var(X+Y)=Var(X -Y)=2
y

Cov(X +Y, X —Y)=E{(X +Y)(X - Y)} -2 x 0 =E(X?) — E(Y?)
= Var(X) 4+ E(X)? — {Var(Y) + E(Y)?}
=2-2=0 = px+yvx-v =0.

20
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c)Si X ~N(0,1) e Y ~ N(1,1) son va's independientes, entonces,

EX+Y)=1, EX-Y)=-1,
Var(X +Y)=Var(X -Y) =2,
Cov( X +Y, X -Y)=E{(X+Y)X-Y)} -E(X+Y)E(X -Y)
=1-(1+1)—1x(-1)=0 = pxiyx_y =0.

21
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Ejemplo 1.6

a) Sean XY Y N(0,1). Pruebe que X +Y y X —Y son va’s iid
N(0,2).

b) Sean X,Y S exp(1). Las va’s X +Y y X — Y son independientes?
Indique las distribuciones marginales de X +Y y X — Y.

c) Sean X ~ N(0,1) e Y ~ N(1,1) va’s independientes. Obtenga las
fgm’s conjunta y marginales de X +Y y X — Y. (Tareal)

29
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Solucién problema a)

Sabemos que My (t) = My (t) = e'*/2 para todo ¢ € R. Entonces, por
definicién la fgm conjunta de X +Y y X — Y esta dada por,

Mx. v x-y(t,s)=E (et(XJFYHS(X—Y))
—E <e(t+s)X+(tfs)Y)
—E (e(t+s)X e(t—s)Y)

=E <e(t+s)X) E (e(t_s)y> (X e Y son independientes)

MX(t + S)My(t - S)
822, (9% 2

= 2742%)/2 y (s,t) € R%

23
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Ademas, las fgm’s marginales son,

My iy (t) = My iy x_y(t,0) =)/ ¢ R,

252)/27

MX_y(S) = MX+Y,X—Y(O, S) = 6’( s €R.

Es claro que, ,
My 4y (t) = Mx_y(t) = )/

= X +Y y X —Y tienen la misma distribucién N (0, 2).
También es claro que

Mxiyx-y(t,s) = Mxiy(t)Mx_y(s) V(s,t) € R?

— X +Y y X — Y son va's independientes, y como ambas tienen
distribucién N(0,2), entonces lasva's X +Y y X — Y son iid N(0,2).

24
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Solucién problema b)

En este caso, Mx (t) = My (t) = (1—t)~! la cual esta definida para t < 1.
Procediendo como en el caso a), la fgm conjuntade X +Y y X — Y es,

Mx .y x-v(t,s) = Mx(t+s)My(t — s)
={1-(t+s)}H1-(t—9s}" t+s<l t—s<l1
={(1-t)2 ="' t<l, —1+t<s<l+t

Las fmg’'s marginales son:

Mxiy(t)=(1—-t)2parat<1= X +Y ~ Gama(2,1), y
Mx_y(s) = (1 —s%)7! para |s| < 1 = tiene distribucién doble
exponencial, con fdp fx_y(z) = %e*M para z € R.

Luego, Mx v x-v(t,8) # Mxiy(t)Mx-y(s) = X +Y y X —Y no
son va's independientes.

25
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