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Vectores Aleatorios: Distribuciones conjuntas, marginales e
independencia

Distribuciones conjuntas

Vimos que un vector aleatorio (Xi,...,X,) en (2, Q, P) es una funcién,
(X1, Xn) 1 Q — R,
la cual asigna a cada w € €) un vector de nlimeros reales,
(T1,...,20) = (X1 (W), ..., Xp(w)) € R™

Es decir, (X1,...,X,) un vector aleatorio en (€2, 4, P) si, y sélo si, todas
sus coordenas X7, ..., X, son variables aleatorias en ({2, 4, P).
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También vimos que la distribucidn de probabilidad del vector aleatorio
(X1,...,X,), o distribucién de probabilidad conjunta de las variables
aleatorias X1,..., X, esta dada por,

Px,,..x,(B) = P{(X1,...,X,) € B}, VBCR",

tal que {(X1,...,Xy,) € B} :={w e Q: (Xi(w),...,Xn(w)) € B} € Q.

En particular, la funcién de distribucién acumulada (fda) de (X1,...,X,)
o fda conjunta de X4, ..., X,,, esta dada por,

Fx .. x,(x1,...,2n) = P(X5 <z1,.... X, <), V(x1,...,2,) € R",

la que a su vez determina la distribucién de probabilidad de conjunta de
Xi,..., X,
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Finalmente, concluimos que una distribucién de probabilidad conjunta

queda determinada por la fmp conjunta en el caso discreto (c.d.), y por la
fdp conjunta en el caso continuo (c.c.). Es decir, para todo B C R",

Z(wl,...,xn)eB le?"'7XTL (x17 e 7xn) Cd,
PXl?"'zxn (B) -
f(ml,...@n)eB lev--an (xlv s 7$n)d‘rn ce d$1 c.Cc.,
donde
PXi=x1,..., Xy, =) fdp conjunta (c.d.),
fX 7...,.Xn(xl7 Lo, X ) =
1 n 8nFX1,...,Xn (561, ey Tn) (cpl) fdp conjunta (c C )
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Distribuciones marginales

Por otra parte, partir de la distribucién conjunta de X1,..., X, se puede

obtener la distribucién de cualquier subvector de (Xi,...,X,), y en

particular las distribuciones marginales de cada una de sus coordenadas.

De hecho, si (X1,...,X}) es subvector formado por las primeras k

(1 < k < n) componentes del vector aleatorio (X1,...,X,), entonces la

fda de (X1,..., X)) puede determinarse como,

Fx, .x.(x1,...,2) :FX17._,,X,€,X,€+1,,_.7X”(xl, ey Ty OO0, ..., 00)

V(zy,...,x1) € RF.

donde Fx, . x. Xpi10Xn (%1500, 2L, 00,...,00) 1=

mekJrl,...,:cn—)oo FX1,...,Xk,Xk+1,...,Xn (xla ey Ly Tht1y e - 7xn)-

De la misma forma se puede obtener la fda de cualquier subvector formado
con diferentes X;'s.
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En particular, para cada i = 1,...,n, la fda marginal de X; puede
obtenerse como,

FXi (ml) :FXI,~»-»Xi—17Xi7Xi+17~--,Xn(007 cee, 00, T4,00, .. ,OO)
Vx; € R

Es decir, la fda conjunta F, . x, determina completamente todas las
dfa’s marginales Fx,,..., Fx
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Similarmente, si fx, .. x, esla fmp conjunta (c.d.) o fdp conjunta (c.c.)
de X1,...,X,, entonces, para cada 1 < k < n, la fmp o fdp del subvector
(X1,..., X)) puede determinarse como,

fX17---7Xk (3:1, e 737k) =

Zxk+1€R e ZmneR fX17-~-7Xk7Xk+1,-~-,Xn (.%1, <oy Thy Tht 1 - - - 7wn)
c.d.
ffooo T ffooo le,...,Xk,Xk+1,...,Xn (xla vy Ty Tt 1y e - - 7xn)dxk+1 e dwn
C.C.

De igual forma se puede obtener la fmp (c.d.) o fdp (c.c.) de cualquier
subvector formado con diferentes X;'s.
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En particular, para k = 1, se obtiene la fmp marginal (c.d.) o fdp marginal
(c.c.) de X7, es decir,

ZxQER T ZmnGR fX17X27~~-7Xn (.%1, z2,... 73:71) c.d.

Ix ('Tl) =
ffooo o ffooo fX1,X2,‘..,Xn (xla Z, ... ,.ZUn)d.fL‘Q to dxn cd.

De forma andloga se obtienen las fmp’s marginales (c.d.) o fdp's
marginales (c.c.) de Xo,..., X,.
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Variables aleatorias independientes

Una propiedad importante ocurre cuando la fda conjunta se puede
factorizar como el producto de sus dfa’'s marginales.

Definicién 1.1

Sea (X7i,...,Xy) un vector aleatorio (arbitrario) con fda conjunta
Fx, .. x, vy fda’s marginales Fx,,..., F¥x,, respectivamente. Entonces,
las variables aleatorias X7, ..., X, se dicen (mutuamente)
independientes, ssi:

n
FXl,...,Xn(xlv" .,xn) = HFxl(.ﬁl) V(ZEl,.. .,.%'n) € R™.
=1
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Variables aleatorias independientes

En el caso discreto o continuo, la definicidon de variables aleatorias
independientes se puede etablecer de forma equivalente en términos de las
fmp’s conjuntas y marginales (c.d.) o las fdp’s conjuntas y marginales
(c.c.).

Definicién 1.2

Si (X1,...,X,) es un vector aleatorio (discreto o continuo) con fmp
conjunta (c.d.) o fdp conjunta (c.c.) fx, . x,,y fmp’s marginales (c.d.)
o fdp’s marginales (c.c.) fx,,..., fx,, respectivamente. Entonces, las
variables aleatorias X1, ..., X, se dicen (mutuamente) independientes,
ssi:

le,---,Xn(xh e xn) = Hle (1‘1) V(.%‘l, ey xn) € R™.
i=1
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Notas:

1) Sean X'y X},..., X, los recoridos conjunto y marginales de
X1,...,X,, respectivamente. Entonces, una condicion necesaria (pero no
suficiente) para que X1,..., X,, sean variables aleatorias (mutuamente)
independientes es que X = A; X -+ X &),

2) Si Xy,..., X, son variables aleatorias (mutuamente) independientes,
entonces todos los subvectores formados con distintas componentes
también son independientes.

3) Si X1,..., X, son variables aleatorias (absolutamente) continuas
(mutuamente) independientes, entonces el vector aleatorio (X7, ..., X,)
es (absolutamente) continuo.

4) Si Xy,...,X, son variables aleatorias independientes e identicamente

distribuidas (iid), es decir, todas ellas tienen la misma fda F' (fmp/fdp f),
escribimos Xi,..., X, NFE o Xi,..., X, " f
11
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Caso bivariado

A continuacién reforzamos algunos de los conceptos previos en el contexto
bivariado, es decir, paran=2,con X1 =Xy Xo =Y.

Sea (X,Y’) es un vector aleatorio con fmp conjunta (c.d.) o fdp conjunta
(c.c.) fx,y(z,y), entonces,

a) La distribucién de probabilidad de (X,Y") es,
Pxy(B)=P{(X,Y) € B}

Y@yen [xy (@) c.d.
B VB C R2.
f(w,y)eB fX,Y(%Z/)dydm c.c.
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bl) En particular, la fda (da conjunta) de (X,Y) es,

Fxy(z,y) =P(X <z,Y <y)

Du<e 2wy fxy(w,v)  cd.
- Y (x,y) € R2.
IZ 2 Fxy (u,v)dvudu  cc

bl) Las fda's marginales son,

Fx(x) = yh;rgo Fxy(z,y) == Fxy(z,00) Vo € R (fda marginal de X),

Fy(z) = wh_}lgo Fxy(xz,y) == Fxy(co,y) Yy € R (fda marginal de Y)
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cl) Si (X,Y) es discreto, las fmp marginales son,

fx(x)=P(X =z)=P(X =z,Y € R)

= P{X =z} N [Uyer{Y = y}])

= P(Uyer[{X = 2} N{Y = y}])

= P(Uyer{X = 2,Y = y}])

=Y P(X=2Y =y)
yER

= fo,y(x,y) Vz € R (fmp marginal de X),
yER
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P([Uger{Y = y}| N{X = z})
= P(User[{X =2} n{Y = y}])
(Ueer{X = 2,Y =y}])

=N P(X =1,Y =y)

= foy(x,y) Vy € R (fmp marginal de V).
z€R
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El resultado anterior, prueba el siguiente teorema.

Teorema 1.1

Sea (X,Y) un vector aleatorio bivariado discreto con fmp conjunta
fxv(z,y). Entonces las fmp marginal de X e Y, fx(z) = P(X =2) y
fy(y) = P(Y =y), estan dadas por

fx(@) =) fxy(@y) v fr)=>_ fxy(xy)

yeR zeR
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c2) Recordando que si (X,Y") es un vector aleaotorio continuo, entonces
X e Y también son variables aleatorias continuas, las fdp's marginales de
X e Y se pueden definir como en el caso discreto, pero reemplazando las

sumas por integrales. Especificamente, las fdp's marginales de X e Y
estan dados por,

fx(z) = / Ixy(z,y)dy, —oo <z < o0,

fr(y) = /_Oo fxy(z,y)dz, —oo<y< oo

Alternativamente, como X e Y son variables aleatorias continuas, las fdp's

marginales de X e Y también pueden obtenerse derivando las respectivas
fda's marginales, es decir,

o) = T (1) y i) = T (ep)
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d) Finalmente, X e Y son variables aleatorias independientes si, y sélo si,
Fxy(z,y) = Fx(2)Fy(y) V(z,y) € R

Equivalentemente, si las variables aleatorias X e Y son ambas discretas o
ambas continuas, ellas son independientes si, y sélo si,

fxy(@,y) = fx@)fr(y) V(z,y) € R

18



Vectores Aleatorios: Distribuciones conjuntas, marginales e
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Ejemplos
Ejemplo 1.1
Caso discreto: Sean A y B dos eventos de (2. Defina las variables
aleatorias,
X =1, = 1 siocurre A, ¢ V= Iy— 1 siocurre B,
0 sino. 0 sino.
Note que:
Q = A‘B° + A‘B + AB¢® 4+ AB
(X,Y) | ! ' ! !
X = {(O?O)’ (O’ 1)’ (1’0)’ (1’ 1)}
= {0,1} x {0,1}
= Xl X Xg

10
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Es decir, la fmp conjunta de X e Y es,

Ixy(z,y) =P(X =z,Y =y)

P(A°B®) siz=0, y=0,

P(A°B) siz=0, y=1,
(AB®) siz=1, y=0,
(AB) siz=1,y=1,

0 eoc
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La fmp conjunta fx y(z,y) = P(X =,Y = y) anterior se puede
reescribir como sigue,

x\y 0 1 P(X =x)
0 P(A°B°) P(A°B) | P(A°) =1—-P(A)
1 P(AB°) P(AB) P(A)
PY =y) | P(B)=1-P(B)| P(B) 1

donde en los margenes de la tabla se obtienen la distribuciones marginales
fx(x)=P(X =2)y fy(y) = P(Y =y) de X e Y, respectivamente.
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Es decir,

1-P(A) siz=0,
= ) P(X=1Y=y) =1 P(A) siz=1,
ye{0,1} 0 eoc.

1-P(B) siy=0,
= Y P(X =Y =y) ={ P(B) siy=1,
ze{0,1} 0 eoc.
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En particular, si A y B son eventos independientes, entonces

P(A°B) = P(A°)P(B°) = (1 — P(A))(1 — P(B)),
P(A°B) = P(A°)P(B) = (1 — P(A))P(B),
P(AB®) = P(A)P(B°) = P(A)(1 - P(B)),

P(AB) = P(A)P(B).

fxy(x,y) =P(X =2Y =y)=P(X =2)P(Y =y) = fx(2)fr(y)
Vv (z,y).

lo cual ocurre si, y sélo si, X e Y son variables aleatorias independientes.

23



Vectores Aleatorios: Distribuciones conjuntas, marginales e
independencia

Aplicaciones:

1) Lanzar una moneda al aire dos veces consecutivas. Sean,

A = sale cara en el primer lanzamiento
B = sale cara en el segundo lanzamiento
= A y B son eventos independientes.

En este caso,
PX=2,Y=y)=PX=x)P(Y =y)
_ {pw(l —p)> ) siay =01,
0 eoc,

donde p = probabilidad de obtener cara al lanzar la moneda. Aqui, se tiene
que X,Y id Ber(p), es decir, con fmp f(z) = p*(1 — p)l_zf{071}(z).
24
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2) Sacar una carta al azar de una baraja de 52 cartas. Sean,

A = sale rey
B = sale corazén
= A y B son eventos independientes.

En este caso,

x - 1- :
[ 0= R T @ =) sy =0,
0 eoc

—> X e Y son variables aleatorias independientes, con X ~ Ber(1/13) e
Y ~ Ber(1/4).
25
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3) Lanzar un dado honesto dos veces consecutivas. Sean,
A = lasuma es impar = P(A4) =1/2,
B = lasumaes par = P(B)=1/2

= Ay B no son eventos independientes
(AB=10, A+ B=2Q, esdecir, B= A°)

—=X+Y =1 yXiYNBer(l/2),
pero X e Y no son independientes.

En este caso,

1/2 siz,=0,1, x+y=1,
0 eoc.

P(X:x,Y:y):{
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Ejemplo 1.2

Caso continuo:
1) Sean X e Y variables aleatorias continuas con fda conjunta dada por,

(I—-e™)(1—-eY) siz,y>0,

0 eoc.

Fxy(z,y) = {

Sigue que,
1—e® siz>0,
Fx(x) = FX7y(¢T, OO) = {
0 eoc.
1—e¥ siy>0,
Fy(y) = Fxy(c0,y) = { Y
0 eoc.

—=Fxy(z,y) = Fx(x)Fy(y) ¥ (z,9).

yal
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Alternativamente, como

Fev (@) = OQFX’y(x,y) _Je™®e™ siz,y >0,
XY\HY) = O0x0y o eoc.

_ OFx(z) {e‘x siz >0,

Fx(e) = ox 0 eoc.

_ OFy(y) e ¥ siy>0,
Fr(y) = dy o eoc.

=fxy(z,y) = fx(@)fy(y) ¥V (z,9).

En este caso, se tiene que X,Y i exp(1). Note, ademds, que
X:Ri:R_A,_XRJ,_:Xl XXQ.
28
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2) Sea

c(lz|+ |y|) sil|z|+|y| <1,
f(x’y):{<|| lyl) sifa] + ly]
0 eoc.

a) Haga un gréfico de f(z,v)

b) Para qué valores de la constante ¢, f(x,y) es una fdp bivariada?
(Resp. ¢ =3/4)

c) Calcule P((X;Y) € {(z,y) :x,y > 0,2 +y < 1}). (Resp. 1/4)

d) Encuentre las fdp's marginales fx y fy.

e) Son X e Y variables aleatorias continuas?. Justifique.
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