
Pontificia Universidad Católica de Chile
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1. Calcule la media, una mediana y la viarianza de X en los siguientes casos:

a) X tiene función de probabilidad dada por

pX(x) =

{
1
4

(
2
x

)
, x = 0, 1, 2

0, e.o.c.

Solución:

Veamos que

pX(0) = 1
4

(
2
0

)
= 1

4

pX(1) = 1
4

(
2
1

)
= 1

2

pX(2) = 1
4

(
2
2

)
= 1

4

Con esto tenemos que

E(X) =
2∑

k=0

kpX(k) = 0 + 1 · 1

2
+ 2 · 1

4
= 1

E(X2) =

2∑
k=0

k2pX(k) = 0 + 1 · 1

2
+ 4 · 1

4
=

3

2

Aśı

V ar(X) = E(X2)− E(X)2 =
3

2
− 1 =

1

2
.

La mediana es un m : P (X ≤ m) ≥ 1
2 y P (X ≥ m) ≥ 1

2 . Sea x ∈ [1, 2), entonces:

P (X ≤ x) = P (X ≤ 1) = pX(0) + pX(1) =
3

4
≥ 1

2

P (X ≥ x) = P (X ≥ 1) = pX(1) + pX(2) =
3

4
≥ 1

2

Por lo tanto cualquier valor en [1, 2) es la mediana de X.



b) X tiene función de densidad dada por

fX(x)

{
|x|, |x| > 1

0, e.o.c.

Solución:

Tenemos que

E(X) =

∫ ∞
−∞

tfX(t)dt =

∫ 1

−1
t · |t|dt =

∫ 0

−1
−t2dt+

∫ 1

0
t2dt

=
(
− t3

3

∣∣∣0
t=−1

)
+
( t3

3

∣∣∣1
t=0

)
= −1

3
+

1

3
= 0

Además tenemos que

E(X2) =

∫ 1

−1
t2fX(t)dt =

∫ 0

−1
−t3dt+

∫ 1

0
t3dt

=
(
− t4

4

∣∣∣0
t=−1

)
+
( t4

4

∣∣∣1
t=0

)
=

1

4
+

1

4
=

1

2

Con esto tenemos

V ar(X) = E(X2)− E(X)2 =
1

2
− 0 =

1

2

Como tenemos que nuestra variable aleatora X es simétrica respecto a 0, tenemos que la
mediana es 0.

FX(0) =

∫ 0

−1
fX(t)dt =

∫ 0

1

−tdt =
(
− t2

2

∣∣∣0
t=1

)
=

1

2

c) X tiene función de distribución dada por

FX(x)

{
0, x < 0

1− pe−x, x ≥ 0

Solución:

Tenemos que la distribución de X es una distribución mixta, podemos ver que:

FX(0) = pX(0) = 1− p

Si x > 0, entonces =
dFX(x)

dx
= pe−x

Con esto tenemos que

fX(x)


1− p, si x = 0

pe−x, si x > 0

0, e.o.c.



Tenemos que

E(X) = 0 · pX(0) + p

∫ ∞
−∞

tfx(t)dt = 0 · (1− p) + p

∫ ∞
0

te−tdt = p

∫ ∞
0

te−tdt = p ·E(Y )

E(X2) = 02·pX(0)+p

∫ ∞
−∞

t2fx(t)dt = 0·(1−p)+p
∫ ∞
0

t2e−tdt = p

∫ ∞
0

t2e−tdt = p·E(Y 2)

Donde Y ∼ Exponencial(1). Podemos calcular E(Y ) y E(Y 2) mediante la función gene-
radora de momentos.

MY (t) = E(etY ) =

∫ ∞
0

etye−ydy =

∫ ∞
0

e−(1−t)ydy =
(
− e−(1−t)y

(1− t)

∣∣∣∞
y=0

)
=

1

1− t

En este caso tenemos la restricción 1− t > 0 , entonces 1 > t.

Tenemos que E(Y k) =
dkMY (t)

dtk

∣∣∣
t=0

, entonces:

E(Y ) = 0 · (1− p) + p · dMY (t)

dt

∣∣∣
t=0

=
1

(1− t)2
∣∣∣
t=0

= 1

E(Y 2) = 02 · (1− p) + p · d
2MY (t)

dt2

∣∣∣
t=0

=
2(1− t)
(1− t)4

∣∣∣
t=0

= 2

Con esto
E(X) = p, E(X2) = 2p

Aśı

V ar(X) = E(X2)− E(X)2 = 2p− p2

Para la mediana tenemos dos casos:

• Caso p ≤ 1
2 ⇒ La mediana es 0 dado que FX(X ≤ 0) = pX(0) = 1− p ≥ 1

2 .

• Caso p > 1
2 ⇒ La mediana es el valor m : FX(m) = 1

2 , esto es,

FX(m) = PX(X ≤ m) = 1− pe−x =
1

2
⇒ m = log(2p)



2. Sea X una variable aleatoria con función de densidad dada por:

fX(x) =
1

2
e−|x|, x ∈ R

a) Obtenga la función generadora de momentos de X, indicando la región en donde está
definida.

Solución:

Tenemos MX(t) = E(etX)

E(etX) =

∫ ∞
−∞

etxfX(x)dx =

∫ 0

−∞
etx · 1

2
exdx)

∫ ∞
0

etx · 1

2
e−xdx

=
1

2

(∫ 0

−∞
e(t+1)xdx+

∫ ∞
0

e−(1−t)xdx
)

=
1

2

(e(t+1)x

t+ 1

∣∣∣0
x=−∞

− e−(1−t)x

(1− t)

∣∣∣∞
x=0

)
, si t < 1

=
1

2

( 1

1 + t
+

1

1− t

)
=

1

1− t2
, si t < 1.

b) Calcula la esperanza y la viaranza de X usando a).

Solución:

Tenemos que E(Xk) =
dkMX(t)

dtk

∣∣∣
t=0

Entonces

E(X) =
dMX(t)

dt

∣∣∣
t=0

=
2t

(1− t2)2
∣∣∣
t=0

= 0

E(X2) =
d2MX(t)

dt2

∣∣∣
t=0

=
2(1− t2)2 + 4t(1− t2)

(1− t2)4
∣∣∣
t=0

= 2

Aśı

V ar(X) = E(X2)− E(X)2 = 2

c) Obtenga la función de distribución (acumulada) de Y = |X|
Solución:

Tenemos FY (y) = P (Y ≤ y) = P (|X| < y) = P (−y ≤ X ≤ y) = FX(y)− FX(−y).

Encontremos FX , podemos reescribir fX de la siguiente forma:

fX(x) =

{
1
2e
x, si x < 0

1
2e
−x, si x ≥ 0

1.- Caso x < 0.

FX(x) =

∫ x

−∞

1

2
etdt =

1

2

(
et
∣∣∣x
t=∞

)
=

1

2
ex



2.- Caso x ≥ 0

FX(x) =

∫ 0

−∞

1

2
etdt+

∫ x

0

1

2
e−tdt =

1

2

(
et
∣∣∣0
x=−∞

− e−t
∣∣∣x
t=0

)
= 1− e−x

2

Con esto

FX(x)

{
1
2e
x, si x < 0

1− 1
2e
−x, si x ≥ 0

Veamos esto en FY

FY (y) = FX(y)− FX(−y) = 1− 1

2
e−y − 1

2
e−y = 1− e−y.

3. Suponga que el tiempo de reparación de un art́ıculo electrónico es una variable aleatoria X
con función de densidad dada por

fX(x) =

{
2xe−x

2
, x > 0

0, e.o.c.

a) El costo de reparación de un art́ıculo es Y = cX + 1, donde la constante c es un costo
por unidad de tiempo. Calcule el costo de reparación esperado.

Solución:

Tenemos E(Y ) = E(cX + 1) = cE(X) + 1. Calculemos E(X).

E(X) =

∫ ∞
−∞

tfX(t)dt =

∫ ∞
0

t · 2te−t2dt =

∫ ∞
0

2t2e−t
2
dt

Consideremos el cambio de variable y = t2 ⇒ dy = 2tdt⇒ t =
√
y, dado que t > 0.

Con esto tenemos

E(X) =

∫ ∞
0

2ye−y
dy

2
√
y

=

∫ ∞
0

y
1
2 e−ydy

Por enunciado tenemos que

∫ ∞
0

xα−1e−λxdx =
Γ(α)

λα
. Entonces

E(X) =

∫ ∞
0

y
1
2 e−ydy =

∫ ∞
0

y
3
2
−1e−ydy =

Γ(32)

1
3
2

= Γ
(3

2

)
Con esto

E(Y ) = cE(X) + 1 = c · Γ
(3

2

)
+ 1.

b) Sea Z = e−aX
2
(a > 0) el factor de depreciación. Calcule la esperanza y vairanza de Z.

Solución:

Tenemos que



E(Z) = E(e−aX
2
) =

∫ ∞
−∞

e−at
2
fX(t)dt =

∫ ∞
0

e−at
2 · 2te−t2dt

=

∫ ∞
0

2te−(a+1)t2dt

Usaremos un cambio de variable para completar esta integral como la distribución de X
del enunciado. Usamos y =

√
a+ 1t⇒ dy =

√
a+ 1 dt, obteniendo

E(Z) =

∫ ∞
0

2√
a+ 1

ye−y
2 dy√

a+ 1
=

1

a+ 1

∫ ∞
0

2ye−y
2
dy =

1

a+ 1

Ahora veamos E(Z2)

E(Z2) = E
(
(e−aX

2
)2
)

= E(e−2aX
2
) =

∫ ∞
−∞

e−2at
2
fX(t)dt

=

∫ ∞
0

e−2at
2 · 2te−t2dt =

∫ ∞
0

2te−(1+2a)t2dt

Usaremos un cambio de variable para completar esta integral como la distribución de X
del enunciado. Usamos y =

√
1 + 2ax⇒ dy =

√
1 + 2a dx, obteniendo

E(Z2) =

∫ ∞
0

2√
1 + 2a

ye−y
2 dy√

1 + 2a
=

1

1 + 2a

∫ ∞
0

2ye−y
2
dy =

1

1 + 2a

Con todo esto

V ar(Z) = E(Z2)− E(Z)2 =
1

1 + 2a
− 1

(1 + a)2
=

a2

(1 + 2a)(1 + a)2
.


