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1. Calcule la media, una mediana y la viarianza de X en los siguientes casos:

a) X tiene funcién de probabilidad dada por

13, z=0,1,2
px(@) = {4(363 e.o.c

Solucion:

Veamos que

—~
— N
~

Il
= N[ s =

Con esto tenemos que

k=0
: 1 3
B(X?) =) kpx(k)=0+1-5+4 =3
k=0
Asi
Var(X) = E(X?) — E(X) 25—1:5
La mediana es un m : P(X <m) > 1 y P(X >m) > 3. Sea z € [1,2), entonces:
3.1
PX<2)=P(X <1)=px(0)+px(1) =7 25
31
P(XZOC):P(XZ1):px(1)+px(2)=12§

Por lo tanto cualquier valor en [1,2) es la mediana de X.



b) X tiene funcién de densidad dada por
x|, |z|>1
ol
0, e.o.c.

Solucion:
Tenemos que

) 1 0 1
E(X)Z/ tfx(t)dt:/lt.\tdt:/l—thtJr/O t2dt

30 31 1 1 0
_(_gt:—1>+(§t:0>__§+§_

Ademads tenemos que

0

E(X2):/11 thX(t)dt:/ —t3dt+/01t3dt

-1
_( 40 )+<t41>_1+1_1
N 4 li=—1 4li=0/ 4 4 2

1 1
Var(X) = E(X?) - E(X)? = 5 0=3

Como tenemos que nuestra variable aleatora X es simétrica respecto a 0, tenemos que la

mediana es 0.
0 0 t2 0 1
Fx(0) = Hdt= | —tdt=(-= =
x(0) /le() /1 ( 2 t:1> 2

¢) X tiene funcién de distribucién dada por

Con esto tenemos

0, <0
Fx(x) {1 CpeT 23>0

Solucién:
Tenemos que la distribuciéon de X es una distribucién mixta, podemos ver que:

Fx(0) =px(0)=1—p

Six > 0, entonces =

Con esto tenemos que

1—p, sixz=0
fx(x)Q pe ™, sixz>0

0, e.o.c



Tenemos que

E(X) —O‘pX(O)—i—p/OO tfx(t)dt—O-(l—p)—kp/oootetdt—pfoootetdt—p-E(Y)

o

E(X?) = 02.px(0)+p/

—0o0

t2f(t)dt = 0-(1—p)+p/ tretdt = p/ t2e~tdt = p-E(Y?)
0 0

Donde Y ~ Exponencial(1). Podemos calcular E(Y) y E(Y?) mediante la funcién gene-
radora de momentos.

00 0o —(1-t)Y |0 1
My (4) = E(eY :/ Yo=Y :/ =ty gy — (¢ -
v(t) = B(e) , ST c Y ( (1—1) y:o> 1—t

En este caso tenemos la restriccion 1 —¢ > 0 , entonces 1 > t.

d* My (t)
ky _ Y .
Tenemos que E(Y") = T‘t:o’ entonces:
dMy (t) 1
E(Y)=0-(1— : ) _ ’ 1
¥) (1=p)+p dt  lt=0 (1 —1t)2lt=0
d® My (t) 2(1 —t)
E(Y?) =02 (1 - 7’ 27‘ _ o
V) =0 =p 4 | L = T =i o
Con esto
E(X)=p, EX?*=2p
Asi
Var(X) = B(X?) - B(X)? = 2p — p?
Para la mediana tenemos dos casos:
e Casop < % = La mediana es 0 dado que Fx(X <0)=px(0)=1—p > %

e Caso p > % = La mediana es el valor m : Fx(m) =

1
Fx(m)=Px(X <m)=1—pe * = g = m= log(2p)



2. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad dada por:

1
fx(xz) = 56_"”', xreR
a) Obtenga la funcién generadora de momentos de X, indicando la regién en donde esta
definida.

Solucion:
Tenemos Mx (t) = E(etX)

E(e™) = /Z e fx(x)dr = /

—0o0

1 /0 (t+1) /OO —(1-1)
= _ e Tdx + e Tdx

0 1 © e 1
el exdx)/ e Ze " dx
2 ) 2

—0o0
1 e(t+1)m 0 e_(l_t)x o0 1
= (— N i
2<t—|—1 T=—00 (1—t) 17:0)78Z <
1 ( 1 n 1 ) 1 o1
= — = S1 .
2\14+¢t  1-t 1—t2’
b) Calcula la esperanza y la viaranza de X usando a).
Solucién:
dF Mx (t
Tenemos que E(X*) = dt)]‘f()‘t:O
Entonces
E(X)_dMX(t)‘ 2t ‘ B
dt =0 (1—12)2l=0
M 2(1 — %) + 4¢(1 — ¢
E(X2):d7X(t)‘ — ( t)+t( t)‘ —9
dt®> =0 (1 —¢2)4 t=0
Asi

Var(X) = E(X?) - E(X)* =2

c¢) Obtenga la funcién de distribucién (acumulada) de Y = | X|

Solucién:
Tenemos Fy (y) = P(Y <y) =P(|X|<y)=P(—y < X <y) = Fx(y) — Fx(—vy).

Encontremos Fx, podemos reescribir fx de la siguiente forma:

1 _x .

se¥, st x <0
fx(@)=37 .
56 , stx >0

1.- Caso z < 0.




2.- Caso x>0

0 x
1 1 1 0 "
—002 0 2 T=—00 +=0 2
Con esto
e, six <0
Fx(x 27
X ){1—56_1, sixz>0
Veamos esto en Fy
1, 1, B
Fy(y)=Fx(y) —Fx(—y)=1— e ¥ —_—e¥=1-¢

3. Suponga que el tiempo de reparaciéon de un articulo electrénico es una variable aleatoria X
con funcién de densidad dada por

0, e.o.c

Fx(x) = {2336‘962, x>0

a) El costo de reparacién de un articulo es Y = ¢X + 1, donde la constante ¢ es un costo

por unidad de tiempo. Calcule el costo de reparacién esperado.
Solucién:

Tenemos E(Y) = E(cX + 1) = cE(X) + 1. Calculemos E(X).

E(X) = / tfx(t)dt = /0 t-ote ' dt = /0 2w~ dt

—0o0

Consideremos el cambio de variable y = t? = dy = 2tdt = t = VY, dado que t > 0.
Con esto tenemos

00 B dy 00 1
E(X) = Qe Y 2 — Yd
(X) /0 ye NG /0 y2e Ydy

. > a—1_—Az F(a)
Por enunciado tenemos que % e Mdx = o Entonces
0
00 00 T 3 3
E(X) =/ y2e Yy =/ y2 ey = (5) = F(*)
0 0 12 2

Con esto

E(Y)=cE(X)+1= c-F(%) 41

Sea Z = e~9X 2(@ > 0) el factor de depreciacién. Calcule la esperanza y vairanza de Z.
Solucién:

Tenemos que



E(Z) = B(e™™X") = / e f o (£)dt = /0 ot gt

— / " e (@t g
0

Usaremos un cambio de variable para completar esta integral como la distribucién de X
del enunciado. Usamos y = v/a + 1t = dy = v/a + 1 dt, obteniendo

E(Z) /OO 2 e dy 1 /002 2 1
= = [ =
0 \/a—}—ly va+1 a+1 ) 4 4 a+1

Ahora veamos E(Z?)
B(ZY) = B((e P) = Bl = [~ e p(oy

* o —t2 > —(142a)t?
= e M L 2te” U dt :/ 2te T dt
0 0

Usaremos un cambio de variable para completar esta integral como la distribucién de X
del enunciado. Usamos y = v/1 + 2ax = dy = /1 + 2a dx, obteniendo

E(ZQ) /OO 2 eny dy 1 /OO 2 7y2d ]_
= = e =
o Vit Vitza 1+2afy Y YT 1t

Con todo esto

1 1 a?

T 1422 (1+a? (1+20)(1+a)?

Var(Z) = E(Z%) — E(Z)?



