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1. Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcién de probabilidad dada por

T+ :
376:[/7 st x,y=1,2,3,

pxy(z,y) =
0, si no.

a) Discuta si X e Y son variables aleatorias independientes.
b) Calcule E(X —Y)y Var(X —-Y).
c¢) Calcule la funcién de probabilidad de Z = X +Y

Respuesta:

a.- Podemos encontrar las distribuciones marginales de X e Y haciendo lo siguiente:

3
]P’(le):ZIP’(le,Y:y):%:ZP(X::U,Y:U:P(Y:D

3
P(X:Q):ZP(Xzz,Y:y):%:ZP(X::U,Y:2):P(Y:2)

3
15
P(X:3):ZP(X:3,Y:y):%:ZP(X::C,Y:?,):P(Y:?,)
Para ver si son independientes basta ver que

PX=zY=y)=PX=x)PY =y)Va,ye€{1,2,3}

Podemos notar que si tomamos X = 1,Y = 1 tenemos que:

P(X = )P(Y =1) = <%)2 _ (b? _ 1716

2 1
PX=1Y=1)= =

Entonces como P(X =1,V =1) # P(X =1)P(Y = 1), X e Y no son independientes.



b.- Tenemos que W := X — Y tiene como valores posibles los w € {—2,—1,0, 1,2}, donde:

BW = —2) =B(X =1,Y =3) = }
PW=-1)=P(X=2Y=3)+P(X=1,Y =2)
PW=0)=PX=1Y=1)+P(X=2Y=2) IP’(X:37Y:3):%
PW=1)=PX=3Y=2)+P(X=2Y=1)=2
P(W=2)=P(X=3Y=1)=3
Asi
1 2 3 2 1
EW)=-2-—-1-+4+0-+1-4+2-=0
(W) 9 9+ 9+ 9+ 9
1 1 3 2 1 10
w7 9+ 9+09+ 9+9 9
Con esto

E(X —Y)=E(W)=0

Var(X —Y) = Var(W) = E(X?) - E(X)? = E(X?) =

c.- Tenemos que Z = X + Y sélo puede tomar los valores en {2,3,4,5,6}, en otro caso la
probabilidad es 0. Tenemos que:

P(Z=2)=P(X=1,Y=1) =
P(Z=3)=P(X=2Y=1)+PX=1Y=2)=2
P(Z=4)=P(X=3Y=1)+P(X=1,Y=3)+P(X=2Y =2)=12
P(Z=5)=P(X = 3Y_2)+]P>( =2,Y =3)=1
P(Z=6)=P(X =3,Y =3) =

35, Slz=2

S, size{3,6}

p2()=P(Z=2)=3 12 siz=4
10
36°

0, en otro caso.

siz=25




2. Suponga que los lado X e Y de una placa rectagular son variables aleatorias con funcién
densidad conjunta dada por

z+y, si (z,y)€(0,1)%
fxy(z) =

0, si no.

a) Calcule la correlacién entre X e Y.
b) Calcule la esperanza y varianza del perimetro de la placa.

c¢) Calcule la probabilidad de que el drea de la placa exeda a su valor esperado.

Respuesta:

a.- Tenemos que

=[G ga= [

~(5570) =5
N 6 ly=0/ 3

Ademas tenemos que

1 1
fX(x):/O(a:+y)dy:m/0 dy+/0 ydy=x+ -, x€l0,1]

De manera andloga, por simetria

fr(y) :y+%, y € [0,1]

Por lo que E(X) =E(Y)

! 1 3z 7
F(X)= Ndxe = [ = + — -
(X) /ox(x+2)$ (3+4x—o) 12
Con todo esto tenemos:
1 7\2 48 — 49 1
Cou(X,Y) = E(XY) ~ E(OE(Y) = 5 - (ﬁ) - = ——



b.- El perimetro es la suma de sus lados, por lo que tenemos que calcular la esperanza y la
varianza de la variable aleatoria P = 2(X +7Y)

E(P) = EQ(X +Y)) = 2E(X) + 2E(Y) = 4E(X) =4 = |

Var(P) = Var(2(X +Y)) = 4Var(X +Y) = 4(Var(X) + Var(Y) — 2Cou(X, Y))

Para esto nos falta ver F(X?) (dado que Var(X) = E(X?) —E(X)?y Var(X) = Var(Y)):

4 301 5
x:O):E

E(X?) :/01$2<x+;)d:c: (%4—%

Asi

Var(X)zi—(llzy:ﬁo_élg— 11

12 144 144

Con todo esto tenemos que:

22 1)_4% 2
144 3

P :4(— 9~
Var(P) 144 1

c.- Tenemos que el area de un rectangulo se calcula multiplicando lado por lado. Entonces
el valor esperado del drea es E(XY) = 1/3 (este fue calculado en la pregunta la). Queremos
integrar fx y(x,y) sobre

1
D:{(x,y)€R2:0<x§1,O<y§1, iL'yZ§}

Consideraremos el siguiente cambio de variable:

U

u=3ry —xr=—

v

v

v=3y —y=-2

Yy Yy 3

Ahora calculemos el Jacobiano, con esto:

Oz Oz 1 _ 1 1

5 & =[5 T
Ju 0 0 3 3v

Asi tenemos que



Con todo estos nuestra area de integracién queda :
D:{(x,y)€R2:0<:c§l, 0<y<1, 3wy21}
9 u v
:{(u,v)eR 0<<L0<z<, uZl}
v
:>{(U,U)GR2:O<U§U, 0<wv<3, uZl}

:>D':{(u,v)€R2:1<u§U, 1<v§3}

Asi

3 s oy 1
P(XY > 1/3) = dy dr = “+ ) —dud
v >13) = [ [wepayde= [ [ (247 duas
3 2 3
u u|v 1 v 1
= — = dv = Bl P
/1<6v2+9u:1>” /1<18+9 6v2>”
_(v2+v+13)_4
- \18 18 6v 11/ 9

Asi tenemos que la probabilidad de que el area de la placa sea mayor a su promedio es de 4/9.




3. Sean X e Y variables aleatorias con funcién funcién generadora de momentos conjunta dada
por
1
MX,Y(ty 8) _ e§(t2+2pts+32)’ (t, s) c RQ,

donde |p| < 1. Considere las variables aleatorias U = X +Y y V=X - Y.
a) Calcule Cov(X,Y).
b) Calcule Cov(U, V).

c) Demuestre que U y V son independientes.

Respuesta:

a.- Tenemos que

Mx(t) = Mxy(t,0) = e2” y My (s) = Mxy(0,s) = e2*
Podemos notar que las funciones generadoras de momentos de X e Y son iguales, por lo tanto,

X e Y tienen la misma distribucién y, por lo tanto, la misma esperanza y varianza. Con esto
tenemos que:

8M)((t) 142
E(X) =E(Y) = ‘ - -
(X) (¥) ( ot t:O) fez t=0 0
Ademas tenemos que:
0> Mx y(t, ) 142 2
E(XY) = 7‘ _ (2 —2ptsts?) _
( ) < Os Ot t=0, s:0> ((t +ps)(s+pt) + p) e t=0, s=0 p

Con esto tenemos que
Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = p
b.- Sabemos que:
Cov(U,V) = E(UV) —E(U)E(V) =E( (X + Y)(X = Y) ) — E(X + Y)E(X — )
—E(X2-Y?) - (E(X) + E(Y)) (E(X) - IE(Y))
— E(X2) —E(Y?) — (E(X)2 - E(X)2>
—E(X?) - E(X) - (E(Y?) - E(Y)?)
— Var(X) - Var(Y) = 0

Esto ocurre dado que sabemos que X distribuye igual que Y y por lo tanto tenemos que
Var(X) =Var(Y).



c.- Tenemos que U = X +Y y V = X — Y, veamos las funciones generadoras de momentos
de U y de V:

MU(t) — E(etU) — E(et(XJrY)) — E(etXHY) _ Mxy(t,t) _ e%(t2+2pt2+t2) _ €t2(1+p)

Mv(S) _ E(etV) _ E(es(XfY)) _ E(estsY) _ MX,y(S, —8) _ 65(3272p52+s2) _ 632(17,0)
Ahora veamos la funcién generadora de momentos de {U, V'}

MUV(t, 8) — E(etUJrsV) _ ]E(et(X+Y)+S(X7Y)) — E(e(t‘i’s)x‘i’(t*S)Y)

= Mxy(t+s,t—s) = exp{;((t—l- 9 + 20t +5)(t — 5) + (¢~ 5)?) }
~ exp {% (2 25 + %) —20(2 — ) + (22— 215+ ) }
— exp {t2(1 +p) + s2(1 — p)}
— exp {t2(1 + p)} exp {82(1 _ p)}

= My(t) - My (s)

Como tenemos que My v (t,s) = My (t) - My (s) tenemos que U y V son independientes.



