EYP2106 Modelos Probabilisticos

Solucion de la Interrogacion 3

Profesor Fernando Quintana
Ayudante Rubén Soza
Semestre 2019/1

1. Tenemos que fx(x) = (2M)~1[{—-M < x < M}.

(a) Laf.gm. de X es

Mx(t) = BE(e') = ﬁ /_A; ¢ dz = %Mt (MMt e,
de donde
px(t) = Mx(it) = 2]\14z't (Mt — =ity
— 2]\14@'15 (cos(Mt) + isin(Mt) — cos(—Mt) — isin(—Mt))
_ sin(Mt)
Mt

Nota: cuando ¢ = 0 esta tltima funcién se define como ¢ x (0) = 1,y ademas, limy_,( sin(Mt)/(a1¢) =
1.

(b) Se tiene que
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Como ademés se tiene que en general
0 k
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identificando términos tenemos en ambas series tenemos que

0 si k es impar
M*/(k+1) sik es par

Mk(X):{



(c) Se tiene

1 M 1 Mk+1 — (=M k+1 2Mk+1 Mk
E(Xk):/ 2 de = — ( ) = = si k es par,
2M J_n 2M kE+1 2M(k+1) k+1
y claramente F(X*) = 0 si k es impar. Esto coincide con lo anterior.

2. Como paso preliminar, sea D = {(x1,x2) : |z1| + |x2| < 1}, y notemos que

1 1—x1
// (|x1] + |x2|) dag dzy = 4/ / (x1 + x2) dxg dxy = 4/3,
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de modo que ¢ = 3/4.

(a) Podemos calcular las marginales, para obtener

3 [l-lz] 3 3 [l-le]
fxi(x1) = / (Jz1] + [w2]) dog = \361!(1—\96'1!)+/ T2 dxo
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3 3 3
= §!$1|(1 — |z1]) + 1(1 — |z1])* = 1(1 —x7), para|z| <1,

y andlogamente,

3
fxy(x2) = 1(1 —23), para |zo| < L.

Estas dos densidades son simétricas en torno a 0, de modo que E(X;) = E(X2) = 0. Ademas:
3 /! 32 2] 1

por lo que Var(X;) = Var(Xs) = 1/5. Por dltimo,

3
E(XlXQ) = Z // J}1$2(|$1| + |33‘2Dd1‘1 dzo =0
D

debido a la simetria del problema. Por lo tanto:

Var(X) = (165 12) .

(b) Claramente p(X7, X2) = 0 por lo que ellas son no correlacionadas, pero no son independientes
porque la densidad conjunta fx, x,(z1,x2) no coincide con fx, (z1)fx,(x2).

(c) Como p(X1, X2) = 0el MPL de X dado X3 es E(X1) = 0.
3. Notar que el supuesto implicaque o1 > 0,02 >0y —1 < p < 1.

(a) Tenemos que W = a” X, donde a = (1, —%)T. Luego, W debe tener distribucién normal
(univariada) con pardmetros dados por

EW)=a"E(X) =m — %uz y, Var(W) =a’Var(X)a = oi(1 — p?).



(b) Claramente (¥, XQ)T es una transformacion lineal de X por lo que debe tener también distri-
bucién normal bivariada, y ademds:

Cov(W, X3) = Cov(X1, Xo) — @COV(XQ,XQ) = po10y — poiog = 0.
02

Luego, puesto que (W, X3)7 tiene distribucién conjunta normal bivariada, el hecho que W'y X
sean no correlacionadas implica que son independientes.

4. Un cambio de variable sencillo nos da inmediatamente que Y; = log(X;) ~ N(u;, 0]2). Ademis,
log(Y) = 2 >_7_1Yj. Luego:

Miggv () = H My, (t/n) = H ptha/mAt20s [(2n?) _ ot 30 py/n+t? 30 oF (2n2)’
ol j=1

de donde log(Y) ~ N (320  pj/n, > 0y a3 /n?). Por lo tanto,
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