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1. Tenemos que fX(x) = (2M)−1I{−M < x < M}.

(a) La f.g.m. de X es

MX(t) = E(etX) =
1

2M

∫ M

−M
etx dx =

1

2Mt

(
eMt − e−Mt

)
, t ∈ R,

de donde

ϕX(t) = MX(it) =
1

2Mit

(
eiMt − e−iMt

)
=

1

2Mit
(cos(Mt) + i sin(Mt)− cos(−Mt)− i sin(−Mt))

=
sin(Mt)

Mt
.

Nota: cuando t = 0 esta última función se define comoϕX(0) = 1, y además, ĺımt→0 sin(Mt)/(Mt) =
1.

(b) Se tiene que

MX(t) =
1

2Mt

(
eMt − e−Mt

)
=

1

2Mt

( ∞∑
k=0

(Mt)k

k!
−
∞∑
k=0

(−Mt)k

k!

)

=
1

2Mt

∞∑
k=0

(
(Mt)k

k!
− (−Mt)k

k!

)
=

=
1

2Mt

(
1 +Mt+

M2t2

2!
+
M3t3

3!
+ · · · − 1 +Mt+

M2t2

2!
− M3t3

3!
· · ·
)

= 1 +
M2t2

3!
+
M4t4

5!
+
M6t6

7!
+ · · ·

Como además se tiene que en general

MX(t) =

∞∑
k=0

µk(X)tk

k!

identificando términos tenemos en ambas series tenemos que

µk(X) =

{
0 si k es impar
Mk/(k+1) si k es par
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(c) Se tiene

E(Xk) =
1

2M

∫ M

−M
xk dx =

1

2M

(
Mk+1 − (−M)k+1

k + 1

)
=

2Mk+1

2M(k + 1)
=

Mk

k + 1
si k es par,

y claramente E(Xk) = 0 si k es impar. Esto coincide con lo anterior.

2. Como paso preliminar, sea D = {(x1, x2) : |x1|+ |x2| ≤ 1}, y notemos que∫∫
D

(|x1|+ |x2|) dx2 dx1 = 4

∫ 1

0

∫ 1−x1

0
(x1 + x2) dx2 dx1 = 4/3,

de modo que c = 3/4.

(a) Podemos calcular las marginales, para obtener

fX1(x1) =
3

4

∫ 1−|x1|

−(1−|x1|)
(|x1|+ |x2|) dx2 =

3

2
|x1|(1− |x1|) +

3

2

∫ 1−|x1|

0
x2 dx2

=
3

2
|x1|(1− |x1|) +

3

4
(1− |x1|)2 =

3

4
(1− x21), para |x1| ≤ 1,

y análogamente,

fX2(x2) =
3

4
(1− x22), para |x2| ≤ 1.

Estas dos densidades son simétricas en torno a 0, de modo que E(X1) = E(X2) = 0. Además:

E(X2
1 ) =

3

4

∫ 1

−1
x21(1− x21) dx1 =

3

4

[
2

3
− 2

5

]
=

1

5
= E(X2

2 ),

por lo que Var(X1) = Var(X2) = 1/5. Por último,

E(X1X2) =
3

4

∫∫
D
x1x2(|x1|+ |x2|) dx1 dx2 = 0

debido a la simetrı́a del problema. Por lo tanto:

Var(X) =

(
1/5 0
0 1/5

)
.

(b) Claramente ρ(X1, X2) = 0 por lo que ellas son no correlacionadas, pero no son independientes
porque la densidad conjunta fX1,X2(x1, x2) no coincide con fX1(x1)fX2(x2).

(c) Como ρ(X1, X2) = 0 el MPL de X1 dado X2 es E(X1) = 0.

3. Notar que el supuesto implica que σ1 > 0, σ2 > 0 y −1 < ρ < 1.

(a) Tenemos que W = aTX , donde a = (1,−ρσ1
σ2

)T . Luego, W debe tener distribución normal
(univariada) con parámetros dados por

E(W ) = aTE(X) = µ1 −
ρσ1
σ2

µ2 y, Var(W ) = aTVar(X)a = σ21(1− ρ2).

2



(b) Claramente (W,X2)
T es una transformación lineal de X por lo que debe tener también distri-

bución normal bivariada, y además:

Cov(W,X2) = Cov(X1, X2)−
ρσ1
σ2

Cov(X2, X2) = ρσ1σ2 − ρσ1σ2 = 0.

Luego, puesto que (W,X2)
T tiene distribución conjunta normal bivariada, el hecho queW yX2

sean no correlacionadas implica que son independientes.

4. Un cambio de variable sencillo nos da inmediatamente que Yj = log(Xj) ∼ N(µj , σ
2
j ). Además,

log(Y ) = 1
n

∑n
j=1 Yj . Luego:

Mlog(Y )(t) =

n∏
j=1

MYj (t/n) =

n∏
j=1

etµj/n+t
2σ2

j /(2n
2) = et

∑n
j=1 µj/n+t

2
∑n

j=1 σ
2
j /(2n

2),

de donde log(Y ) ∼ N(
∑n

j=1 µj/n,
∑n

j=1 σ
2
j /n

2). Por lo tanto,

Y = elog(Y ) ∼ log-Normal

 1

n

n∑
j=1

µj ,
1

n2

n∑
j=1

σ2j

 .
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