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1. Tenemos

[ ezt +a2d) si0<z;<lyO<ay<l1
Fxi.x, (w1, w2) = { 0 si no.

que tiene claras simetrias en sus argumentos.

(a) Imponiendo la condicion [*°_ [*  fx, x,(x1,x2) dradzy = 1 tenemos

1,1 1 1 1 1
1 = c/ /(w%—i—x%)da}gdxl—c[/ x%/ 1dx2dx1+/ x%/ 1dx1dx2]
o Jo 0 0 0 0
1 1
2
= c[/ x%dml—l—/ x%dxg}zc,
0 0 3

de donde ¢ = %

(b) Tenemos que fx,(x1) =0siz; & (0,1).Sizy € (0,1):

> 3 [ 3 1
le(.%j) = / le,Xg(xth) dwg = 2/0 (x% +.%'§) da,’g = 5 (HT% + 3) .

Andlogamente, fx,(x2) = 0size & (0,1) y sixe € (0,1):

3 1
[xo(22) = 9 (.T% + 3> )
y claramente fx, x,(21,22)y fx,(21)fx,(22) no coinciden, por lo que X7 y X2 no son inde-
pendientes.

(c) Tenemos

3 31 1—a3
P(X1<Xp) = 5 / (23 + 23) daodz) = / (x%(l —x1) + 1) dxy
2 0 T1 2 0 3
3,01 1 1 1
3=

B N 1_3><
2\3 4 3 12) 2

Este resultado se puede intuir por la simetria del problema.
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2. X, es discreta, con soporte Dx, parat = 1,...,n.

(a) Sabemos que variables aleatorias X7, . .., X, son independientes ssi

n

P(X1 € By,..., X, € By) = [[ P(Xi € Bi), paratodo By,..., B, € B(R).
=1



Luego, si Xj,..., X, son independientes, el resultado es inmediato con B; = {z;}, i =
1,...,n. A lainversa, si px, . x,(1,...,2n) = [[/_; px,(xi), para todo (z1,...,xy,) €
Dx, x ---x Dx,,sean By, ..., B, € B(R) cualesquiera. Entonces
P(X,€By,...,X,€B,) = P(X1€BNDx,,...,X, €B,NDx,)
= Z Z P(Xlle,...,Xn:.iL'n)

como se queria probar.

©1€B1NDx,  zn€BnNDx,,
n
Z Z H px,(x;) (por hipétesis)
xleBlﬂDxl zn€BnNDx,, 1=1

[T Y px@)=]]rP&eB,

=1 xiEBimDXi =1

(b) En este caso, todos los nimeros a, b, ¢, d deben ser probabilidades, es decir, deben ser nimeros
en [0, 1], y ademds, a + b+ ¢ 4+ d = 1. Calculando las distribuciones marginales tenemos
T2
il 0 1 X, (ac 1 )
0 a b a+b
1 c d c+d
px,(x2) |a+c b+d 1

Luego, para que se cumpla independencia debemos tener que

a=(a+b)(a+c),

(c) En este caso tenemos:
2 4 8 2
a=-X-=—, b==-x
5 7 35 5

b= (a+b)(b+d),

c=(c+d)(a+c), y d=(c+d)(b+d).

6 3

2 6 3.5 15
35’

35 CTF5T7T

3
i —, = X =
7 35 5 7

demodo a+c = %,a+b= 2, yclaramente (a + c)(a + b) # a de modo que X1 y X no
son independientes, pero como px;, (0) = px, (0) y similarmente, px, (1) = px, (1), ellas si son

igualmente distribuidas.

3. Tenemos X7, ..

., X, independientes, con X; ~ Weibull(a, \;) parai =1,...,n.

(a) El tiempo hasta que la primera maquina se averie es min(Xj, ..., X,,). Denotando por Y dicha

variable tenemos que para y > 0:

P(Y >y)=P(X1>vy,..

n n

L Xn>y) = [[ P> y) =[] - Fx, ().

i=1 i=1

Como paray > 0, Fx,(y) = [; fx,(x)dx =1 — exp(—X;z{) tenemos que

P(Y >y) = [Jexp(—Aiy®) = exp <— {Z )\i} ya) ;
i=1 i=1

de modo que Y ~ Weibull(a, Ay), con Ay =D 00 | A,
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(b) Puesto que Fy (0) = 0 tenemos

[e.e]

EY) = /Ooo(le(y))dyz i exp(—A+y”) dy

1
= / —wuo texp(=Aju)du (haciendo u = y®)
0 o
I'(l/a) T(1+1/a)

ax/e o ple

4. Tenemos que fx, x,(71,72) = I91)(z1)L0,1)(T2)-

(a) Consideremos (Y7, Y2) = g(X1, X2) = (X1—X2, X3), de modo que (X1, X3) = g7 1(¥7,Y3) =
(Y1 4+ Y3,Y5), y claramente la matriz Jacobiana de g_1 tiene determinante 1, de modo que

iy (Y1, 92) = Lo, (Y1 + y2)L0,1)(y2),

Como nos interesa fy, (y1), calculamos la densidad marginal, notando que el soporte de Y7 es
(—1,1). Distinguimos 2 casos:
e (i)si —1 < y; < Oentonces y; +y2 € (0,1) e yo € (0,1) implican que —y; < y2 < 1, de
modo que
1
fri(n) = / Ldy, =14y
-1
e (ii) Si0 < y; < lentonces y; + y2 € (0,1) e yo € (0,1) implican que 0 < yo < 1 — y1,
de modo que

1-y1
fY1(y1):/ ldy =1—1y.
0

En resumen,
14y si—1<y; <0
M) =4 11—y si0<y <1
0 si no,

que corresponde a una densidad de tipo triangular.

(b) (i) Por definicion, E(Y1) = [0y fy;(y1) dy1 que en este caso resulta ser 0 porque fy; es simétrica
en torno a 0 y ademads tiene soporte acotado (de modo que E(Y7) existe).
(ii) Se tiene E(Y1) = E(X; — X2) = E(X1) — E(X2) = 0 porque X; y X5 son idénticamente
distribuidas (por lo que tienen la misma esperanza, y esta esperanza existe).



