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1. (a) Dado que U = u, Z se transforma en una combinación lineal de v.a. independientes con distri-
bución N(0, 1), y por tanto Z | U = u tiene también distribución normal. Puesto que X1 y X2

son independientes de U se tiene

E(Z | U = u) = uE(X1 | U = u) + (1− u)E(X2 | U = u) = uE(X1) + (1− u)E(X2)

= 0

Similarmente,

Var(Z | U = u) = u2Var(X1 | U = u) + (1− u)2Var(X2 | U = u)

= u2Var(X1) + (1− u)2Var(X2) = u2 + (1− u)2.

Luego Z | U = u ∼ N(0, u2 + (1− u)2).

(b) Se tiene E(Z | U) = 0 por lo que E(Z) = E(E(Z | U)) = 0. Además, usando Var(Z) =
E(Var(Z | U)) + Var(E(Z | U)):

• E(Var(Z | U)) = E(U2 + (1− U)2) = E(U2) + E((1− U)2) = 2/3.
• Var(E(Z | U)) = Var(0) = 0.

Sumando lo anterior se tiene Var(Z) = 2/3.

2. (a) Puesto que E(Y | X = x) = x y Var(Y | X = x) = x tenemos E(Y | X) = X y
Var(Y | X) = X de donde

E(Y ) = E(E(Y | X)) = E(X) =
α

β
,

y

Var(Y ) = Var(E(Y | X)) + E(Var(Y | X)) = Var(X) + E(X)

=
α

β2
+
α

β
=
α(1 + β)

β2
.

(b) El MP de X dado Y es E(X | Y ). Primero calculamos la distribución condicional de X dado
que Y = y:

fX|Y=y(x | y) =
pY |X=x(y | x)fX(x)∫∞

−∞ pY |X=t(y | t)fX(t) dt
=

xy

y! e
−x βα

Γ(α)x
α−1e−βx∫∞

0
ty

y! e
−t βα

Γ(α) t
α−1e−βt dt

=
xy+α−1e−x(1+β)∫∞

0 ty+α−1e−t(1+β) dt
=

(1 + β)y+α

Γ(y + α)
xy+α−1e−x(1+β), x > 0,
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por lo que X | Y = y ∼ Gama(y + α, 1 + β), y entonces el MP es

MP = E(X | Y ) =
Y + α

1 + β
.

Además,

Var(MP) = Var

(
Y + α

1 + β

)
=

Var(Y )

(1 + β)2
=

α(1 + β)

β2(1 + β)2
=

α

β2
× 1

1 + β
,

y como (1 + β)−1 < 1 tenemos que Var(MP) < Var(X).

3. (a) Se tiene

E{(Y − c)2} = E{Y 2 − 2cY + c2} = E(Y 2)− 2cE(Y ) + c2 =

= E(Y 2)− {E(Y )}2 + {E(Y )}2 − 2cE(Y ) + c2

= Var(Y ) + {E(Y )− c)}2,

lo que prueba la indicación. Para probar que E{(Xn − µ)2} → 0 cuando n → ∞, usamos la
indicación:

E{(Xn − µ)2} = Var(Xn) + {E(Xn)− µ}2 → 0,

cuando n→∞ por hipótesis.

(b) Con Xn = (Y1 + · · · + Yn)/n tenemos E(Xn) = µ por linealidad y Var(Xn) = σ2/n por
independencia, y entonces las hipótesis de (a) aplican inmediatamente a este caso, para concluir
lo pedido.

4. Por las condiciones del problema se tiene que Un
c.s.−→ µ (LFGN), lo que implica en particular

Un
P−→ µ cuando n → ∞. Además, por el TCL,

√
nVn/σ

D−→ Z ′ ∼ N(0, 1). Luego, por
Slutsky

Un +

√
n

σ
Vn

D−→ Z = µ+ Z ′ ∼ N(µ, 1).

(Bono) El resultado anterior significa queWn ≡ Un+
√
n
σ Vn distribuye aproximadamente como

N(µ, 1), de modo que Wn − µ distribuye aproximadamente como N(0, 1). Luego:

P (|Wn − µ| < δ) ≈ Φ(δ)− Φ(−δ) = Φ(δ)− (1− Φ(δ)) = 2Φ(δ)− 1.
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