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(a) Dado que U = u, Z se transforma en una combinacién lineal de v.a. independientes con distri-
bucion N(0,1), y por tanto Z | U = u tiene también distribucion normal. Puesto que X; y X»
son independientes de U se tiene

EZ|U=u) = vwEX1|U=u)+(1—-uw)EX2|U=u)=uE(X1)+ (1 —u)E(X?)
=0

Similarmente,

Var(Z |U =u) = wu*Var
u*Var

(X, | U= u) (1-— )QVar(Xg | U = u)
(X1) + (1 —w)*Var(Xy) = u? + (1 — u).
Luego Z | U = u ~ N(0,u? + (1 — u)?).

(b) Se tiene E(Z | U) = 0 por lo que E(Z) = E(E(Z | U)) = 0. Ademds, usando Var(Z) =
E(Var(Z |U)) + Var(E(Z | U)):

e E(Var(Z |U)) = E(U?+ (1 -U)?) = E(U>) + E((1-U)?) = 2/s.
e Var(E(Z | U)) = Var(0) = 0.
Sumando lo anterior se tiene Var(Z) = 2/3.

(@) Puestoque E(Y | X = 2) = xy Var(Y | X = 2) = xtenemos E(Y | X) = Xy
Var(Y | X) = X de donde

E(Y)=EEY | X)) =E(X) =

)
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Var(Y) = Var(E(Y | X))+ E(Var(Y | X)) = Var(X) + E(X)
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(b) EIMP de X dado Y es E(X | Y). Primero calculamos la distribucién condicional de X dado
que Y =y:
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porloque X | Y =y ~ Gama(y + «, 1 + 3), y entonces el MP es

Y +a

MP=FE(X|Y)= T

Ademas,

Var(MP) = Var (Y + a) _ Var(Y) a(l+p) « 1

L+5) " (Hp2 P+ p? 2145
y como (1 + 3)~! < 1 tenemos que Var(MP) < Var(X).

(a) Se tiene

E{(Y —¢)?} E{Y? —2¢Y +¢*} = E(Y?) = 2cE(Y) + ¢ =
E(Y?) —{EW)}* +{BE(Y)}* —2cE(Y) + ¢?

= Var(Y) +{B(Y) - o)},

lo que prueba la indicacién. Para probar que E{(X,, — u)?} — 0 cuando n — oo, usamos la
indicacio6n:

E{(Xn — p)?} = Var(Xy) + {E(Xy) — u}? = 0,
cuando n — oo por hipdtesis.

(b) Con X,, = (Y1 + -+ Y,,)/n tenemos E(X,) = p por linealidad y Var(X,,) = o2/n por
independencia, y entonces las hipétesis de (a) aplican inmediatamente a este caso, para concluir
lo pedido.

= Por las condiciones del problema se tiene que U,, — 1 (LFGN), lo que implica en particular
Up — w cuando n — oo. Ademds, por el TCL, /nV,, /o L7~ N(0,1). Luego, por
Slutsky
Umﬂfvn D Z = p+72 ~N(u).

= (Bono) El resultado anterior significa que W, = U,, + @Vn distribuye aproximadamente como
N(u,1), de modo que W,, — p distribuye aproximadamente como N (0, 1). Luego:

P([W, — p] < 8) ~ ®(8) — B(—8) = B(6) — (1 — B(5)) = 28(5) — 1.



