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1. Sea X una variable aleatoria con distribucién Doble Exponencial, cuya funcién densidad de
probabilidad esta dada por:

fx(@) = yospl-lal},  zeR

a) Encuentre la funcién generadora de momentos de X y, en base a ella, obtenga E(X) y
Var(X).

Solucidn: Se pide:

S|
Mx(t) = E(¥) = / etﬂcie—‘ﬂc| dz  [0,3]

0 [e%)
- ;{ / =) go 4 / e(t=1) da:}. [0,3]
—00 0

Para que ambas integrales existan se deben cumplirt +1 > 0yt — 1 < 0, es decir,
—1 < ¢t < 1[0,3]. En ese caso:

0 00
1 et (t+1) et(t—1)
Mx(t) = =
x () 2] t+1| +t—10
1
= 5 [05]
Para encontrar E(X) y Var(X):
dMx (t) 2t
E(X) = == | =0 [10
dt |,y (1—=1t2)2%|,_
d*Mx (t)
Var(X) =E(X?) = ——~~2
ar(X) = B(X?) |
2(1 —t2)? + 8t3(1 — ¢
_ )° +8t%( T
(1—t2) 1=0
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b) Sean X1, X5 variables aleatorias independientes, ambas con distribucién Doble Exponen-
cial. Encuentre la funcién generadora de momentos de Y = | X | + | X2|.

Solucidén: Se pide:

E(etY) _ E(€t|X1|+t|X2|)
E(e/ME(e!1X2]) por independencia

= M, (1) Mixy (£) = (Mix, (£)", [10]

My (t)

pues | X;| y | X2| tienen la misma distribucién. Por otra parte,

> 1
My, () = E(@¥) = / el e d
—0o0

1 0 e’}
= 2{/ et1-1) du+/ et(t=1) du}. [0,5]
—00 0

Para que ambas integrales existan, se debe cumplir que ¢ < 1. [0,3] En ese caso:

0 00
1 eu(l—t) eu(t—l)
Mix, (t) = =
() 2y 1= T
—00 0
1
= — 0,5
- [08]
Luego,
1 \2
My(t) = —— 0,3
v (1) (1 ! t) (03]
[1,0] punto base
2. a) Sean Xy, X1,..., X, variables aleatorias independientes, todas con la misma varianza,

a2 > 0. SeaY; = X; — Xj1,5 = 1,...,n,y sea Y = Y1, Yi/n. Determine la
varianza de Y.

Solucidn: Se tiene:

Y, = X,- X,
Yo = Xo—-Xy
Y; = X3-Xo

Y, = X,—X,1.

Luego,

3

]
I

1
Y= E(Xn — Xo), [1,0]

3

J=1

202

Var(Y) = %(Var(Xn) + Var(Xy)) = e [1,0]
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b) Sean X e Y variables aleatorias con varianzas ag( y 012,, respectivamente, ambas mayores
que cero. Utilice que:

X Y X Y
Var| — +— | >0 y que Var| — —— | >0
ox oy 0x Oy

para demostrar que |pyy| < 1, donde px y corresponde al coeficiente de correlacion
entre X e Y.

Solucién: Tomamos primero:

X Y
0 < Var<+)

ox Oy
Var(X Var(Y X Y
LV ) (X 0)
ox o0y ox Oy
o o?
= X+L+2 Cov (X,Y)
ox oy oxoy
= 242 PX)Y,
de donde
pxy = —1. [1,0] (1

Del mismo modo:

X Y
0 < Vvar| — — —

ox Oy
Var(X Var(Y X Y
= ar(2 )+ ar(2 )—2COV<,>
0% oy ox oy
o2 ol
= F+%-2 Cov (X,Y)
ox Oy oxO0y
= 2-2 PX,Y
de donde
pxy < 1. [1,0] (2)

Las ecuaciones (1) y (2) aseguran que |px y| < 1.

¢) Sean X7i,..., X, variables aleatorias con la misma varianza, o2, y tales que todos los
coeficientes de correlacion de pares de ellas son iguales a p. Demuestre que:

Solucién: Sabemos que:

0 < Var (Zn: Xi> = Zn: Var(X;) + 2 Zn: > Cov(X;, X;).
=1

i=1 i=1 j>1
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Por otra parte,
o COV(XPZ‘7 Xj)
N o-0
luego:

i=1 j>i

—1
= n02+2mp02
= nol+nn—1)pad?

Dado que no? > 0:

= p> — 1 [2,0]
[1,0] punto base
3. a) Sean Xj,..., X, variables aleatorias. Demuestre que:
n n n
Var (Z Xz-) = Var(X;) +2) ) Cov(Xy, X;).
i=1 i=1 i=1 j>i

Puede utilizar resultados demostrados en clases o en ayudantias.

Solucién: Sabemos que, si A es una matriz de dimensiones m x n, X = (X1,..., X))
un vector aleatorio,e Y = A X,

Var(Y) = A Var(X) AT,

En este caso, tomamos A, de dimensiones 1 x n, A = (1,...,1). De modo que

Y:AX:iXi.
i=1

Modelos Probabilisticos 4 Segundo Semestre 2017



Luego,

Var(X7) Cov(X1, X9) e Cov(X1, X,) 1
a ) Cov(Xs, X1) Var(X5) . Cov(Xs, X,) 1
Cov(X,,X1) Cov(X,, X2) . Var(X,,) 1
n n—1
= Var(Xl)+ZC0V(Xj,X1)7...,Var(Xn)+ZCOV(Xj,Xn) .
j=2 j=1 :
1
n n
= ) Var(X) + > Y Cov(X, X;).
i=1 i=1 j#i

Dado que Cov(X;, X;) = Cov(X;, X;):

Var (zn: XZ»> = Zn: Var(X;) + 2 zn: > Cov(X;, X;).  [3,0]
=1 =1

i=1 j>i

_ (X
x=(x):

con X; y Xg vectores aleatorios de dimensiones n; y ng, respectivamente. Demuestre
que, para todo t; € R"* y 0 € R™2:

b) Sea el vector aleatorio

PX (tl) = @X(tla 0)'

Solucién: Seat € R™, con n = ni + na:

t1 t.l tnl.H
ty, tn
luego,
tTX = (¢, 1) < 2 ) —tIX; +tIXy.  [1,0]
Se tiene:

px(t) = E<eitTX>
_ E<ez’(t?xl+t§Xz>), [1,0]
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Si tomamos ty = 0,
T
ex(t1,0) = E (eltlxl> = px, (t1), [1,0]

que es lo que se pedia demostrar.

[1,0] punto base
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