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1. Para una misma persona, el puntaje en una prueba de aptitud matematica, X, es un valor entre
0y 1, y lo mismo ocurre con el puntaje en una prueba de aptitud musical, Y. En una poblacion
dada, la funcién densidad de probabilidad conjunta de estos puntajes estd dada por:

22z +3y) ,(x,y) €10,1] x [0,1]
fXY(x’y){s 0 ! ,(x,Z)gé[O,l]x[O,l].

a) (Cudl es la probabilidad de que una persona extraida de manera aleatoria a partir de esta
poblacién obtenga un puntaje mayor a 0,8 en la prueba de aptitud matematica?

Solucion: Se pide P(X > 0, 8). Previamente obtenemos fx (x). Para0 < z < 1 se tiene:

1
fx(x) = /fo,y(w,y) dy

1
= / g(2w+3y) dy  [0,5]
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La probabilidad pedida corresponde a:

1
P(X >0,8) = / fx(z) dx
0,8

1
:/ 1043 da [0,5]
0s \5 5
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b) Siel puntaje de esta persona en la prueba de aptitud musical es 0,3, ;cudl es la probabilidad
de que su puntaje en la prueba de aptitud matematica se mayor a 0,8?

Solucion: Se pide P(X > 0, 8|Y = 0, 3). Previamente obtenemos:

fxyv(z,0.3)
x[0.3) = ——————.
Para el denominador, con 0 < y < 1:
12
) = [ FCo+s)de

1

+ 3y

il
2 o

(1+3y). [1,0]

(S0 RGN V]

En nuestro caso, se requiere fy (0,3) = 2/5 x 1,9. Luego,

(2/5) 2z +0,9)  2x+40,9
(2/5)1,9 1,9

fxy (2]0.3) = [1,2]

y con esto, la probabilidad pedida corresponde a:

1
P(X >0,80,3) — / Fry (@]0.3) da
0.8
1

1
- / (2240,9) dz  [1,2]

1,9 Jog
1
- 1—9<x2|é’8+0,9(1—0,8))
= 119 ((1-0,8)40,9-0,2).  [04]

[1,0] punto base

2. Sean X7 y X, variables aleatorias independientes con distribuciones Gama(q;, A), i = 1,2,
respectivamente. Obtenga la funcién densidad de probabilidad conjunta de Y71 = X /(X1 + X32)
e Yo = X», y utilicela para mostrar que Y] sigue una distribucién Beta(a, a).

Ayuda: La funcion densidad de la distribucién Gama(c, A) estd dada por

fa) = %xo‘_l exp{—-Az} ,z>0
0 ,x < 0.

La funcién densidad de la distribucién Beta(c, 3) esta dada por

f(z) = reteh e (1 - 2)f L e (0,1)
0 Lz (0,1).
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Solucidn: La transformacion corresponde a:

X
X1 AN Y = X1+1X2 .
Xo Yo Xo

Esta transformacion es invertible, con:

9 Y1, y2) = (w1, 22) = < Y1 y;1,y2> . [0,5]

El Jacobiano de la transformacién corresponde a:

Y2 5 Y1
J = (1—81) (1*11/1) , [1,0]

y el valor absoluto de su determinante corresponde a:
Y2
(1—y1)?*

yaque y2 = 2 > 0[0,2]. Por otra parte, la funcién densidad de probabilidad conjunta de X7 y
Xo corresponde a:

o1 +a2

2 a5 exp{ A1 + 2)},

Fxi.x, (@1, w2) = ()l (az)

cuando (1, z2) € R?, y cero en otro caso. Luego, la funcién densidad de probabilidad conjunta
de (Y1, Y2) corresponde a:

Y2 Aerta vy \ T e Y142
= _A P
le,YQ(ylva) (1 o y1)2 F(Oél)F(CtQ) 1— n Yo exp 1— n + Y2
Ao1taz yf‘l_l on+as—1 { Y2 }
_ exp {4 —\ , 1,0
[(ap)T(ag) (1 —yp)ort? v P 1-u o

con (y1,y2) € (0,1) x R* [0,3]. Para obtener la densidad de probabilidad marginal de Y;:

)\a1+o¢2 ytlhfl /oo tag—1 { Yo }
- artaz—lo ]y dys.  [0,5

El término en yo dentro de la integral corresponde al kernel de una distribucion Gama(a; +
a2, A/(1 — y1)) cuya constante es:
N ajtasg
(1—?!1)

F(a1 —1—042) '

Multiplicando y dividiendo la integral por esta constante se obtiene:

Flog +a2) 41

vi(yn) = T(a1)T () Yy (1 =g [1,5]

con y; € (0,1) [0,2], lo que corresponde a la densidad de probabilidad de una distribucién
Beta(aq, as). [0,3]

[1,0] punto base
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3. ) Sea X una variable aleatoria Uniforme en el intervalo (0, 5). Encuentre la probabilidad de
que la ecuacién en v dada por 4u? + 4uX + X + 2 = 0 tenga raices reales.

Solucién: Para que la ecuacion tenga raices reales ses debe cumplir que b — 4ac > 0, con
a=4,b=4X,c= (X +2). Esto se traduce en: X?> — X — 2 > 0 [0,5]. La funcién
g(z) = 2% —x—2 corresponde a una parabola abierta hacia arriba, con vértice en z = 1/2,
yquecortaaleje zenz = —1y x = 2 [1,0], como muestra la figura.

glx) =x,—x-2

15 20

10

Xz=Xx=2>=0

T f
\ 1
]
t T T 1 T T T
1 0 1 2 3 4 5 X

Luego, g(x) > Oen (—oo, —1]U[2, +00). Al intersectar con el soporte de X, Dx = (0, 5),
se obtiene que X2 — X — 2 > 0 equivale a X € [2,5) [1,0]. Luego, la probabilidad de
que la ecuacidn original tenga raices reales corresponde a:
5-2 3
P(X?-X-2>0) = P(2§X<5):ﬁ:5. [0,5]

Nota: Puede seguir razonamientos diferentes. En ese caso, la traduccion de la condicién
original a X € [2,5) lleva [2,0]

b) Sean X1,..., X, variables aleatorias independientes, cada una con funcién densidad de
probabilidad comiin fx (z;). Sabemos que la funcién densidad de probabilidad conjunta
de los estadisticos de orden estd dada por:

! fx(z) S (21,...,2,) € D%
FX @)Xy (B n) = { 0 (21, mn) € DY,
Considere n = 3, y encuentre la funcioén densidad de probabilidad conjunta de X (1) y

X (n)-
Soluciéon: Paran = 3,

BT, fx(@). (z1,22,23) € D%
0 ,(:Cl,xg,wg) ¢ Dg’(

Para obtener la funcién densidad de probabilidad de (X 1), X(3)):

fX(1),X(2),X(3) (71,72, 73) = {

Frosoenes) = 3 [ fx@) ) x(e) don 11L0)

3

= 3lfx(z1)fx(z3) fx(x2) dxo

1
= 3lfx(z1)fx(23)(Fx(23) — Fx(z2)),  [2,0]
cuando (z1,73) € D%, cero en otro caso.

[1,0] punto base
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