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1. Para una misma persona, el puntaje en una prueba de aptitud matemática, X , es un valor entre
0 y 1, y lo mismo ocurre con el puntaje en una prueba de aptitud musical, Y . En una población
dada, la función densidad de probabilidad conjunta de estos puntajes está dada por:

fX,Y (x, y)

{
2
5(2x+ 3y) , (x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1]

0 , (x, y) /∈ [0, 1]× [0, 1].

a) ¿Cuál es la probabilidad de que una persona extraı́da de manera aleatoria a partir de esta
población obtenga un puntaje mayor a 0,8 en la prueba de aptitud matemática?

Solución: Se pide P (X > 0, 8). Previamente obtenemos fX(x). Para 0 < x < 1 se tiene:

fX(x) =

∫ 1

0
fX,Y (x, y) dy

=

∫ 1

0

2

5
(2x+ 3y) dy [0,5]

=
2

5

[
2x+ 3

y2

2

∣∣∣∣1
0

]

=
2

5

(
2x+

3

2

)
=

4

5
x+

3

5
. [0,5]

La probabilidad pedida corresponde a:

P (X > 0, 8) =

∫ 1

0,8
fX(x) dx

=

∫ 1

0,8

(
4

5
x+

3

5

)
dx [0,5]

=
4

5

x2

2

∣∣∣∣1
0,8

+
3

5
(1− 0, 8)

=
2

5
(1− 0, 82) +

3

5
· 0, 2. [0,5]
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b) Si el puntaje de esta persona en la prueba de aptitud musical es 0,3, ¿cuál es la probabilidad
de que su puntaje en la prueba de aptitud matemática se mayor a 0,8?

Solución: Se pide P (X > 0, 8|Y = 0, 3). Previamente obtenemos:

fX|Y (x|0.3) =
fX,Y (x, 0.3)

fY (0, 3)
.

Para el denominador, con 0 < y < 1:

fY (y) =

∫ 1

0

2

5
(2x+ 3y) dx

=
2

5

[
2
x2

2

∣∣∣∣1
0

+ 3y

]
=

2

5
(1 + 3y). [1,0]

En nuestro caso, se requiere fY (0, 3) = 2/5× 1, 9. Luego,

fX|Y (x|0.3) =
(2/5) (2x+ 0, 9)

(2/5) 1, 9
=

2x+ 0, 9

1, 9
[1,2]

y con esto, la probabilidad pedida corresponde a:

P (X > 0, 8|0, 3) =

∫ 1

0,8
fX|Y (x|0.3) dx

=
1

1, 9

∫ 1

0,8
(2x+ 0, 9) dx [1,2]

=
1

1, 9

(
x2
∣∣1
0,8

+ 0, 9(1− 0, 8)
)

=
1

1, 9

(
(1− 0, 82) + 0, 9 · 0, 2

)
. [0,4]

[1,0] punto base

2. Sean X1 y X2 variables aleatorias independientes con distribuciones Gama(αi, λ), i = 1, 2,
respectivamente. Obtenga la función densidad de probabilidad conjunta de Y1 = X1/(X1+X2)
e Y2 = X2, y utilı́cela para mostrar que Y1 sigue una distribución Beta(α1, α2).

Ayuda: La función densidad de la distribución Gama(α, λ) está dada por

f(x) =

{
λα

Γ(α)x
α−1 exp{−λ x} , x > 0

0 , x ≤ 0.

La función densidad de la distribución Beta(α, β) está dada por

f(x) =

{
Γ(α+β)

Γ(α)Γ(β)x
α−1(1− x)β−1 , x ∈ (0, 1)

0 , x /∈ (0, 1).
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Solución: La transformación corresponde a:(
X1

X2

)
g−→
(
Y1

Y2

)
=

( X1
X1+X2

X2

)
.

Esta transformación es invertible, con:

g−1(y1, y2) = (x1, x2) =

(
y1 y2

1− y1
, y2

)
. [0,5]

El Jacobiano de la transformación corresponde a:

J =

(
y2

(1−y1)2
y1

(1−y1)

0 1

)
, [1,0]

y el valor absoluto de su determinante corresponde a:

|det J | = y2

(1− y1)2
, [0,5]

ya que y2 = x2 > 0 [0,2]. Por otra parte, la función densidad de probabilidad conjunta de X1 y
X2 corresponde a:

fX1,X2(x1, x2) =
λα1+α2

Γ(α1)Γ(α2)
xα1−1

1 xα2−1
2 exp{−λ(x1 + x2)},

cuando (x1, x2) ∈ R2, y cero en otro caso. Luego, la función densidad de probabilidad conjunta
de (Y1, Y2) corresponde a:

fY1,Y2(y1, y2) =
y2

(1− y1)2

λα1+α2

Γ(α1)Γ(α2)

(
y1 y2

1− y1

)α1−1

yα2−1
2 exp

{
−λ
(
y1 y2

1− y1
+ y2

)}
=

λα1+α2

Γ(α1)Γ(α2)

yα1−1
1

(1− y1)α1+1
yα1+α2−1

2 exp

{
−λ y2

1− y1

}
, [1,0]

con (y1, y2) ∈ (0, 1)× R+ [0,3]. Para obtener la densidad de probabilidad marginal de Y1:

fY1(y1) =
λα1+α2

Γ(α1)Γ(α2)

yα1−1
1

(1− y1)α1+1

∫ ∞
0

yα1+α2−1
2 exp

{
−λ y2

1− y1

}
dy2. [0,5]

El término en y2 dentro de la integral corresponde al kernel de una distribución Gama(α1 +
α2, λ/(1− y1)) cuya constante es: (

λ
1−y1

)α1+α2

Γ(α1 + α2)
.

Multiplicando y dividiendo la integral por esta constante se obtiene:

fY1(y1) =
Γ(α1 + α2)

Γ(α1)Γ(α2)
yα1−1

1 (1− y1)α2−1, [1,5]

con y1 ∈ (0, 1) [0,2], lo que corresponde a la densidad de probabilidad de una distribución
Beta(α1, α2). [0,3]

[1,0] punto base
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3. a) Sea X una variable aleatoria Uniforme en el intervalo (0, 5). Encuentre la probabilidad de
que la ecuación en u dada por 4u2 + 4uX +X + 2 = 0 tenga raı́ces reales.

Solución: Para que la ecuación tenga raı́ces reales ses debe cumplir que b2− 4ac ≥ 0, con
a = 4, b = 4X , c = (X + 2). Esto se traduce en: X2 − X − 2 ≥ 0 [0,5]. La función
g(x) = x2−x−2 corresponde a una parábola abierta hacia arriba, con vértice en x = 1/2,
y que corta al eje x en x = −1 y x = 2 [1,0], como muestra la figura.

Luego, g(x) ≥ 0 en (−∞,−1]∪[2,+∞). Al intersectar con el soporte deX ,DX = (0, 5),
se obtiene que X2 − X − 2 ≥ 0 equivale a X ∈ [2, 5) [1,0]. Luego, la probabilidad de
que la ecuación original tenga raı́ces reales corresponde a:

P (X2 −X − 2 ≥ 0) = P (2 ≤ X < 5) =
5− 2

5− 0
=

3

5
. [0,5]

Nota: Puede seguir razonamientos diferentes. En ese caso, la traducción de la condición
original a X ∈ [2, 5) lleva [2,0]

b) Sean X1, . . . , Xn variables aleatorias independientes, cada una con función densidad de
probabilidad común fX(xi). Sabemos que la función densidad de probabilidad conjunta
de los estadı́sticos de orden está dada por:

fX(1),...,X(n)
(x1, . . . , xn) =

{
n!
∏n
i=1 fX(xi) , (x1, . . . , xn) ∈ Dn

X

0 , (x1, . . . , xn) /∈ Dn
X ,

Considere n = 3, y encuentre la función densidad de probabilidad conjunta de X(1) y
X(n).

Solución: Para n = 3,

fX(1),X(2),X(3)
(x1, x2, x3) =

{
3!
∏3
i=1 fX(xi). , (x1, x2, x3) ∈ D3

X

0 , (x1, x2, x3) /∈ D3
X .

Para obtener la función densidad de probabilidad de (X(1), X(3)):

fX(1),X(3)
(x1, x3) = 3!

∫ x3

x1

fX(x1)fX(x2)fX(x3) dx2 [1,0]

= 3!fX(x1)fX(x3)

∫ x3

x1

fX(x2) dx2

= 3!fX(x1)fX(x3)(FX(x3)− FX(x2)), [2,0]

cuando (x1, x3) ∈ D2
X , cero en otro caso.

[1,0] punto base
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