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1. Sea Mx(t) la funcién generadora de momentos de un vector aleatorio X = (X1, X2)7, con
t = (t1,t2)7 € R2

a) Demuestre que:
3m+nMX( )

E(XT"X7) = ot oty

)

t=0

conm,n € N,

Solucidn: Sin pérdida de generalidad, trabajaremos en el caso absolutamente continuo. Se
tiene que:

Mx(t) = E(e*X)=E(MiHa%)
— /et1x1+t2x2 fX(X) dx
R2 ’

donde fx(x) corresponde a la funcién densidad de probabilidad del vector aleatorio X.
Veremos el patrén que siguen las derivadas parciales. Asumieremos que todas las integra-
les involucradas existen, de modo que es posible intercambiar derivadas por integrales.

a%):(t) / 21 etlxl-‘rtzctz fX(X) dX
1
2Mx (t
3 Mx (t
1 R
Ot Mx (t oo
8t2)a(t(2) = \/R2.’13 2 tl 1Ham fX( )dX
1¥%2
8m+nMX(t) — / 1_ x €t1x1+t212 fX( )dX
ot oty -
Evaluandoen t = O:
9™+ M (t)
_ m,.n d
8tgn atg —o /xl To fX(X) X
— E(X"XD). [1,2]
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En lo que sigue, suponga que:
Mx(t) = a(e" T2 + 1) + b(e" + €2),

cona,b e R.
b) Obtenga E(XT).

Solucién:
ny _ 0" Mx(t)
E(XT) = o .
1 t=0
Vemos que:
Mx (t
aaj;() qetittz 4 bett
9* Mx (t) ¢ ¢
o2 = aeltT2 4 pelt
8”Mx(t) — aetl-‘rtz +b€t1
oty ’
Luego,
"™ Mx (t
E(X]) = LX() =a+ b, Vn € N. [1,2]
! otr
1 t=0

¢) Obtenga Var(XT).

Solucién: El resultado anterior aplica para toda potencia natural, luego E((XT)?) = E(X?") =
a + b. De este modo,

Var(X) = E(X?) - E2(X])
= (a+b)—(a+b)?  VneN [12]

d) Obtenga Cov(X], X¥),n > 1.

Solucidn: Se necesita:

32”Mx(t)
E(X'X)) = ——>~~ .
)= o |,
Se tiene:

8HMX(t) t1+t t

7(%711 = ae't™? 4 bhet
O Mx (t

875”8?() = ae®

1 2

) :

6"Mx(t) _ a€t1+t2.

ot oty
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Evaluandoen t = 0:
E(X7'X%) = a. [0,8]
Por simetria de Mx (t), se tiene E(X3') = E(X]") = a + b. Luego,
Cov(XT, X3) = E(X{ X3) - B(X{)E(XY)
= a—(a+0b)% [0,4]
e) Obtenga px, x,.

Solucion: Se tiene:

COV(Xl, XQ)
\/Var(Xl) \/Var(Xg) '

Aplicando los resultados anteriores con n = 1, se obtiene:

PX1,Xo

a— (a—|—b)2
PX1,Xo V(a+b) = (a+ )2/ (a+b) — (a+b)?
a—(a+b)?

= st —(atrpr A

[1,0] punto base
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2. Sean Uy, Uy y Us variables aleatorias independientes, con distribucion Uniforme[0, 1]. Sean
Vi=U, Vo =UUyy V3 = U UsUs.

a) Obtenga la densidad conjunta de Vi, Vo y V3.

Solucidn: La transformacion corresponde a:

up = 1 uy = -2 ug = -2, [0,2]
U1 V2
cuya matriz Jacobiana corresponde a:
1 0 0
J=1 —w/v? 1/v 0 . [0,2]
0 —v3/v3 1/vg

Luego, det J = 1/(vyv2) > 0, cuando vy # 0, vy # 0 [0,2]. Por otra parte,

fur 02,05 (U1, u2, u3) = g 1y (u) Tjo 1y (uz) Loy (us).

De este modo:

i vo,vs (V1,v2,03) = Iip 1y (v1) Tjap(va/v1) Ipo,1)(vs/v2).

V102

Es decir,

(’1}1,1}271}3) € D
v v (U1, U2, U3) = V12 ;
f 1,V2, 3( ) Ve ) { 0 ,(U17U27U3) ¢ D,

[0,3] donde D = { (v, v9,v3) € R3;0 < v3 < vg < vy < 1}.[0,6]
b) Obtenga la densidad condicional de V3 dado que V5 = 0, 8.

Solucién: Se necesita:

1
1
fVQ,Vg (’UQ, v3) == dUl
vy V1U9

1

1
= —logu;

V2 va

1
= ——logus, 0<w3<wy <1, [0,3]
V2
Y fvs,v5(v2,v3) = 0, en otro caso. [0,1] Por otra parte:

fuy(v2) = /fVQ,Vd(U27U3) dvs

V2 1
= / ——log vy dus
0 v2

= —loguvy, 0<w <1, [0,3]
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y fv,(v2) = 0, en otro caso. [0,1] Finalmente:
sz,Vg (’027 U3)
fVQ (UQ)

1

= - 0<w3<wy <1, [0,3]
V2

fvape(vsve) =

Y fva|vs (v3lv2) = 0 en otro caso. [0,1] Se pide:

Jva|vs (030, 8) 0<v3<0,8, [0,2]

0,8’

Y fvy|vs (v3]0,8) = 0 en otro caso. [0,1]
(Nota: también recibe puntaje completo si trabaja desde un comienzo con v = 0, 8)

¢) Obtenga la densidad marginal de V3 y verifique que — log V3 tiene distribuciéon Gama(3, 1).
Solucién: Se pide:
fvs(vs) = / fva,vs (v2,v3) dva
L
= / —— log vy dvs. [0,2]
vy U2

Integrando por partes:

1
u = log vy dv = ——duvs
U2
1
== du = —duvy v = —logvs.
V2
Entonces:
1
21 1
fV3(U3) = - (10gU2) ‘,U + 710g’02 dvg
3 vs V2

1
1
= (log 1)3)2 + / — log vy dvs.
vy U2
Si definimos:
|
I = ng(U3) = / ——logvg dvg,

vy U2

hemos llegado a que:
I= (IOgU3)2 - Iv

de donde: )
I= fy(vs) = 5(loguvy)®,  0<wy <1, [0,7]

y fvs(v3) = 0 en otro caso. [0,1]
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Definiendo ahora Z = — log V3, se tiene:

dUg
= -z —_— = _Z.
vy =¢e °, P e
Luego,
—21 2 1 2 —=z
fZ(z) =e 5(_2) = 52 e -, z > Oa [0,4]

y fz(z) = 0 en otro caso. [0,1] Luego Z = — log V3 sigue una distribucién Gama(3, 1).

d) Utilice la identidad — log V3 = (—log Uy) + (—log Uz) + (— log Us) para demostrar que
— log V3 tiene distribucion Gama(3, 1).

Solucién: Sea W; = —logU;, ¢ = 1,2, 3. La transformacién entrega:
dui
u; = e W =e
mem |
Luego,

fw;(wi) = eI py(e7) = e I(w; > 0).

Luego, W; sigue una distribucién Exponencial(1). [0,5] De tabla, leemos que su funcién
generadora de momentos es:

My, ()= ——, t<1. [02]

Luego, dado que —logVs = W1 + Wy + Wi, y que Wi, Wy y W3 son independientes
[0,3], se tiene:

1

3 3
M_iogvi(t) = J]Mw,(t) = <1_t> , o t<1,  [0,3]
=1

que corresponde a la funcién generadora de momentos de una distribucién Gama(3, 1).

[1,0] punto base
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3. Seael vector aleatorio Y = (Y7, Y2, Y3)T con distribucién Normal Multivariada de parametros:

4 12 1
12 1 5 11

En lo que sigue, justifique todas sus afirmaciones.
a) Obtenga las distribuciones marginales de Y7, Ys e V3.

Solucién: Por definicién de distribucion Normal Multivariada, toda variable de la forma
alY, cona € R3, sigue una distribucién Normal. [0,5] Notemos que, si aip = (1,0,0),
entonces:

Y1 =dlY.
Luego, Y7 sigue una distribuciéon Normal con media y varianza dadas por:

E(Y1) = E(aY)=ajpu

4
= (1,0o,0[ 8 | =4 [02]
12
Var(Yy) = Var(alY)=al'Z a4
1 2 1 1
= (1,00 2 5 5 0
1 5 11 0

= 1 [0,2]
Luego:
Y7 ~ Normal(4,1).
De manera andloga, tomando a2 = (0,1,0) y al = (0,0, 1), se obtiene:

Yo ~ Normal(8,5) [0,3]
Ys ~ Normal(12,11). [0,3]

b) Obtenga la distribucién condicional de Y3, dado Y1 =6e Yo = 7.

Solucién: En la notacion utilizada en clases:

4
p1 =12 Nm—(8>

1 2
211:11 212:(1,5) 222: ( 9 5)

Luego, la distribucién condicional de Y3 dado Y; = y; e Yo = yo es Normal (univariada)
[0,5] con media dada por:

12\ ' [4-
BOAY = Ve =) = 12-5) (5 5 ) (424

8 — 2
_ 12+(5,—3)<§:Z;>

= 124504 - 1) - 38— pa).
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Tomando y; = 6,y = 7:
E(Y3|Y1=6,Yo =7) = —1. [0,5]
Por otra parte, la varianza esta dada por:
5 =2 1
Var(Yg\Yl = yl,Yg = yQ) = 11— (1,5) < _9 1 ) ( 5 >
= 1. [0,5]

Luego:
Y3]Y1 =6,Y2 =7 ~ Normal(—1, 1).

c) Obtenga la distribucién condicional de (Y2, Y3)? dado que Y; = 6.

Solucién: En la notacion utilizada en clases:

8
“1:(12> M2:4
5 5 2
E11=<5 11) 212=<1> Yoo = 1.

Luego, la distribucion condicional de (Y3, Yg,)T dado Y7 = y; es Normal [0,3] con media
dada por:

Ba ) M=) = (3 )= (7)a-mw
() ()

E((Ya, Y)Y = 6) = ( 12 ) Y

Tomando y; = 6:

Por otra parte, la varianza estd dada por:

Va(ivi=ma=mw = (2 5 )-(1)eD
(:

Luego:

o 12 1 3
(Y2,Y3)" |[Y1 =6 Normal(( 14>, <3 10 >>

d) Sean X; =Yy — Y7 y Xo = Y3 — Y5, Obtenga la distribucién condicional de X5 cuando
X;=0.

Solucion: Sea la matriz de 2 x 3:
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Entonces X7 = (X1, X5) = AY. Sabemos entonces que X sigue una distribucién Nor-
mal bivariada. [0,2] Sus pardmetros corresponden a:

4
-1 10
E(X):<0—11> 8
12
4
= 4> [03]
2 1 -1 0
Var(X) = _(1) _1 ?) 5 5 1 -1
5 11 1

Luego:

() = o ((3)- (7 5))

Para encontrar la distribucién condicional de X5 dado X7 = 0, en la notacion utilizada en
clases:

p1=pz2 =4 Y11 =6 Yip=1 Yoo =2.

Luego, la distribucién de X5 dado X; = x; corresponde a una distribucién Normal [0,3]
de media y varianzas dadas por:

E(X3| X1 =21) = 4—-1-
Var(Xo|X; =21) = 6-1-

Evaluando en 1 = 0, obtenemos:
X2|X; =0 ~ Normal(2,11/2).

[0,2] por media, [0,2] por varianza

[1,0] punto base
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4. a) Sean X, X, variables aleatorias independientes, ambas con distribucién Doble Exponen-
cial,

1
fx(@) = gesp{—lal},  zeR
Encuentre la funcion generadora de momentos de Y = | X1| + | X2/

Solucién: Se pide:

My(t) _ E(etY):E(et|X1|+t|X2|)
= E(!IMhE(e!X2) por independencia

= Mx, (1) Mixy (8) = (Mix, (1), [10]

pues | X1| y | X2| tienen la misma distribucién. Por otra parte,

& 1
Mx, () = E(ethl)Z/ et|“|§e_‘“| du
—00

0 o0
1 { [ 0 [ oo du}. [0.6]
. 0

Para que ambas integrales existan, se debe cumplir que ¢ < 1. [0,4] En ese caso:

0 00
1 eu(lft) eu(tfl)
M, = =
() 2] 1—¢ R
—00 0
1
N (X
T [0,6]

Luego,

b) Sea el vector aleatorio
(X
(%)

con X; y Xy vectores aleatorios de dimensiones n; y no, respectivamente. Demuestre
que, para todo t; € R"t y 0 € R™2:

ox,(t1) = ox(t1,0).

Solucidén: Seat € R™, conn = ny + na:

tl tnﬁ—l

[t _ ) _ .
_<t2> tl— : t2— : 3

tny tn

luego,

X
tTX = (t7, t1) < ! ) =tIX; +tIXy.  [1,0]
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Se tiene:

px(t) = E<eitTX>
_ E<€z‘(t1TX1+t2TX2>), [1,0]

Si tomamos ty = 0,
T
x(61,0) = E(¢MX) —ox (t),  [10]

que es lo que se pedia demostrar.

[1,0] punto base
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Distribuciones

Distribucion Densidad de Probabilidad Ox Parametros Esperanza y Varianza

n —
Binomial ( )p"r’(lfp)n * r=0,...,n n, p ux =np
z

0% =np(-p)
M(t) =[pef + (1 —p)", teR

Geométrica p(l—p)z71 rz=1,2,... D ) px =1/p )
ox =1 —-p)/p
M(t) =pe’/[1— (1 —p)e’], t<—In(l-p)

- . z—1\ . 7
Binomial-Negativa 1 p (1 —p) z=nr,r+1,... T, p pux =r/p
r—

ok =r(1- p)r/pz
M) ={pe'/L—(1-pel}, t<-In(1-p)

_ (vt)”e v
Poisson — z=0,1,... v px =vt
x!

O‘g( =vt
M(t) = exp [A (et - 1)] teRr

Exponencial ve V7 z >0 v px =1/v
2 2
ox =1/v
M(t) =v/(v—1t), t<v
k
Gamma l"V(k:) hlemve xz >0 k, v nx =k/v
2 2
ox =k/v
M) =[v/(v-t)]F, t<v
Norm e o5 ()]
ormal exp |—— ( —— —oco <z < oo B, o " =W
2mo 2 o ’ 2X 5
ox =0
M(t) = exp(pt+oc2t?/2), teR
Log-Normal ! 1<IHI7A)2 >0 A ¢ (A+1(2)
og-Norma ———— exp|—— (| — z > 1wx = exp —
¢ Var(Ca) 2 ¢ ' X 2
2
ag( = ui- (eC — 1)
E(X") =e"» My (r¢),con Z ~Normal(0,1)
1
Uniforme ﬁ a<z<b a, b px = (a+b)/2
—a
05%( =(b—a)?/12
M(t) = [etP — et 9)/[t (b — )], teR
—1 —1
Beta L oot -7 a<e<b ar px =a+ gl (b—a)
Bl (-t e
2 qr(b—a)
X T @2 (gt
(=) =2
. s z n—ax . o P _ ., m
Hipergeométrica méx{0,n +m — N} < z < min{n,m} N, m, n px =n g

()

2 _ (N—n m _m
UX_(N—I)nW(l N)
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