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4.a) Por la propiedad de la Esperanza Iterada
E[Y;] = E[E[Y{|N]] : t > 0.

Ahora .
f(n) =EB[ViIN; =n] = E[Xx] =nE[X1] =np~" : n € N
k=0
pues Xy = 0y la secuencia {X,, }nen es 4.i.d. (con distribucién comin Geométrica(p)) e independiente
del proceso de Poisson. Finalmente

E[Y:] =E[f(N)] =E[NJp ' = Mp~ ' :t>0.

4.b) Por la propiedad de la Descomposicién de la Varianza
Var[Yi] = E[Var[Y;[N;]] + Var[E[Y;[N;]} : ¢ > 0.
Mediante (4.a)
Var[E[Y;|N;]] = Var[f(N;)] = Var[N;p~ '] = Var[Ny]p~2 = Mp~2 : ¢ > 0.
Por otra parte
g(n) = Var[V;|N; = n] = iVar[Xk] =nVar[X;] =n(l—p)p 2 :ne Ny
k=0

pues Xy = 0y la secuencia {X,, }nen es 4.i.d. (con distribucién comin Geométrica(p)) e independiente
del proceso de Poisson. Finalmente

Var[Yy] = E[NJ(1 —p)p 2 + Mp 2 =M1 —p)p 2+ Mp 2 = X(2—p)p 2 :t>0.

4.c) Sin pérdida de generalidad, considere s > ¢t > 0. Utilizando la propiedad de la Esperanza Iterada junto

con (4.a)
Cov[Ys, Yi] = E[Y,Y;] — E[Y{]E[Y;] = E[E[Y.Y:| Ny, Ny — Ny]] — A2stp™2.
Ahora
m+n m
h(m,n) = BY.Y;|N; =m,Ne = Ny =n] = Y > E[X;X,] : m,n € No.
i=0 j=0
Se puede demostrar que
m+n m
Z Z E[X;X;] =m(l —p)p 2 +m?p 2 + mnp 2.
i=0 j=0



pues Xy = 0y la secuencia {X,, }nen es i.i.d. (con distribucién comin Geométrica(p)) e independiente
del proceso de Poisson. Con esta informacién

E[Y.Y:] = E[A(Ng, Ny — Ny
= E[N:](1 — p)p~2 + E[N/]p~? + E[N:(N, — Ny)p~°
= A(1 —p)p~2 + (M + N2%)p~2 + E[N|E[N, — Ny]p~2
=M1 —p)p 2+ A+ Nt)p 2+ N2t(s —t)p 2
= M2 —p)p 2 + Nstp~?
Finalmente
Cov[Y,, Y] = (2 —p)p 2 + N2stp™2 — N2stp~? = Amin{s,t}(2—p)p 2 :5 >t >0
ya que s >t > 0= min{s,t} =t.

Primero probaremos que {Y;};>¢ posee incrementos estacionarios, es decir

Y,- Y, 2Y, ,:s>t>0.

Defina
d

Sd:ZXkZdENo.
k=0

Sea y € R. Note que

P(Y, — Y; <y) = E[P(Sn. _n, < )]
P(Ys—t <y) = E[P(Sn,_, <y)]-

pues Xo = 0y lasecuencia { X, }nen es i.i.d. e independiente de {N; };>¢. Para finalizar, Ny— N, e No_;
con Rec(N;_;) = Ny implica que

EP(Sn, -, <y)l =Y P(Sk <y)P(N, — Ny = k) = Y P(Sk < y)P(N,—, = k) = E[P(Sn, , <y)].
k=0 k=0
Para demostrar que {Y;};>¢ tiene incrementos independientes, debemos probar que
n n
P( ({Ak < yk}) =[IPAr<w): Ap =i, — Vi,
k=1

k=1

para cualquier n € N, ¢, > -+ > tg > 0 e y1,...,yn € R. S6lo mostraremos para n = 2 ya que los
argumentos son similares para el caso general. Para ello, sean t; > t; > tg > 0 e y1,y2 € R. Observe
que

P(A1 <y1,82 <y2) = E[P(SN,, - N, < Y1,5N,,-N,, < 42)]

pues Xo = 0 y la secuencia {X,, }nen es .7.d. e independiente de {N;};>0. Luego
E[P(SNfl —Nyy <y, SNtQ—Ntl < yQ)} = E[]P)(SNtl—tO < Y1, SNf,Q—tl < y2)]
Dado que S; es independiente de S;; —S; y 5 L Si+; —Siconi,jeNy

E[P(Sn,, oy S ¥1,SN, o, S 42)] =E[P(Sn,, _,, Sy1)|E[P(Sn,, ,, <92)] = P(A1 < y1)P(As < y).



