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4.a) Por la propiedad de la Esperanza Iterada

E[Yt] = E[E[Yt|Nt]] : t ≥ 0.

Ahora

f(n) = E[Yt|Nt = n] =

n∑
k=0

E[Xk] = nE[X1] = np−1 : n ∈ N0

pues X0 = 0 y la secuencia {Xn}n∈N es i.i.d. (con distribución común Geométrica(p)) e independiente
del proceso de Poisson. Finalmente

E[Yt] = E[f(Nt)] = E[Nt]p
−1 = λtp−1 : t ≥ 0.

4.b) Por la propiedad de la Descomposición de la Varianza

Var[Yt] = E[Var[Yt|Nt]] + Var[E[Yt|Nt]] : t ≥ 0.

Mediante (4.a)

Var[E[Yt|Nt]] = Var[f(Nt)] = Var[Ntp
−1] = Var[Nt]p

−2 = λtp−2 : t ≥ 0.

Por otra parte

g(n) = Var[Yt|Nt = n] =

n∑
k=0

Var[Xk] = nVar[X1] = n(1− p)p−2 : n ∈ N0

pues X0 = 0 y la secuencia {Xn}n∈N es i.i.d. (con distribución común Geométrica(p)) e independiente
del proceso de Poisson. Finalmente

Var[Yt] = E[Nt](1− p)p−2 + λtp−2 = λt(1− p)p−2 + λtp−2 = λt(2− p)p−2 : t ≥ 0.

4.c) Sin pérdida de generalidad, considere s > t ≥ 0. Utilizando la propiedad de la Esperanza Iterada junto
con (4.a)

Cov[Ys, Yt] = E[YsYt]− E[Ys]E[Yt] = E[E[YsYt|Nt, Ns −Nt]]− λ2stp−2.

Ahora

h(m,n) = E[YsYt|Nt = m,Ns −Nt = n] =

m+n∑
i=0

m∑
j=0

E[XiXj ] : m,n ∈ N0.

Se puede demostrar que

m+n∑
i=0

m∑
j=0

E[XiXj ] = m(1− p)p−2 +m2p−2 +mnp−2.
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pues X0 = 0 y la secuencia {Xn}n∈N es i.i.d. (con distribución común Geométrica(p)) e independiente
del proceso de Poisson. Con esta información

E[YsYt] = E[h(Nt, Ns −Nt)]

= E[Nt](1− p)p−2 + E[N2
t ]p−2 + E[Nt(Ns −Nt)]p

−2

= λt(1− p)p−2 + (λt+ λ2t2)p−2 + E[Nt]E[Ns −Nt]p
−2

= λt(1− p)p−2 + (λt+ λ2t2)p−2 + λ2t(s− t)p−2

= λt(2− p)p−2 + λ2stp−2.

Finalmente

Cov[Ys, Yt] = λt(2− p)p−2 + λ2stp−2 − λ2stp−2 = λmı́n{s, t}(2− p)p−2 : s > t ≥ 0

ya que s > t ≥ 0⇒ mı́n{s, t} = t.

4.d) Primero probaremos que {Yt}t≥0 posee incrementos estacionarios, es decir

Ys − Yt
D
= Ys−t : s > t ≥ 0.

Defina

Sd =

d∑
k=0

Xk : d ∈ N0.

Sea y ∈ R. Note que

P(Ys − Yt ≤ y) = E[P(SNs−Nt ≤ y)]

P(Ys−t ≤ y) = E[P(SNs−t ≤ y)].

pues X0 = 0 y la secuencia {Xn}n∈N es i.i.d. e independiente de {Nt}t≥0. Para finalizar, Ns−Nt
D
= Ns−t

con Rec(Ns−t) = N0 implica que

E[P(SNs−Nt
≤ y)] =

∞∑
k=0

P(Sk ≤ y)P(Ns −Nt = k) =

∞∑
k=0

P(Sk ≤ y)P(Ns−t = k) = E[P(SNs−t
≤ y)].

Para demostrar que {Yt}t≥0 tiene incrementos independientes, debemos probar que

P
( n⋂

k=1

{∆k ≤ yk}
)

=

n∏
k=1

P(∆k ≤ yk) : ∆k = Ytk − Ytk−1

para cualquier n ∈ N, tn > · · · > t0 ≥ 0 e y1, . . . , yn ∈ R. Sólo mostraremos para n = 2 ya que los
argumentos son similares para el caso general. Para ello, sean t2 > t1 > t0 ≥ 0 e y1, y2 ∈ R. Observe
que

P(∆1 ≤ y1,∆2 ≤ y2) = E[P(SNt1
−Nt0

≤ y1, SNt2
−Nt1

≤ y2)]

pues X0 = 0 y la secuencia {Xn}n∈N es i.i.d. e independiente de {Nt}t≥0. Luego

E[P(SNt1−Nt0
≤ y1, SNt2−Nt1

≤ y2)] = E[P(SNt1−t0
≤ y1, SNt2−t1

≤ y2)].

Dado que Si es independiente de Si+j − Si y Sj
D
= Si+j − Si con i, j ∈ N0

E[P(SNt1−t0
≤ y1, SNt2−t1

≤ y2)] = E[P(SNt1−t0
≤ y1)]E[P(SNt2−t1

≤ y2)] = P(∆1 ≤ y1)P(∆2 ≤ y2).
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