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Alternativa 1: Sea Y = X! con X ~ Cauchy(0,1). Notemos que y(z) : z71 : 2 € R~ UR" es
continuamente diferenciable sobre R~ UR™ (no estd definida para x = 0), estrictamente decreciente
en R y estrictamente decreciente en R~ (esto garantiza biyectividad). Sin embargo, dicha funcién no
es estrictamente decreciente en RT UR™. Esto impide una aplicacién directa del Teorema del Cambio
de Variable (no conserva la monotonia sobre su dominio). Para resolver este problema a través de este
enfoque, supongamos que:

e Existen conjuntos abiertos disjuntos Ay, ..., 4, C R tales que P(X € J_; 4;) = 1.

e Las restricciones de y sobre cada A;, digamos y; : A; — B; = y(A;), son funciones continuamente
diferenciables, estrictamente ménotonas (por lo tanto, biyectivas), cuyas inversas x; : B; — A;
también son continuamente diferenciables.

Bajo estas condiciones, la densidad de probabilidad asociada a Y = y(X) adquiere la forma
Fry) = fx(@i)|i(w)|I(y € By).
i=1

Como P(X ¢ U, Ai)) =0=PY ¢, B;) =0, fy puede tomar un valor arbitrario (por ejemplo,
0) dentro del conjunto de probabilidad nula (}_, Bf.

En nuestrocaso Ay = R™, Ag = RT, y1(z) =27 iz € A, By =R, pe(z) =27 :2 € Ay y By = R™.
Ademds z1(y) =y~ 'ty € By, 2i(y) = —y >y € B, m2(y) =y 1y € Bay ah(y) = —y > :y € Ba.

Luego
Iy () = fx (@ (y)|21 (W) Iy € Br) + fx(z2(y))|22(y)[I(y € B2)
L8 g er)+ LY gy erh
o l4y2 Y Tl+y2 y
1 1
=-———I(ye R-UR™).
211 g (y )
Si definimos fy (0) = %, obtenemos una “versiéon continua” de fy que corresponde a la densidad de

probabilidad de una distribucién Cauchy(0,1). En otras palabras, Y ~ Cauchy(0,1).

. Alternativa 2: Sea Y = X! con X ~ Cauchy(0,1). Para determinar la densidad de probabilidad

asociada a Y, estudiaremos su funcién de distribucién acumulada Fy (y) = P(Y < y) = P(X ! < y):
y € R. Bajo esta transformacién, es conveniente separar por casos:

e Siy € R entonces

=P(X<0)+[1-PX <y H=PX<0)+[1-PX <y )]

PXT'<y)=P(X<0)+PO< X '<y)=PX<0)+P(X>y")



Ahora
0
1 1 1 1 1
P(X <0) = — dx== ==
(X <0) / dz - arctan(0) + 5= 3
1 1
- dr== t -1 -
T - arctan(y ") + 5

Luego

1
Fy(y)=1- = arctan(y~') :y € RT
1 y2 11
F, = — = — . €R+.
Y(y) 7T1+y_2 7Tl+y2 Y

e Si y = 0 entonces

P(X'<y)=P(X <0)=P(X <0) = %

Luego

e Siy € R™ entonces

Ahora 1
P(X <0)-P(X <y ') = ——arctan(y ).
T
Luego
1 1 _
Fy(y) = - arctan(y” ") :y € R
1 y2 1 1 _
F = — = — yeR
Y(y) 7T1+y_2 771+y2 Yy
Dado que
h’mF()—h’mF()—F(O)—1
y—)O*Y:g_y—)O*YzJ_ Y _2
F _ _
i YW -0 By -F(0) 1 1 1
y—0+ y y—0— y T w1402

la funcién Fy (y) : y € R es continuamente diferenciable en R cuya derivada adquiere la forma

Fy(y) = fr(y) = - .y ER.

Tl+y?
Esto es equivalente a decir que Y ~ Cauchy(0, 1).

. Procedemos a caracterizar la densidad de probabilidad asociada a K mediante su funcién de distribu-
cién acumulada

Fr(k) =P(K < k) = P(%mVQ < k) - IP’(V2 < %) keR.

m

Considerando dicha transformacién, resulta conveniente fragmentar el analisis:



e Si k € R~ entonces ok
P(vi< ) =0

m
pues P(V2>0)=P(VeR) =1y 2k ¢ R~. Asf
FK(]C)ZOZ]{;GR_.

e Si k = 0 entonces

2k
2< M) = 2<0)= —
]P’(V < m) P(V2<0)=P(V =0)=0
Luego
Fr(k)=0:k=0
e Si k € Rt entonces ,
2k 2k Vv
<) = <—):X=—.
P(V - m) P(X - m02) X o2

Notemos que V ~ Normal(0,0?) : 02 € RT = X ~ x?(v) con v = 1. Asf, 25, c Rt y

’ mo?

2k
2k 1 mo? T
IP(X< ): / —1/2 (——)d
=mo?) T oerye) ), © OPUT )Y

1 ko t
= [ /2 — dt
(ma?)1/2T(1/2) /0 exP( mo—Q)

mediante el cambio de variables of
z(t) = —= :t e R™.
)=—3
Luego
1

k
t
S —-1/2 - . Rt
(ma2)1/2r(1/2)/0 exp (=g )deike

Utilizando la informacién previa junto con el Teorema Fundamental del Célculo (se debe tener cuidado
con la singularidad en ¢t = 0)

Fr (k)

1

fK(k) = mk‘l/Q exp ( —

—)H(k €eRY): keR.

mo?

1

Lo anterior es equivalente a decir que K ~ Gamma(cq, ) con a = % yB= .




