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PAUTA TAREA 1

Pregunta 1

Alternativa 1: definicion con funcion de transicién

Definimos el automata A = (Q, %, d, qo, F):

Q= {qO707172}
¥ ={0,1}?

do = qo

F ={0}

Y definimos la funcién de transicién de la siguiente manera:

0 sic=d,

5(qo, (¢;d)) = {1 sic#d.

k sic=d

I(k,(c,d)) = {(k+ 1) mod 3 sic#d.

Alternativa 2: definicién con diagrama

(0,0),(1,1)

(1,0),(0,1)

(1,0),(0,1)

(o)
O (1,0), (0, 1)

(0,0),(1,1)

Demostraciéon de Correctitud:
Para demostrar correctitud del automata propuesto bastaria con explicar en palabras como el automata es
capaz de generar el lenguaje pedido cumpliendo con las dos condiciones necesarias para que una palabra



pertenezca al lenguaje. En particular las condiciones que debe cumplir las palabras aceptadas por el au-
tomata son: n > 0y H(aj- - an,b;---by) mod 3 = 0. Demostraremos a continuacién que el automata
definido cumple ambas condiciones:

1) Notamos que el automata cuenta con un estado inicial auxiliar gp que se encarga de filtrar las pal-
abras vacias dado que solo transiciona si el largo de la palabra cuenta con al menos una tupla.

2) Para demostrar que cumple con H(aj - an,b1---b,) mod 3 = 0, demostraremos con induccién es-
tructural que el automata cumple con la siguiente propiedad: dada una entrada z = (a1,b1) -+ (an,bn)
Vi€ {1l,---,n} se cumple que p; = H(ay ---a;,by -+ b;) mod 3. En otras palabras la propiedad establece que
una vez terminada la i-esima ejecucién el automata guarda en su estado el mod 3 del acumulado de hamming,.

Caso base: Si i = 0 tenemos que pg = ¢qo sabemos por el inciso 1 que si x = € esta se queda en el
estado g y el automata lo rechazaria. Luego, si trabajamos con una entrada no vacia para ¢ = 1 notamos
que de ¢o existen dos posibles transiciones si a; = b; obtenemos H(a1,b1) =0y por lo tanto H(a1,b1) mod
3=0=p;. Y siaj # by obtenemos H(ay,b1) =1y por lo tanto H(a1,b;) mod 3 =1 = p;. Con lo anterior
concluimos que se una vez finalizada la primera ejecucién el estado guarda el mod 3 del acumulado de la
distancia de hamming de la palabra.

Hipétesis inductiva: Vamos a suponer que dada una entrada arbitraria x > n se cumple la propiedad
para todo ¢ > 1

Tesis inductiva: A continuacién buscamos demostrar que la hipotesis se cumple para la ejecucion ¢ + 1.

Sobre la entrada = = (a1,b1) - - (an, b,) sabemos que una vez finalizada la i-esima ejecucién se ha proce-
sado ¢’ = (a1,b1) - (a;,b;) y por hipétesis inductiva sabemos que p; guarda el registro de la operacién
mod 3 sobre el acumulado de la distancia de hamming que se ha leido hasta este punto. Ahora, to-
carfa procesar la tupla (a;y1,b;1+1) ¥ es importante notar lo siguiente, si tenemos la palabra a’(a;y1,bit1)
y le calculamos su distancia de hamming esta serd: H(aj---a;a;11,b1 - b;bir1) lo cual cumple con la
siguiente igualdad H(U,l R ¢ 27 b1 s bibi+1) = H(a1 s Ay, b1 ce bL) + H(ai+1, bi+1) (se deja COmo prop-
uesta la demostracién de esta igualdad). Luego, si aplicamos la operacién mod 3 sobre la expresién
obtenemos (H (a1 ---a;,b1-+-b;) + H(a;y1,bi+1)) mod 3 = (H(ay ---a;, b1 -+ b;) mod 3 +H (a;41,b;4+1) mod
3) mod 3 (propiedad de arftmetica modular). Finalmente, aplicando la hipétesis inductiva obtenemos:
(pi + H(ai11,bi+1) mod 3) mod 3. Para esta ultima expresion existen los siguientes casos:

Si iyl = bi+1 — H(ai+1, bi+1) =0mod3=0
(pi + H(aH_l, bi+1) mod 3 ) mod 3 = (p7 + O) mod 3 = Pi = Di+1
Notamos, que este primer caso esta explicitamente definido en el automata en los loops de cada estado al

leer tuplas con valores iguales por lo que el mod 3 de la distancia de Hamming acumulada permance igual
y queda guardado en el estado de la ejecucion p;41. Luego, el siguiente caso serfa:

Si Qi1 75 bi+1 — H(ai+1, bi+1) =1lmod3=1
(pi + H(ajt1,bi41) mod 3 ) mod 3 = (p; +1) mod 3 = p;11

Notamos, que se cumple la transicién definida en el automata. En particular este caso cubre cuando se tiene
un acumulado de por ejemplo 0, 1 0 2 y se procesa una tupla con caracteres distintos.

Finalmente, podemos asegurar que el automata mantiene en sus estados un registro de la operacion mod 3
sobre el acumulado de la distancia de hamming.

Luego, dado que el automata toma una entrada w y solo la acepta si cumple ambas propiedades demostradas



podemos asegurar que A acepta w <> w € L dejando demostrado que el automata define el lenguaje prop-
uesto.

Distribucién de puntaje
e 1 punto por cumplir con aceptar palabras de n > 0.
e 1 punto por manejar los casos de tuplas con caracteres iguales y distintos.
e 1 punto por cumplir con mantener registro de la operacion mod 3 sobre el acumulado de hamming.

e 1 punto por explicar la correctitud de su construccion.



Pregunta 2

Existen 2 posibles soluciones para esta pregunta.

Alternativa 1: Definicién de autémata

Sea A = (Q,%,6,q0, F) un autémata finito determinista (DFA) tal que £(A) = L. A partir del cual
construimos un nuevo DFA A*™* = (Q*~*, %, 0" *, qo, F*~*) tal que:

e Q" " ={gplU(Q x X xX)

® §"7"(qo0,¢) = (8(q0,¢), ¢, 0)

o 577 ((p, c1,c2),¢) = (8(p; ), c1, )
o F** ={(p,c,c) | pe FAce X}

Ahora demostraremos que L£(A*~*) = L*~* por doble contencién.

‘C(A*f*) g LF—*
Sea u = aj...a, € L(A*™*), por construccién tenemos que la ejecucién del autémata A*~* sobre u es:

pigo = (q1,a1,a1) <2 (go,a1,a2) =5 -+ = (qn, a1, an)

tal que d(¢;, ai+1) = ¢i+1. Dado que p es una ejecucién de aceptacién entonces se cumple que a1 = a, y
gn € F. Sea entonces la ejecucion p’ de A sobre u, tal que:

/ al as as an
P iqo—q —>q42 —7> " —7dn

Una ejecucién de aceptacion, por lo que se cumple que u € L(A) y a1 = a,,. Por lo tanto, u € L(A*™*).

ﬁ(A*i*) D LF—*

Seau =aj...a, € L(A*™*), por lo que se cumple que u € L(A) y que a; = a,. Por lo que existe la ejecucién
de aceptacion p sobre u tal que:
a a as Ay
PG —q1r—>q2 —> " —7(n

tal que 6(qi,ai+1) = ¢i+1 y gn € F. Dado lo anterior, entonces sabemos que por construccién, existe una
ejecucién de aceptacién p’ del autémata A*~* sobre u tal que:

pigo = (q1,a1,a1) = (q2,a1,a2) = (qn, a1, an)
Y como g, € F'y a1 = ay,, entonces se cumple que (g, a1, a,) € F*7*. Por lo tanto, u € L(A).
Dado lo anterior, la distribucién de puntaje es la siguiente:
e (1 punto) Por definir correctamente Q** = {go} UQ x ¥ x X.
e (1 punto) Por definir correctamente las transiciones 6*~*.
e (1 punto) Por definir correctamente F*~* = {(p,c,¢) |p€ F Ac € X}

e (1 punto) Por demostrar correctamente que L(A*~*) = L*~* con doble contencién.



Alternativa 2: Construccion de automata
Suponga que L es un lenguaje regular y sea el lenguaje R, tal que:
R ={w=cv-clceXAhveX}

Es decir, el lenguaje de las palabras que empiezan y terminan con la misma letra. Para demostrar que R
es regular creamos el autémata A’, que acepta palabras que empiezan y terminan con la misma letra. La
siguiente figura define el automata A’ y hace lo pedido:

b a
(0 )
a b
AOWMO
a

El automata creado funciona de la siguiente manera: comienza en el estado inicial qg, desde el cual avanza
a los estados (a,b) o (b,a), dependiendo de cual es la primera letra. Si es la a avanza a (a,b), mientras que,
si la primera letra es b avanza a (b,a). Los siguientes “caminos” funcionan de manera homologa desde los
estados (a,b) y (b, a), solo diferenciandose en que los las letras son las contrarias, por lo que ejemplificaremos
con el estado (a,b). Dado que a este estado se llega con la letra inicial a, si la siguiente letra es b se mantiene
en el estado. En caso contrario, si la siguiente letra es a, el autémata avanza al estado (a,a), el cual es un
estado de aceptacién. Si hay una siguiente letra, si es a, se mantiene en el mismo estado, en caso contrario,
la siguiente letra es b, entonces vuelve al estado (a, b), el cual no es un estado de aceptacién, de tal forma que
acepta palabras que empiezan con ¢ y terminan con a. En el caso desde el estado (b, a), funciona similar,
con el estado de aceptacién (b, b), de tal forma que acepta palabras que empiezan y terminan con b.

Dado que R es regular y L es regular, entonces tenemos que la interseccién de los lenguajes L N R es regular,
esto segun lo que se vio en clases. Ahora demostraremos que L*~* = LN R.

L**CLNR
Sea u € L*~*, por lo que sabemos que, por definiciéon del lenguaje L*™*, v € L y asi también que existe
c € Xy existe v € ¥* tal que u = ¢-v-c. Lo cual implica que, entonces u € R, y por lo tanto, que u € LN R.
L**D>LNR

Sea u € LN R. Por definicién, se cumple que v € L y u € R, al pertenecer a ambos lenguajes implica que
existe un c € X, y un v € ¥* tal que u = ¢ v - ¢. Por definicién, entonces tenemos que u € L*™*.

En conclusién, se cumple que L*™* = L N R, y por consiguiente, L*~* es un lenguaje regular.

Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:
e (1 punto) Por definir correctamente el lenguaje R.
e (1 punto) Por construir correctamente el automata A’ y explicarlo.
e (1 punto) Por utilizar correctamente la propiedad de interseccién de lenguajes regulares.

e (1 punto) Por demostrar correctamente L*~* = L N R.



