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Indicaciones

= Debe entregar una solucién para cada pregunta (sin importar si estd en blanco).

» Cada solucién debe estar escrita en ITEX. No se aceptaran tareas escritas a mano ni en otro sistema de
composicion de texto.

= Responda cada pregunta en una hoja separada y ponga su nombre en cada hoja de respuesta.
= Debe entregar una copia digital por el buzén del curso, antes de la fecha/hora de entrega.
» Se penalizara con 1 punto en la nota final de la tarea por cada regla que no se cumpla.

s La tarea es individual.

Pregunta 1

Usando el teorema de Myhill-Nerode, demuestre que el siguiente lenguaje no es regular:

Mod = {a't/c' ™I e nt |i>0A75>2}).

Solucién
El teorema de Myhill-Nerode nos dice que un lenguaje L es regular ssi existe un numero finito de clases de
equivalencia bajo la relacién de equivalencia =j. Dadas u,v € ¥*, decimos que:

u=sLv <= Ywel' w-wel < v-wel)

Para demostrar que Mod no es regular, podemos utilizar el contra positivo del teorema de Myhill-Nerode. Es
decir, si encontramos una cantidad infinita de clases de equivalencia bajo =pj0q, entonces Mod no es regular.
Para que dos palabras u,v € ¥* no sean equivalentes bajo =\10q, basta notar que:

(u#Lv) <= (BweX*. u-weMod Av-w¢Mod) (o viceversa).

Dado n > 1, definimos u,, = a™b®" y planteamos su clase de equivalencia C,, = [tn]=, -

Por demostrar. Vn < m. [up|=y.q 7 [Um]=yod-

Para esto, basta demostrar que u,, Zmodq Um para todo n # m. Como n < m, escogemos w = ¢" y se tiene que:
o U, W= aanncn — aanncn mod 2n € Mod.
o Uy - w = amb? e = a™b* e Mo 2m  Pero m # n mod 2m, ya que n < m, por lo tanto, u,, -w & Mod.

Por lo tanto, cada u,, define una clase de equivalencia distinta, y dado que hay una cantidad infinita de naturales,
el lenguaje Mod no es regular.
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Distribucién de puntaje
e 1 punto por plantear cémo usar el teorema de Myhill-Nerode.
e 1 punto por definir u,, y C,.
e 1 punto por la eleccién de un w adecuado.

e 1 punto por demostrar que existen infinitas clases de equivalencia.
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Pregunta 2

Sea A = (Q,%,F,,6,qo, F) un autémata finito determinista en 2 direcciones (2DFA). Para una palabra u € ¥*
cualquiera, recuerde que T, : QU {o} - Q U {L} es una funcién tal que:

e para todo p € Q, Ty, (p) = ¢ si desde la configuracién (p, |u|) el 2DFA A cruza a la configuracién (g, |u|+1)

. ’ . A . A A . A
por primera vez, esto es, para algin m > 0 se tiene que (p, |u|) == (q1,71) — .. == (Gm,im) —
(¢, |u| +1) con qx € Q y ir < |u| para todo k < m. En otro caso, se define T,(p) = L (nunca cruza hacia
la posicién |u| + 1).

e T, (o) = g si desde la configuracién inicial (go,0) el 2DFA A cruza a la configuracién (g, |u| + 1) por

primera vez, esto es, para algin m > 0 se tiene que (qo, 0) A, (q1,11) A4 (qmsm) A, (q,|ul+1)
con g € Q y i < |u| para todo k < m. En otro caso, se define T},(0) = L (nunca cruza hacia la posicién
lu| +1).

Para cada una de las siguientes preguntas escriba un algoritmo y argumente su correctitud.

1. Escriba un algoritmo en pseudocédigo que reciba como entrada un 2DFA A, una funcién T, : Q U {o} —
QU{L} y una letra a € ¥ y entregue como output la funcién T,,,. Su algoritmo debe tomar tiempo a lo

més O(|Al).

2. Escriba un algoritmo en pseudocddigo de evaluacién de 2DFA sobre palabras haciendo una sola pasada
sobre la palabra de entrada. Especificamente, su algoritmo recibe como entrada un 2DFA A y una palabra
w, y debe retornar true si, y solo sf, w € £(A). Su algoritmo deberd tomar tiempo O(|A| - |w|) y deberd
hacer una sola pasada sobre w, esto es, puede procesar la palabra w de izquierda a derecha una y sola
una vez. En particular, su algoritmo esta restringuido en que NO puede iterar sobre la palabra multiples
veces, ni hacer una copia de ella.

Para esta pregunta usted puede asumir que cuenta con la solucién del item anterior.

Solucion

Problema 2.1.

Idea de algoritmo Primero daremos la idea del algoritmo para después presentar la solucién.

El comportamiento del 2DFA A al leer la palabra ua lo podemos descomponer como leer primero la letra a
y después leer u (por la derecha) si se mueve a la izquierda desde a. También sabemos que § nos entrega el
comportamiento en a y T, el comportamiento en w.

Para calcular T,,, necesitaremos considerar cémo A se comporta en la nueva posicién |u| + 1 al agregar la
letra a. Si desde el estado p € @ se mueve a la derecha al leer a, esto es, §(p,a) = (¢,—) para algin g,
entonces inmediatamente sabemos que Ty, (p) = ¢ y estamos listos para p. Estos estados p lo recordaremos en
un conjunto que llamaremos R.

En cambio, si desde p se mueve a la izquierda al leer a (esto es, §(p, a) = (¢, ) para algin q), entonces debemos
mirar que pasa en u usando la funcién T,. Para lograr que todo el algoritmo tome tiempo O(|Q]|) vemos el
comportamiento desde la configuracién (p, |u| + 1) cuando se mueve a la izquierda (esto es, d(p,a) = (g, <)
para algtin ¢) y vuelve después a una configuracién (¢’, |u| + 1) por primera vez. O sea, desde p leyendo a se
mueve a la izquierda y después vuelve a la letra a al leer u. Esto lo podemos encontrar usando Ty,(q), o sea,
desde p nos movemos a g y desde g volvermos al estado T, (¢) = ¢’. Este comportamiento lo almacenaremos
en una tabla de Hash F : @ — @ como E[p] = ¢’. Veremos que el computo de E y R lo podemos hacer en
tiempo O(|Q|).

Para calcular T,,(p) lo que hacemos es usar el conjunto R y la tabla E. En particular, sabemos que si E[p] = ¢
y ¢ € R, entonces T,,(p) = Tua(q). Este argumento lo podemos aplicar recursivamente hacia atras, o sea,
si E[p] = q y Tua(q) ya esta calculado, entonces Tyq(p) = Tua(q). Para hacer este calculo recursivo, lo que
hacemos es invertir E, o sea, calcular E~1 : Q — 2% tal que E~[q] = {p € Q | E[p] = q}. Entonces, partiendo
desde R recorremos E~! tal que si T,4[q] ya esta calculado y p € E~[g], entonces Ty, (p) = Tua(q). Por tltimo,
al terminar este proceso, las entradas T,,(p) que no estdn definidas es debido a que p entra en un loop desde
(p,|ul + 1) y por lo tanto T4 (p) = L.
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La solucién. En Algoritmo |1 mostramos los pasos para calcular T, usando la estrategia explicada anteri-
ormente. El algoritmo recibe como input el 2DFA A, la funcién T, y la nueva letra a € X, y calcula una tabla
de Hash T, que representa la funcién Ty, : QU {o} = QU {L}.

Algorithm 1: Calcular T,

Input: Un 2DFA A= (Q,%,F, 1,6, qo, F), una funcién Ty, : QU {o} - QU {L} y una letraa € X
Output: La funcién Ty, : QU {0} - QU {L}

1 Ty < 0 // Tabla de Hash T,,: QU {0} - QU{L}, inicialmente vacia.
2 R« 0 // R es un conjunto de estados, inicialmente vacio.
3 £« () // Tabla de Hash E: (Q — 0, inicialmente vacia.

10

11
12
13
14

15

16
17
18
19
20

21
22
23

24
25
26
27

28

foreach p € Q do
// Al leer a, A se mueve a la derecha desde p.
if 0(p,a) = (¢, —) then
Tualp] < q // Definimos T,.[p] = ¢
R+ RU{p} // Recordamos que p es un estado tal que d6(p,a) = (¢,—) para algin q.
/ Al leer a, A se mueve a la izquierda desde p llegando a q.
Ise if d(p,a) = (¢,+) A Tualq] # L then
¢ < Ty[q] // Obtiene el estado ¢ al que vuelve desde q.
E[p] < ¢' // Recordamos que desde (p,|u|+ 1) se mueve a la izquierda y vuelve a
(¢, |u| +1) por primera vez.

~

[¢)

// Invertimos la tabla F, construyendo E~!:(Q — 29 tal que E~'[qj={pc Q| E(p) =4}
E~1« () // Tabla de Hash E~!:(Q — 29 inicialmente vacia.

foreach p € ) do

q < Elp]

E~'q] + E7Yq U {p}

L <+ R // Hacemos el recorrido inverso de F, partiendo desde los estados R. Notar
que L es una cola.

while L # () do
g < pop(L) // Saca un elemento de L
foreach p € E~1[¢] do

push(L,p) // Agrega p a L

Tua [P] < Tua [Q]

// Todo los estados donde T,,[p] no estd definido significa que A desde (p,|u|+ 1) no
sale a ninguna configuracién (q,|u|+2).

foreach p € Q do

if Tyalp] no esta definido then

| Tualp) < L

// Por dltimo, vemos el caso de T,,(o) usando Ty(o).
if T, (o) # L then

‘ Tua(o) <~ Tua [Tu[o]]
else

‘ Tua(o) « L

return 7,

Explicacién del Algoritmo

e Inicializacién: Se inicializan los conjuntos T,,, Ry F en la linea 1, 2 y 3 respectivamente. T, es una
tabla de Hash (a completar) que representard la funcién Ty, : QU{o} — QU{L}, R son los estados p € @
que al leer a se mueve inmediatamente a la derecha, esto es, 6(p,a) = (¢,—), y E es una tabla de Hash
tal que E[p] = ¢ ssi A desde (p, |u| + 1) se mueve a la izquierda y vuelve a (g, |u| + 1) por primera vez.

e Recorrer los estados posibles: Se recorren cada estado p en el conjunto de estados @ en la linea 4. Si
la transicién de p al leer la letra a es (¢, —), entonces se define directamente Ty,[p] = ¢ ¥ p se almacena
en R en la linea 6 y 7, respectivamente. Si la transicién de p al leer la letra a es (¢,«) y Tualq] # L,
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entonces recordamos que desde (p, |u| + 1) se mueve a la izquierda y vuelve a (T4[g], |u| + 1) por primera
vez, almacenando E[p] = T,.[q] en las lineas 9 y 10.

e Invertir E: Se invierte la tabla E en la linea 11-14. Esto se hace para poder simular el comportamiento
“inverso” del autémata en la posicién |u| + 1 al leer la letra a.

e Simulacién inversa: Se simula el comportamiento inverso del autémata en la posicién |u| 41 al leer la
letra a en las lineas 15 a 20. Si T,,[p] = L, entonces se agrega | a T,, en la linea 23.

e Simulacién para o: Si T,,(0) # L, entonces se agrega T[Ty [0]] & Ty, en la linea 25. En otro caso, se
agrega | a Ty, en la linea 27.

e Retorno: Se retorna T,, en la linea 28.

Complejidad La complejidad del algoritmo es O(|.A|), donde A es el nimero de estados en el autémata (es
decir, |@Q|). Para ver esto, notar que en los loops de las lineas 4, 12 y 21 se recorre cada estado una sola vez,
esto es, O(]Q|). En cambio, el loop de la linea 16 toma tiempo O(]|Q|) debido a que no es posible agregar un
estado ¢ en L dos veces (linea 19). Si fuese asi y ¢ se agrega dos veces a L, entonces A tendria un loop desde
la configuracién (g, |u| + 1) a (g, |u| + 1) lo cudl no es posible ya que partimos desde los estados R que son
todos de salida a la derecha (esto es, d(p,a) = (¢,—) para todo p € R). Por lo tanto, el loop de la linea 16
tomard tiempo O(|@|). Por dltimo, para cada estado p € Q U {o} sélo realizamos un ntimero constante de
operaciones en cada loop como verificar T, (p), aplicar la funcién de transicién § o actualizar el valor de T, (p).
El argumento anterior garantiza que el algoritmo tomara tiempo lineal en el tamafio del autémata.

Distribucién de puntaje
e 1 punto por recorrer cada estado correctamente y actualizar T,,, de acuerdo con las condiciones dadas.

e 1 punto por manejar correctamente la transicién cuando autémata se mueve a la izquierda y T,[q] no
es L.

e 1 punto por simular el comportamiento del autémata en la posicién |u| 4+ 1 al leer la letra a.

e 1 punto por cubrir los casos en que Tyo[p] = L, Tya(0) # Ly Tya(o) = L.
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Problema 2.2

Idea del algoritmo El autéomata 2DFA puede moverse tanto a la izquierda como a la derecha sobre la cinta.
Sin embargo, debido a la restriccién de hacer sélo una pasada sobre la palabra, debemos simular el movimiento
hacia la izquierda sin re-leer la palabra. Para ello, podemos mantener suficiente informacién en la memoria
sobre los estados previos usando las funciones T, y el algoritmo implementado en el item anterior.

El autémata comenzara en el estado inicial gy y procesara la palabra w desde el primer simbolo hasta el dltimo,
manteniendo la funcién T, en la variable T. Al comienzo partird con la funcién T, que podemos calcular
usando d. Después para cada letra a; y la funcién T, con v = a; . .. a;, podemos calcular 7T),,, ocupando nuestro
algoritmo del item anterior que tomard tiempo O(|Q]).

Por tltimo, al llegar al final de la palabra w habremos computado T,,. Usando T,,[0] y el conjunto F' podremos
verificar si A acepta la palabra w o no.

La solucién El algoritmo para evaluar un 2DFA sobre una palabra w es el siguiente:

Algorithm 2: Evaluar 2DFA en una sola pasada
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Input: Un 2DFA A = (Q,X%,+, 1,9, qo, F) y una palabra w = ajas...a,
Output: True si w € L(A), False en otro caso.

T < (0 // Inicializar la variable T como vacia.

// Calcular la funcién 7, utilizando §.

foreach p € ) do
if 6(p,F) = (¢, —) then
| Tlpl ¢
else
| Tlp] L
if 6(qo,F) = (¢,—) then
| Tlo] +gq
else
‘ Tlo]+ L

// Simulamos A leyendo w letra por letra secuencialmente.
fori=1 tondo

‘ T « Calcular T,,,(A, T, a;)

// Al llegar al final de la palabra T =T,.

// 8i T[o] = L entonces A nunca llega al final de w.
if T[o] = L then
‘ return False

// 8i T[o] # L entonces A llega al final de w pero debemos ver que llegué a un estado
final ‘‘rebotando’’ en el simbolo final -, a lo mis |Q| veces.
p <+ T|o]
¢« |Q|
while ¢ > 0 do
c—c—1
if p € I then
‘ return True
else if 6(p, ) = (¢, L) then
| p <+ Tlg]
else
‘ return False
return False

Explicacién del Algoritmo

e Inicializacién: Se inicializa el conjunto 7" en la linea 1. T es una tabla de Hash que representa una
funcién T,,. Inicialmente asignamos T como vacio (linea 2) y después calculamos T, en T (lineas 2-10).
Para esto vemos el comportamiento de A al leer el simbolo . Si d(p,+) = (¢, —), entonces T.[p] = ¢. En
cambio, si §(p,F) = (g, ), entonces T¢(p) = L (esto es, A cae “fuera”). Usando lo ya computado, en las
lineas 7-10 calculamos T¢[o].
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e Procesamiento de la palabra: Se procesa la palabra w en las lineas 10 y 11. Para cada simbolo a; en
la palabra, se calcula la funcién de transiciéon T,,.

e Verificacién de aceptacién: Se verifica si el automata estd en un estado de aceptacién en las lineas
13 a 24. Si el autémata estd en un estado de aceptacion, entonces se retorna True en la linea 20. Si el
autémata necesita moverse hacia la izquierda, entonces se actualiza el estado del autémata en la linea 22.
Si el autéomata no estd en un estado de aceptacién y no necesita moverse hacia la izquierda, entonces se
retorna False en la linea 24. Por tltimo, si el ciclo while termina y ain no hemos retornado, rechazamos
ya que significa que el autémata no ha aceptado la palabra debido a que se quedo pegado en un loop.

Complejidad:

e Tiempo: La complejidad del algoritmo es O(| A - |w]), donde A es el nimero de estados en el autémata
(es decir, |Q|) v w es la longitud de la palabra. El algoritmo recorre cada simbolo en la palabra en el ciclo
for. Ademads, para cada simbolo, se calcula la funcién de transicién T, . Por lo tanto, el algoritmo toma
tiempo lineal en el tamano del autéomata y la longitud de la palabra.

e Espacio: El algoritmo utiliza espacio adicional para mantener la tabla 7"y las variables auxiliares. Por
lo tanto, el algoritmo toma espacio adicional O(|A]).

Distribucién de puntaje
e 1 punto por inicializar correctamente la tabla T, T[p] y T[o].
e 1 punto por calcular correctamente la funcién de transicion T, para cada simbolo en la palabra.

e 1 punto por verificar si el automata estd en un estado de aceptacién y actualizar el estado del autémata
si necesita moverse hacia la izquierda.

e 1 punto si el algoritmo tiene inicializacion y verificacién de aceptacion correctas.

Evaluacién y puntajes de la tarea

Cada item de cada pregunta se evaluard con un puntaje de 0, 1, 2, 3 o 4 puntos. Todas las preguntas tienen la
misma ponderacién en la nota final y cada item tiene la misma ponderacion en cada pregunta.
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