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Indicaciones
= Debe entregar una solucién para cada pregunta (sin importar si estd en blanco).

» Cada solucién debe estar escrita en KTEX. No se aceptaran tareas escritas a mano ni en otro sistema
de composicién de texto.

= Responda cada pregunta en una hoja separada y ponga su nombre en cada hoja de respuesta.
= Debe entregar una copia digital por el buzén del curso, antes de la fecha/hora de entrega.

Se penalizara con 1 punto en la nota final de la tarea por cada regla que no se cumpla.

= La tarea es individual.

Pregunta 1

Un stop-autémata finito determinista A es igual a un autémata finito determinista con la diferencia que la
ejecucion de A sobre una palabra se detiene apenas llega a un estado final y acepta. En cambio, si nunca
llega hasta un estado final, A llegara hasta el término de la palabra y rechaza. Notar que A puede no
necesariamente leer toda la palabra debido a que encontré un estado final antes de llegar al término de la
palabra.

1. Formalice la definicién de un stop-autémata finito determinista con su estructura, ejecucién, condicién
de aceptacion y lenguaje aceptado.

2. Demuestre formalmente que para todo stop-autémata finito determinista existe un autémata finito
determinista que acepta el mismo lenguaje.
Solucién

Pregunta 1.1. Definamos un stop-autémata S como la tupla (Q,%,J, o, F), siendo @ el conjunto de
estados, X el alfabeto de entrada, § la funcién de transicion, gq el estado inicial y F' los estados finales.
Definamos d como:

0:(Q\F)xX—=Q
Sea w = ay ...a, una palabra en ¥*. Definamos una ejecucién parcial de S sobre w como:
p: quqlg...%qk
tal que
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0qi,aiv1) = qiy1 Vi<k

Diremos que la ejecucién parcial p es de aceptacion si g € F. De esta forma, diremos que S acepta w
si existe alguna ejecucién parcial (o si existe algin k < n) de aceptacién. Finalmente podemos definir el
lenguaje aceptado de S como L(S) = {w € ¥ | S acepta a w}.

Distribucién de puntaje
e 1 punto por definir la tupla del stop-autémata.
e 1 punto por definir la ejecucién parcial correctamente.
e 1 punto por definir la condicién para una ejecucién de aceptacion.

e 1 punto por determinar la condicién de aceptacién y el lenguaje aceptado del stop-autémata.

Pregunta 1.2. Sea S = (Q,%, 0, qo, F) un stop-autémata. Podemos construir un autémata finito deter-
minista A = (Q',%,9,qo, F'), siendo Q' = QW {¢g+} vy F' = F W {q+}. En otras palabras, agregamos un
estado adicional ¢4 al conjunto de estados posibles y al conjunto de estados finales. A la vez, la funcién de
transicién ¢’ se contruye de la siguiente manera, para cualquier a € X:

e SigeQ\F: #(qa)=dlg.a)
e SigeF: 0(g.a)=qs
* Sig=gqy: d(qa)=q4
Ahora demostraremos que £(S) = L(A) por doble contencién.
L(S) € L(A)
Sea una palabra w = a; ...a, € £(S). Luego existe una ejecucién parcial de aceptacién p:
P quqlg...%qk
tal que
® 0(gi, ait1) = qit1
e g, €EF
Sea entonces p’ la ejecucién en A:
o qogqlg...%qkalgl q+a32 By
Tenemos entonces:
e La ejecucién comienza en ¢q.
e Sii < k, entonces, por contruccién ¢; ¢ F. Luego, como 6(¢;, a;1+1) = ¢i+1, entonces 8 (¢;, ai+1) = Git1-

e Sii=k, como q; € F, 6'(qx,ar+1) = ¢4+ por definicién.

Si i > k, entonces 8’ (¢, air1) = ¢

Por construccidn, ¢4 € F'.
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Por lo tanto p’ es ejecucién de aceptacién de A sobre w. Finalmente w € L(A).
L(S) D L(A)
Sea una palabra w = a; ...a, € L(A). Luego existe una ejecucién de aceptacién p:
R R T
tal que
* 0'(¢i,ait1) = Gi1
° g, € F'

Tenemos dos casos: ¢, € F o bien ¢, = ¢q4+. En el primer caso, si ¢, € F entonces, por definicion
0'(qiy aiv1) = Giv1 = 6(¢i,a;+1). Por lo tanto p es una ejecucién parcial de aceptacién de S sobre w, y
finalmente w € L(S). En el segundo caso, si g, = ¢+, entonces, por construccién existe algin k tal que
qr € F y, para todo © > k se cumple que g; = g4: debe existir un estado desde el cual todos los estados
siguientes en la ejecucion son nuestro estado adicional ¢4. Por lo tanto, p es de la forma:

p: T S W q+a§2...ﬂﬁq+
Podemos truncar esta ejecucién y definir p’ como la ejecucién parcial:
pll qOSqlg...ﬂqk

Finalmente, como p’ es ejecucién parcial de aceptacién de S sobre w, se cumple que w € L(S).

Distribucién de puntaje
e 1 punto por construir correctamente A partir del stop-autémata S con un estado adicional.
e 1 punto por establecer una igualdad entre las transiciones de S y A para estados no finales.
e 1 punto por agregar las transiciones correspondientes al estado adicional.

e 1 punto por demostrar que los lenguajes aceptados son iguales.

Pregunta 2

Considere el alfabeto binario ¥ = {0,1}. Considere la operacién @ entre bits tal que i ® j = (i + j) méd 2
para todo 4,j € {0,1}. Por ejemplo, 061 =1y 141 =0. Paraun n > 0y dos palabras u = a; ...a, € 3*
y v ="by...b, € X* se define la operacién u & v entre palabras tal que u ® v = (a1 D b1) ... (an B by). Por
ejemplo, 001 & 101 = 100 y 0011 & 0101 = 0110. También, se define P u como Pu =a1 Dag D ... D a,.
Por ejemplo, si v = 0110, entonces @ u = 0. Por 1ltimo, en el caso especial que u = € y v = ¢, entonces se
defineu®v=€ey Gu=0.

1. Demuestre que si L es regular entonces LY=! = {u € L | @u = 1} es regular.

2. Demuestre que si L es regular entonces @ L = {u € ¥* | Jv € L. |u| = |v| A @P(u ® v) = 1} es regular.
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Solucién

Problema 2.1. Para este problema se proponen dos posibles soluciones.

Propuesta (1): Por definicién de lenguajes regulares tenemos que, como L es un lenguaje regular, entonces
existe un autémata finito determinista A tal que £(.A) = L. Por otro lado, se puede ver que para que
®u = 1 la cantidad de 1’s que debe tener la palabra w tiene que ser impar. Debido a esto 1ltimo, hacemos

un autémata A’ el cual acepta palabras w € {0,1}* que tengan una cantidad impar de 1’s. El autémata
queda de la siguiente forma:

start — @

La idea de este autéomata es que el estado 0 indica que se han leido una cantidad par de 1’s, mientras que
el estado 1 indica que la cantidad es impar, por lo que es de aceptacién. Con esto tenemos entonces que

LIA) ={w | dw=1}.
Como tenemos ya los autématas A y A’ podemos hacer el producto de estos A x A’. Por propiedad de
construccién del producto de autématas tenemos que L£(A x A') = {w | w € L A dw = 1}. Por definicién,
tenemos que L£(A x A') = L1,
Distribucién de puntaje

¢ 1 punto por establecer que existe A tal que £L(A) = L.

e 1 punto por hacer la construcciéon del autémata.

e 1 punto por explicar el producto entre los autématas.

¢ 1 punto por definir que LA x A") ={w |w € L A dw = 1}.

Propuesta (2): Sea A = (Q,X, 4, qo, F) el autémata que define a L, procedemos a hacer la creacién de un
nuevo autémata A’ tal que:

A (Q x {0,1},%,6,(q0,0), F x {1})
8 ((g,a),b) = (d(g,b),a®db) Vg€ Q,Va,be {0,1}

Lo que hace este autémata bésicamente es seguir la ejecucién de A pero llevando también como informacién
laun 0 y un 1, que representa si es que hay una cantidad par o no de 1’s respectivamente. Es por esto que
el estado final es F' x {1} dado que el 1 nos indica que termino con una cantidad impar.

PD: L(A) = L&=!
L(A") C L=
Sea w = by...b, € L(A"), existe una ejecucién de aceptacién p tal que:

b bn,
p: (quaO) —1> (qlva'l) —2> T (QTLvan)
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Por construccién de A’, y por definicién de A, tenemos que qq by qn LENL N qn es ejecucién de aceptacién
de A sobre w. Por lo tanto w € L(A).
Es féacil ver por induccién que:

Como es ejecucién de aceptacién entonces a, = 1, por lo que ®w = 1. Por lo tanto, como w € L(A) y
®w = 1 entonces w € LO=1,

L(A) D LO=1:

Sea w = by...b, € L¥=! sabemos por definicién que w € L(A) y ®w = 1. Como w € L(A) entonces sabemos

que existe una ejecucion de aceptacién en A: qq b, qn LN N ¢n. Ademas, como Gw = 1 sabemos que
b1 ®ba®...Hb, =1, por lo tanto, a,, = 1 para la siguiente ejecucién. Por lo tanto, sabemos que la siguiente
ejecucién p sobre A’ es de aceptacion:

p:(qo,a0) = (q1,a1) == ... = (qn,an)

Como ¢, € F y a, = 1 entonces p es ejecucién de aceptacion.
Dado que existe la ejecucién p de aceptacion sobre A" entonces, w € L(A").

Distribucién de puntaje
¢ 1 punto por definir Q' = @ x {0,1} correctamente.
e 1 punto por definir ¢, = (¢o,0), F' = F x {1} correctamente.
e 1 punto por definir §’ correctamente.

e 1 punto por demostrar que £L(A') = L®=1.

Problema 2.2. Sea ®L ={u|Jv € L.Ju| =v|ABudv)=1}y A=(Q,%,4, q,F) el autémata tal que
L(A) = L. Definimos el autémata NFA A’ de la siguiente forma:

A (@ x {0,1},3, A’ (go0,0), F x {1})
A" = {((p,a),b,(g,a")) | Ic € {0,1}. 6(p,c) =qNad' =ad (b®c)}

La idea de A’ es tratar de probar las posibles combinaciones de palabras v € L y comprobar que exista al
menos una que cumpla con ser de aceptacién. Ademas, usa la informacién de la paridad de 1’s similar a lo
que se hacia en la proposicion 2 de la solucién del problema anterior.

PD: L(A')=@aL
L(A") C@L:
Sea w = by...b, € L(A") sabemos que existe una ejecucién de aceptacién p de la siguiente forma:

b b by,
p:(qo,a0) = (q1,a1) = .. = (qn, an)

Por definicién de A’ : 3¢ € {0,1}.5(p, ¢) = g, por lo tanto Je;...c, € {0,1}* tal que gp = 1 = ... =% q,, es
ejecucién de aceptacién de A sobre v = ¢1....c,. Podemos ver que tanto v como w tienen la misma cantidad
de caracteres, por lo que |v| = |w].

Similar que en el problema anterior, por induccién podemos ver que:
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@(blbl D Cl...Ci) = a;

Como a,, = 1 entonces (u ®v) = 1. Como tenemos que v € LA |v| = |w| A B(u® v) = 1, por definicién
tenemos que w € GL.

L(A) D DL:

Sea w = by...b, € &L sabemos por definicién que existe v = ¢;...c, € L tal que |v] = |w| A ®(udv) = 1.
Como v € L entonces sabemos que existe una ejecucién de aceptacién en A : gg — ¢1 > ... = ¢,,. Ademas,

como ®(u P v) = 1 entonces sabemos que a,, = 1 para la siguiente ejecucién p sobre A’ (por definicién de
A'):

b b by,
p:(qo,a0) = (q1,a1) = .. = (qn, an)

Por como se construye A’ sabemos que ¢, € F. Ademas, tenemos que a,, = 1 entonces tenemos que p es
una ejecucién de aceptacién.
Como existe al menos una ejecuciéon de aceptacién de w sobre A’ entonces tenemos que w € L(A").

Distribucién de puntaje
¢ 1 punto por definir correctamente Q' = @ x {0,1}.
e 1 punto por definir correctamente ¢ = (go,0) y F x {1}.
e 1 punto por definir correctamente A’.

e 1 punto por demostrar que L£L(A) = GL.

Evaluacién y puntajes de la tarea

Cada item de cada pregunta se evaluard con un puntaje de 0, 1, 2, 3 o 4 puntos. Todas las preguntas tienen
la misma ponderacién en la nota final y cada item tiene la misma ponderacién en cada pregunta.
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