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Pregunta 1

Sea G = (V, %, P,S). Para demostrar que Lx es un lenguaje regular, construiremos un autémata Ax cuyo
lenguaje aceptado sea exactamente Lx. Especificamente, sea Ax = (Q,VUX, A, X, {X}). Para los estados,
se define:

Q=VU{r|r:Y >ZaeP y0<i<|a|}

donde Y, Z € V y a € (VUZX)*. Notar que en la definicién de @, usamos r : Y — Za donde Y — Za es
una regla en Py r es un nombre asignado para la regla (distinto para cada regla). Asi, si || = n entonces
agregamos n + 1 estados distintos y unicos rg,r1,...,r, para la regla r.

Para la relacién de transicién A tenemos que para cada regla r de la forma ¥ — Za donde oo = a1 ... oy
con o; € V UY agregamos transiciones:

(Z7€aT0)a (TOaalvrl)a D) (rk)—lvak?ark)7 (Tk,€7Y) S A

En el caso particular que Y — Z, entonces solo agregamos la transicién (Z,¢,Y) € A. Por tltimo, no
agregamos mas transiciones a A que las mencionadas anteriormente.

Ahora resta probar que el lenguaje aceptado por el autémata Ax es precisamente Lx. Para simplificar la
demostracién, necesitamos un poco de notacién. Para cada regla r : Y — Za con a = g ... ay, defina la
secuencia de transiciones de Ax:

m = (Z,e,10)(ro,a1,71) « o« (Th—1, O, k) (Th, €, Y)
Si v = ¢, entonces 7, := (Z,¢,Y). Ahora, sea v € Lx tal que X f; Xv. Como es una derivacién por la
izquierda, entonces tiene la forma:
X=Y o =>Yama=...=2 Y, 10p_1...00 = Xapan_1...0q
Im Im Im Im Im
donde y =ap-...-a1 yrt:Y; = Yij1401 con 0 <t < ny Yy =Y, = X. Usando la notacién de la

secuencia 7, podemos verificar facilmente que la secuencia mnmm-1...7T,1 €8 una ejecucién de Ax sobre ~
que empieza y termina en X (esto es, el estado inicial y final de Ax).

Para la otra direccién, tenemos que por construccién una ejecucién p de aceptacién de Ax serd de la forma

p =Tt ... T donde cada r* 1 Y; — Yiy1a441 con 0 < i < n con Yy =Y, = X. Aplicando el argumento

. . . ., . . *

inverso, podemos construir una derivacién por la izquierda de la forma X = X~ donde v es la palabra
Im

definida por p.

Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:
» (4 puntos) Por tener la construccién y la prueba de correctitud.
= (3 puntos) Por tener solamente la construccién.

= (0 puntos) En otro caso.



Pregunta 2

Pregunta 2.1

Demostraremos que todo subconjunto infinito de {a™b™c¢™ | n > 0} no es libre de contexto. Podemos demostrar
esto usando contradiccién. Supongamos que existe un subconjunto L C {a™b™c™ |n > 0} tal que L es libre
de contexto. Sabemos, por el lema de bombeo, que existe un N > 0 para el que toda palabra z € LA|z| > N
tendrd una descomposicién z = u-v-w-z-y, conv-x #e A |[v-w-z| < N tal que para todo ¢ > 0 tendremos
w-vt-w-zt-y € L.

Dado que L es infinito, sabemos que existird N’ > N tal que z = VNN e L. Luego, tomando z =
u-v-w-r-y,conv-r#eAlv-w-xz| < N, nos encontraremos con un problema idéntico al resuelto en
clases y tendremos dos casos posibles:

v si vwz € L(aTbT), entonces

o |u-v?-w-2% ylap >2N
o |u-v?-w-z*yl.=N

2

y por lo tanto u - v? - w - 2% -y ¢ L, contradiccion.

» si vwz € L(bTcT), entonces

o |u-v?-w-z? -yl >2N
o lu-v?-w-2?-yl,=N
yu-v?-w-x?-y¢ L, contradiccién.
Como llegamos a una contradiccién para ambos casos, tendremos que no puede existir el conjunto L y, por
tanto, todo subconjunto infinito de {a™b™c™ | n > 0} no es libre de contexto.

Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:

= (4 puntos) Por encontrar el caso en que no se cumple el lema de bombeo y demostrar que no se
cumple.

= (3 puntos) Por encontrar el caso en que no se cumple el lema de bombeo.

= (0 puntos) En otro caso.

Pregunta 2.2

Demostraremos que L = {u#v |u,v € {0,1}7,|u| = |[v| A uxv = 0} no es libre de contexto usando el lema de
bombeo. Sea z = 0V 1V#1V0N con N > 0. Es claro que z € L A |z| > N. Luego, tomando z = v-v-w-x -y,
conv-x #¢e A v-w-z| <N, nos encontraremos con los siguientes casos posibles, de acuerdo a dénde quede
el simbolo #:

2

» Si # estd en v o # estd en z. Entonces |u-v? - w-2? - y|x =2y por lo tanto u-v? - w-2% -y & L.

2

» Si # estd en u o # estd en y. Acd sabemos que a#b = u -v? - w- 2% -y con |a] # |b|. Por lo tanto,

w-v?ow-a?-yé¢ L.

s Si # estd en w, entonces v,z € 17. Este caso se divide en dos:

2.w-2?-yy |a| #|b|. Por lo tanto, u-v? - w-a% -y ¢ L.

o Si |v| # |x|, entonces a#b =u-v
e Si |[v] = |z| tenemos que u - v? - w - 2% -y = OV INFTFLINFEQN para algin k > 0. Acé es claro que

ON1IN+k 5 1N+RON = 1. De esto concluimos que u - v? -w - 22 -y ¢ L.



Por tanto, para toda descomposicién z = u-v-w - x -y existe un i > 0 tal que u-v* - w-z' -y ¢ L, lo que
quiere decir que L no es libre de contexto.

Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:
= (4 puntos) Por completar el bombeo con una palabra apropiada.
= (3 puntos) Por encontrar una palabra apropiada para el bombeo y completarlo con errores menores.

= (0 puntos) En otro caso.



