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1 LENGUAJES REGULARES

1. Lenguajes regulares

1.1. Palabras y autéomatas

1.1.1. Palabras

Definiciones. Consideremos que:

¢ Un alfabeto X es con conjunto finito.

¢ Un elemento de ¥ lo llamaremos una letra o simbolo.

¢ Una palabra o string sobre ¥ es una secuencia finita de letras en X.

e ¥ ={a,b,c}

e Palabras sobre X:
aaaaabb, bcaabab, a, bbbbbb, - - -

¢ El largo |w| de una palabra w es el nimero de letras.

def
lw| S # de letras en w

¢ Denotaremos € como la palabra sin simbolos de largo 0.

def
el S0

¢ Denotaremos por ¥* como el conjunto de todas las palabras sobre Y.

Para ¥ = {0, 1}:

e [00011001| =8

e >* = todas las palabras posibles formadas por Os y 1s.

Definiciéon. Dados dos palabras u,v € ¥* tal que u = a1 ...a, y v =b1...0:

def
UV =ay...apbr by,

Decimos que u - v es la palabra “u concatenada con v”.

Para ¥ = {0,1,2,...,9}:
¢ 01239938 = 01239938 y 3493 - ¢ = 3493
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1.1 Palabras y autématas 1 LENGUAJES REGULARES

Propiedades de concatenaciéon. La concatenacién cumple:
¢ Asociatividad: (v-v) - w=u-(v-w)
¢ Largo: |u-v| = |u| + |v]

¢ ;Cumple conmutatividad? No. Por ejemplo, si v = ab y v = bb, entonces u - v = abbb # bbab = v - u.

Definicién. Sea X un alfabeto y L C ¥*. Decimos que L es un lenguaje sobre el alfabeto X.
Sea ¥ = {a, b}:

¢ Lo ={e,a,aa,b,aa}

¢ Ly = {e,b,bb, bbb, bbb, . ..}

¢ Lo={w|FueLl,w=a-u}

¢ Ly ={w]|Ju,v € X*,w=u-abba - v}

¢ Ly ={w|Jue X w=u-u}

Un lenguaje puede ser visto como una propiedad de palabras.

Convenciones. Durante todo este texto:

¢ Para letras se usaran los simbolos: a,b,c,d,e, ...

¢ Para palabras se usaran los simbolos: w, u,v, z,y, z, . . .
¢ Para alfabetos se usaran los simbolos: X, T, ...

¢ Para lenguajes se usaran los simbolos: L, M, N, ...

¢ Para niimeros se usaran los simbolos: i, j, k,[,m,n, ...

1.1.2. Autématas

Una autémata finito es:

¢ Un modelo de computacién sencillo, basado en una cantidad finita de memoria.
¢ Procesa cada palabra de principio a fin en una sola pasada.

¢ Al terminar, el autémata decide si acepta o rechaza el input.

Usaremos los automatas finitos para definir lenguajes.

Definicién. Un autémata finito determinista (DFA) es una tupla:

A: (Q32767q07F)

¢ () es un conjunto finito de estados. ¢ qo € Q es el estado inicial.

¢ X es el alfabeto del input. ¢ ' C @ es el conjunto de estados finales (o acep-

¢ 0:0Q XX = Q esla funcién de transiciéon. tacion).
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1.1 Palabras y autématas 1 LENGUAJES REGULARES

Ejemplo 1.5

¢ Q={0,1,2}
¢ ¥ ={a,b}
¢ 0:Q XX — Q se define como:
6(0,a) =1
0(l,a) =2
0(2,a) =2
d(g;b) =q Vq€{0,1,2}
¢ q=0
¢ F={2}
b b b
a

Ejecucién. Sea A = (Q,X%,0,q0,F) un DFA y w = ajas...a, € ¥* un input. Una ejecucién (o run) p
de A sobre w es una secuencia:

pr popr Bp S B,

donde py = qo y para todo i € {0,1,...,n — 1} se cumple que §(p;, a;+1) = Pit1-

Una ejecucién p de A sobre w es de aceptacién si p,, € F.

Ejemplo 1.6

b b b
a

¢ ;Cuadl es la ejecucion de A sobre bbab?

p:0 20505151 La ejecucion no es de aceptacién ya que no termina en un estado final.

¢ ;Cuél es la ejecucion de A sobre abab?

p:0351 512959 14 ejecucion si es de aceptacién ya que termina en un estado final.

I1C2223 Teoria de Autématas y Lenguajes Formales Pagina: 5 de 101



1.2 Construcciones de autématas 1 LENGUAJES REGULARES

Aceptacién. Sea A = (Q,%,9,qo, F') un DFA y w € ¥*. Decimos que A acepta w si la ejecucién de A
sobre w es de aceptacién. Al contrario, decimos que A rechaza w si la ejecuciéon de A sobre w NO es de
aceptacion.

El lenguaje aceptado por A se define como:

L(A) = {w € X* | A acepta w}

Un lenguaje L C ¥* se dice regular si, y sélo si, existe un autémata finito determinista A tal que

L = L(A)

1.2. Construcciones de autéomatas

Veremos una definicién alternativa al autémata visto en la seccién anterior.

1.2.1. Autdédmatas con funcién parcial de transicién

Definicién. Un autémata finito determinista con funcién parcial de transicién (DFAp) es una tupla:

A: (Qazv’%qO,F)

¢ (Q es un conjunto finito de estados.

¢ X es el alfabeto del input.

¢ 7:Q x X — Q es una funcién parcial de transicion.
¢ qo € Q es el estado inicial.

¢ ' C Q@ es el conjunto de estados finales (o aceptacion).

Ejecucién. Sea w = ajas...a, € ¥*. De igual manera que un DFA, una ejecucién (o run) p de A sobre
w es una secuencia:

pipo S Bpe... Bp,

donde pg = go y para todo i € {0,...,n — 1} estd definido v(p;, ai+1) = Pi+1-

Una ejecucién p de A sobre w es de aceptacion si p,, € F'. Notemos que ahora una palabra puede NO tener
una ejecucion.

Aceptacién. Sea A un DFAp y w € ¥*. Decimos que A acepta w si existe una ejecucién de A sobre
w que es de aceptacién. También, el lenguaje aceptado por A se define como:

L(A) ={w € ¥* | A acepta w}

Ejemplo 1.7

0 oo
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1.2 Construcciones de autématas 1 LENGUAJES REGULARES

(DFA # DFAp? Establezcamos una proposicién. Para todo autémata A con funcién parcial de transicién,
existe un autémata A’ (con funcién total de transicién) tal que:

L(A) = L(A)

En otras palabras, DFA = DFAp.

Demostracién. Sea A = (Q,X,, g0, F') un autémata con funcién parcial de transicién. Sea g; un nuevo
estado tal que ¢; ¢ Q. Contruimos el DFA A" = (Q U {qs}, 2,8, qo, F) tal que:

5 (p, a) = {v(p, a) sip#qsy (p,a) € dom(y)

qs si no
para todo p € QU {gs} v a € ¥. Queremos demostrar que £(A) = L(A").

Dem. £(A) C L(A’). Seaw =ay...a, € L(A). Entonces, existe una ejecucién de aceptacién p de A sobre
w:
pipo P B e Ty

donde py = qo, para todo i € {0,...,n — 1} estd definido y(p;, a;+1) = Pit1 Y Pn € F. Como &' (p;,a;11) =
~¥(pi, ait1) para todo i € {0,...,n — 1} (por la definicién de '), entonces p es también una ejecucién de
aceptacién de A’ sobre w. Por lo tanto, w € L(A").

Dem. L(A") C L(A). Seaw = ay...a, € L(A"). Entonces, existe una ejecucién de aceptacién p de A’
sobre w:
pipo L E P Tpy,

donde pg = qo, para todo ¢ € {0,...,n—1} tenemos v/ (p;, ai+1) = Pi+1 Y Pn € F. Demostraremos que p; # gs
para todo ¢ € {0,...,n}. Por contradiccién, suponga que existe i tal que p; = gs. Entonces, tenemos que
Di+1 = gs. Por induccién, podemos demostrar que p; = ¢, para todo j > i, y asi, podemos concluir que
Pn = gs, llevdndonos a una contradiccién. Como p; # ¢s para todo i € {0, ...,n}, tenemos que:

6/ (piva‘i-‘rl) :’Y(p’iaai-‘rl) VZE {07177n_1}

y entonces p es una ejecucién de aceptacién de A sobre w. Por lo tanto, concluimos que w € £(A). N

Advertencia. Desde ahora, se utilizaran autématas con funciones totales de transicion, pero sin pérdida
de generalidad, en algunos ejemplos habran autématas con funciones parciales de transicién por simplicidad.

1.2.2. Operaciones de conjuntos

Definiciones. Dado dos lenguajes L, L’ C X* se define:

L ={weX |wé¢L}
LN ={weX |weLAwel'}
LUl ={weX|welLVwel'}

Dado dos autématas Ay A’

1. ;Existe un autémata B tal que £(B) = £(A)¢?
2. ;Existe un autémata B tal que L(B) = L(A) N L(A")?
3. ;Existe un autémata B tal que L(B) = L(A) U L(A")?
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1.2 Construcciones de autématas 1 LENGUAJES REGULARES

Construccién de £(A)¢. Dado un autémata A = (Q, X, 4, qo, F), definimos el autémata:

‘AC = (Q?Ea67 q07Q\F)

Teorema 1

Para todo autémata A, se tiene que L(A)¢ = L(A%).

Producto de autématas. Suponga que:

A: (Q72767q07F)
A/ = (Q/a 27517Q£)7F,)

y considere una palabra w € ¥*. ;Como ejecutamos ambos autématas sobre w al mismo tiempo? La idea
es ejecutar A y A’ en paralelo. Asi, definimos el producto entre A y A’ como el autémata A x A" =
(Q*,%,8%,q5, F*) tal que:

¢ Q*=QxQ ={(¢,4)|eeQNg €Q}
¢ 0%((¢,4'),a) = (6(g; a),8'(q', a))

¢ 45 = (q0,9)

¢ FX=FxF

Ejemplo 1.8

Todas las palabras sobre {a, b} con una cantidad par de a-letras tal que no hay dos a-letras seguidas.

b a,b

Teorema 2

Para todo par de autématas A y A’ se tiene que

LAx A) = L(A)NLA)
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1.3 No-determinismo 1 LENGUAJES REGULARES

Demostracién teorema 2. Solo se demostrarda que £(A) N L(A") C L(A x A’), la otra direccién queda
propuesta para el lector.

Sea w=ay...a, € L(A)NL(A"). Entonces w € L(A) y w € L(A’). Existen ejecuciones de aceptacién p y
p' de Ay A’ sobre w, respectivamente:

pipo=pr 3. Bp, plipy P BB,
¢ Po=qoy Py = o
¢ 5(pi—1,0:) = pi y ' (pj_y,a;) = p; para todo i € {1,...,n}.
¢pp€Fyp, €F.
Por definicién, tenemos que: p* : (po, pj) 2 (p1,P}) a3 O (P, L)
¢ (po,po) = (40, 90)-
¢ (pi,p}) = (5 (pi=1,as),0 (p;—l’ai)) =% ((pz‘—hpg_l) ,ai) Vie{l,...,n}.
¢ (pn,pl,) € F x F'.

Por lo tanto, p* es una ejecucién de A x A’ sobre w y w € L(A x A’). [ |
Unién de autématas. Sabemos que
c
LA ULA) = (/:(A)C ne (A’)C)

Para calcular el autémata que acepta el lenguaje £(A) U L(A'):
1. Complementamos A y A’.
2. Intersectamos A€ y (A’)°.

3. Complementamos A x (A")°.

1.3. No-determinismo

“Indeterminism is the concept that events (certain events, or events of certain types) are not caused deter-
manistically (cf. causality) by prior events. It is the opposite of determinism and related to chance. It is
highly relevant to the philosophical problem of free will.” - Wikipedia.

1.3.1. Definicién de un NFA

Definicién. Un autémata finito no-determinista (NFA) es una estructura:

A=(Q,%X,ALF)

¢ (Q es un conjunto finito de estados.
¢ 3 es el alfabeto del input.

¢ F C Q es el conjunto de estados finales (o aceptacion).

L 4

A CQ x X xQ es larelaciéon de transicion.

¢ I C @ es un conjunto de estados iniciales.
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1.3 No-determinismo 1 LENGUAJES REGULARES

Ejemplo 1.9

¢ Q={0,1,2}, ¥ ={a,b}, I ={0,1}, F = {2}
¢ A CQ XX xQ se define como:

(0,a,0) «
(0,a,1)
(0, b,0)
(1,b,2)
(2,a,2)
(2,b,2)

a,b a,b

m

>D>D>D>D> D

m

m

m

Ejecucién. Sea A= (Q,3,A,I,F) un NFA y w = ajas...a, € ¥* el input. Una ejecucién (o run) p de
A sobre w es una secuencia:

plpogplg...&;pn

donde py € I y para todo ¢ € {0,...,n — 1}, se tiene que (p;, a;+1,pi+1) € A.
Una ejecucién p de A sobre w es de aceptacién si p,, € F.
Aceptacién. Decimos que A acepta w si existe una ejecucién de A sobre w que es de aceptacién. Por

otro lado, decimos que A rechaza si todas las ejecuciones de A sobre w NO son de aceptacién. Ademas, el
lenguaje aceptado por A se define como:

L(A) ={w e X* | A acepta w}

Interpretacion. Las siguientes interpretaciones pueden ayudar a entender mejor un NFA:

1. ACQ x X xQ es larelacion de transicion.

“q,a,p) € A entonces existe una transicidn desde q a p al leer a”.

2. I C @ es un conjunto de estados iniciales.

“p € I entonces p es un posible estado inicial del autémata”

1. A: Q x ¥ — 29 es una funcién de transicién.
“q € A(p,a) entonces q es un posible estado que puedo llegar desde p al leer a”.

Esta interpretacién es mas comun encontrarla en libros sobre teoria de autématas.
Ademas, el no-determinismo puede ser visto como:
1. Paralelizacion infinita, es decir, cada ejecucién es un thread distinto.
2. “Guessing and Verifying” (adivinar y verificar).
El no-determinismo NO debe ser visto como:

¢ Explicitamente como el indeterminismo o “libre albedrio”. Para un input, un NFA siempre produce el
mismo resultado.

¢+ Comportamiento aleatorio del autémata.
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1.3 No-determinismo 1 LENGUAJES REGULARES

[ R

Figura 1: Interpretacion del no-determinismo

1.3.2. Comparacién con DFA

A continuacién, veremos que autémata finito determinista (DFA) puede almacenar todas las ejecuciones de
un NFA. A este proceso se le conoce como determinizacion.

Teorema 3

Para todo autémata finito no-determinista A, existe un autémata determinista A’ tal que
L(A) = L(A)

En otras palabras, DFA = NFA.

Idea. Primero, pensemos en la idea de determinizacién: “almacenar en el automata determinista todos los
estados actuales de las ejecuciones en curso (sin repetidos)”.

Ejemplo 1.10

0

72 S

0 1
/\ y---a

0 1 2
VooV s

0 1 0
[N LN

0 1 2 0 1

Formalizacién. Para un autémata no-determinista A = (Q, X, A, I, F), definimos el autémata determi-
nista (determinizacion de A):

Adet — (2Q7 E, 5det7qget’ Fdet)
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1.3 No-determinismo 1 LENGUAJES REGULARES

¢ 29 = {S| S C Q} es el conjunto potencia de Q.
¢ gdet = 1.
¢ §det - 2@ ¥ 5 29 tal que:
39(S,a) = {g € Q| I € S. (p,a,q) € A}

¢ [det = 15 €29 | SN F # @}, es decir, todos los conjuntos que tengan al menos un estado final.

Demostracién teorema 3. La determinizacion puede verse como un subset construction. Partamos

con L(A) C L(Adet).
Sea w =ay...a, € L(A). Existe una ejecucién p de A sobre w:
pipo BB B,
donde py = I, (pi, ait1,pit1) € A paratodoi € {0,...,n—1} y p, € F.
Como A% es determinista, entonces existe una ejecucién p’ de A%t sobre w:
PSB85 8B...138,

donde Sy = Iy §9°%(S;,a;41) = Siy1 para todo i € {0,...,n — 1}. Luego, queremos demostrar que p; € S;
para todo 7 € {0,...,n — 1}.

Por induccidén sobre i, tenemos que:

¢+ Caso base: py € Sy por definicién de A9t

¢ Induccidén: Suponemos que p; € S; y demostramos para i + 1. Como sabemos que:
e 5% (S, ai11) = Sit1 ={qe€Q|IpeSi (paq) e}y
® (pi;ai+1,pit1) €A

Entonces p;+1 € S;i41, ya que, si estamos en p; leyendo a;41, la transicién nos dice que pasaremos al estado
pi+1 que pertenece a S;y1 por la hipdtesis de induccién.

Luego, como p,, € Sy, entonces S, N F # @ y asi S,, € F4*. Por lo tanto, w € £(A%°").
Ahora, demostramos la otra direccién: £(A%t) C L(A).

Seaw = aj ...a, € L(A). Existe una ejecucién p de A% sobre w:
pZS()gSlB...&;Sn

donde Sy = I, 69°%(S;,a;11) = Siy1 para todo i € {0,...,n—1} y S, € F4* con S, N F # @. Buscamos
demostrar entonces que para todo ¢ < n y para todo p € 5;, existe una ejecucién:

pipoSpr 3. Spi=p
tal que:
1. pgel.
2. (pj,aj+1,pj41) € A para todo j € {0,...,i —1}.
Por induccién sobre i, tenemos que:
¢+ Caso base: Si p € Sy = I, entonces la ejecucién p : p cumple 1. y 2.

¢ Induccién: Supongamos que se cumple para todo p € S;. Sea q € S;y1. Como §%(S;, a;11) = Siy1 =
{¢e@Q|3IpeS (p,a,q) € A} y g € S;11, entonces existe p € S; tal que (p,a;+1,q) € A.

Por hipétesis de induccién, existe p: pg = p1 3 ... % p; = p que satisface 1. y 2.
Por lo tanto, p' : po Bp1 B ... B p; “81 4 también satisface 1. y 2.

Como lo anterior queda demostrado y como S, N F' # &, para p € S,, N F' existe una ejecucién de aceptacion
de A sobre w. Por lo tanto, w € L(A). |
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1.4 Expresiones regulares 1 LENGUAJES REGULARES

1.4. Expresiones regulares

Definicion. R es una expresion regular sobre ¥ si R es igual a:

1. a, para alguna letra a € X.

2. €

3. @

4. (R + Rs), donde Ry y Ry son expresiones regulares.

5. (R1 - Ry), donde R; y Rs son expresiones regulares.

6. (R}), donde R; es una expresion regular. Esta expresion se conoce como clausura de Kleene.

Denotaremos como ExpReg el conjunto de todas las expresiones regulares sobre 3.

Ejemplo 1.11

Las siguientes son expresiones regulares sobre 3 = {a, b}:
¢ (a+D)

¢ ((a-0)-¢)

a*)

b-(a%))

(a+0)")

(a-((b-a)*)) +e)

(a-((b-a))) +2)

-

¢

¢

>

¢

(
(
(
(
(
(

Para reducir la cantidad de paréntesis, se define el orden de precendencia:
1. estrella (-)*
2. concanetacion -

3. unién +

Semadntica. Para una expresién regular R cualquiera, se define el lenguaje L(R) C ¥* inductivamente
como:

1. L(a) = {a}, para toda letra a € X.

2. L(e) = {e}.
3. L
4. L(R1 + R2) = L(R1) U L(R3), donde Ry y Ry son expresiones regulares.

(
(
(@) =
(
5. L(Ry - Ra) = L(R1) - L(R2), donde Ry y Ry son expresiones regulares.

L(Ry)*, donde R; es una expresién regular.

s

6. L(RY) =

k=0
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1.4 Expresiones regulares 1 LENGUAJES REGULARES

Para el punto 5. y 6., definimos para dos lenguajes L1, Ly C ¥* el producto de L1 y Lo:

Ll-LQZ{’wl"U}Q|U}1€L1/\UJQEL2}

Ademas, para un lenguaje L C ¥* se define la potencia a la n > 0:

L" ={wy -wy...w, |Vi<n.w; € L}

La potencia a la 0 se define como L° = {e}.

Ejemplo 1.12

Se muestran a continuacién lenguajes definidos por algunas ExpReg:
¢ L((a+b)*) ={a,b}*

¢ L((a-b)-(b-a)) = {abba}

¢ L(a-(b-a)+b-a+(a-b)-a)={aba,ba}

Definicién. Decimos que R; es equivalente a Ry si, y s6lo si, L(R1) = L(Rz). Si R; es equivalente a Rp,
escribiremos R; = Rs.

Lema. Los operadores de unién + y producto - son asociativos.

(R + R2)+ Rs = Ry + (R2+ R3)
(Ri-R2)-R3=R;-(Ry- R3)

La demostracién de este lema queda como ejercicio propuesto al lector.

Mss lenguajes definidos por algunas ExpReg:
¢ L(a* -b-a*) = todas las palabras con una sola b.

¢ L((a+Db)*-b-(a+b)*) = todas las palabras con una o més b's.

Definicion. Usamos las siguientes abreviaciones de expresiones regulares:

R"=R-R*
RF=R.." R
R'=R+e¢
Y=a1+...+tay,

para R € ExpRegy ¥ = {ay,...,a,}.
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1.5 Autématas con transiciones sin lectura 1 LENGUAJES REGULARES

Ejemplo 1.14

Mss lenguajes definidos por algunas ExpReg:

L(X*-b-X¥*) = todas las palabras con una sola b.
¢ L(b* - (a-b)®) = todas las palabras con 5 a’s.
¢ L(a* - (b+c)") = todas las palabras de a’s y terminadas en b o c.
¢ L((a-b")T) = todas las palabras que empiezan con a y donde cada a esta seguida de al menos una
b.

1.5. Autématas con transiciones sin lectura

Hasta ahora, hemos visto lo siguiente:

Lenguajes Regulares

DFA = NFA

ExpReg

Figura 2: Mapa actual de nuestros modelos de computacién

Podemos demostrar que ExpReg C NFA, pero para eso necesitamos un nuevo modelo.

1.5.1. NFA

Lo nuevo de este autémata:
1. tiene transiciones no deterministas y

2. tiene transiciones leyendo la palabra vacia e:
€

p—4q

La importancia de un e-NFA es que es un modelo muy 1itil para construir nuevos autématas y NO agrega
més poder de computacién a los NFA.

Definicién. Un autémata finito no-determinista con e-transiciones (e-NFA) es una tupla:

:(Q727A7I7F)

¢ @ es un conjunto finito de estados.
¢ X es el alfabeto del input.

¢ I C @ es un conjunto de estados iniciales.
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1.5 Autématas con transiciones sin lectura 1 LENGUAJES REGULARES

¢ ' C Q es el conjunto de estados finales (o aceptacion).

¢ ACQx(ZU{e}) x Q es la relacién de transicion.

Ejemplo 1.15

Algunos ejemplos de e-NFA’s:
a, b a,b

Para e-NFA veremos una forma alternativa para definir las nociones de ejecucién y aceptacién.

Ejecucién. Sea A= (Q,%,A,I,F) un e-NFA. Definimos:
¢ Un par (¢,w) € @ x ¥* es una configuracién de A.

¢ Una configuracién (¢, w) es inicial si g € I.

¢ Una configuracién (¢, w) es finalsiqg € Fy w=¢e.

“Intuitivamente, una configuracion (q, aw) representa que A se encuentra en el estado q procesando la palabra
aw y leyendo a”.

¢+ Se define la relacién -4 C (Q x ¥*) x (Q x ¥*) de siguiente-paso entre configuraciones de A:

(p,u) Fa (q,v)

si, y s6lo si, existe (p,¢,q) € A con ¢ € LU {e} tal que u = ¢ - v.

¢ Se define % como la clausura refleja y transitiva de - 4:

para toda configuracién (¢, w) : (g, w) F4 (g, w)

si(p,u) Fa (P, w)y (0, w) Fiy (q,0) 0 (p,u) By (g, 0)

Decimos que (p,u) F% (g, v) si uno puede ir de (p,u) a (¢,v) en 0 o mas pasos.

Ejemplo 1.16

a (1, baa) 4 (2,aa)

(2,aa) +a (0,a) Fa (2,a) ~a (0,¢)

(2,aa) 4 (0,¢) y (1,baa) 4 (0,¢)
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1.5 Autématas con transiciones sin lectura 1 LENGUAJES REGULARES

Aceptacién. Sea A = (Q,X,A,I,F) un eNFA y w € ¥*. Decimos que A acepta w si existe una confi-
guracién inicial (g, w) y una configuracién final (g, €) tal que:

(90, w) Fa (ar€)

Ademds, el lenguaje aceptado por A se define como:

L(A) ={w e X*| A acepta w}

Nota. Si A no tiene e-transiciones o no-determinismo, esta es una forma alternativa para definir ejecucién
y aceptacion para NFA y DFA.

1.5.2. NFA versus ¢-NFA

Partimos enunciado el siguiente teorema:

Teorema 4

Para todo autémata finito no-determinista con e-transiciones A, existe un autémata no-determinista
A’ tal que:
L(A) = L(A)

En otras palabras, NFA = e-NFA.

Para demostrar este teorema, mostraremos como construir un autémata no-determinista a partir de un
e-NFA removiendo las e-transiciones.

Construccién desde e-NFA a NFA. Dado un eNFA A = (Q,X, A, I, F) se define el NFA:
A7 =(Q,%,A% I, F7)

¢ para todo p,q € Q, (p,a,q) € A7 si, y sélo si, ¢ F/={pcQ|3qgeF. (pe) F4 (g, 6)}
existe p’ € @ tal que:

e (pe)Fu .6y Q%%

e (p/,a,q) € A.

BN

Demostracién teorema 5. Demostrar el teorema anterior es equivalente a demostrar que para todo p € @
ywe X
Jg € F. (p,w) Fiy (g,€) si, ysdlosi, ¢’ € F7 (p,w) e (s €)

De aqui, podemos concluir que A acepta w si, y sélo si, A7 acepta w.

I1C2223 Teoria de Autématas y Lenguajes Formales Pagina: 17 de 101



1.5 Autématas con transiciones sin lectura 1 LENGUAJES REGULARES

Por induccidn sobre el largo de w:

¢ Caso base: Para w =¢:
(=) Sea q € F tal que (p,€) % (g, €). Por definicién de F?, se tiene que p € F¥. Por lo tanto, (p,€) e
(p, €).
(<) Sea ¢’ € F7tal que (p, €) v (¢, €). Como A7 no tiene e-transiciones, entonces p = ¢’ y p € F. Por
definicién de F7, existe ¢ € F tal que (p,€) F* (g, €).
¢ Caso inductivo: Seaw=a-uyp€ Q:
(<) Sea ¢’ € F7 tal que (p, au) Fv (¢, €). Por definicién de %, existen p’ € Q tal que:
oo, @
(pa G/LL) l__AV (p ,’LL) l_As/ (q 76)
Por (1) sabemos que (p, au) F% (p', u). (3)
Como |u| < |au| y por (2), por HI existe g € F: (p',u) F¥ (g, ¢€). (4)
Juntando (3) y (4), tenemos que (p, au) % (g, €).
(=) Sea g € F tal que (p,au) F% (g, €). Por definicién de F¥ existen p/, p” € Q tal que:

(1*) ’ @ " (3;)
(p, au) 3 (P, au) Fa (p",u) F (g,€)

I
S~—

Por (1) tenemos que (p,€) F* (p/, €).
Por (2) tenemos que (p',a,p”) € A.

D
g

Por (4) y (5), sabemos que (p,a,p”) € A7y (p,a-u) b 40 (p",u).

—~ o~ —~
t
~

Como |u| < |au| y (3), por HI existe ¢’ € F7: (p”,u) F%, (¢, €).

m 2

Juntando (6) y (7), tenemos que (p,au) F*, (¢, €).

Con el teorema 5 demostrado, nuestro mapa de modelos se ve asi:

ExpReg

Figura 3: Mapa actual de nuestros modelos de computacién

Lenguajes Regulares

DFA

En la siguiente seccién mostraremos que todos definen el mismo conjunto de lenguajes.
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1.6 Teorema de Kleene 1 LENGUAJES REGULARES

1.6. Teorema de Kleene
1.6.1. Desde Expresiones a Autématas

Veremos a continuacién que toda ExpReg se puede transformar en un autémata.

Construccion inductiva. Para cada R € ExpReg, construimos un e-NFA Ap:

Ar = (Q7 ¥ A, {QO}7 {Qf})

tal que L(R) = L(AR).
Casos bases. Vemos primero los casos base de la construccién inductiva:

1. si R = a, 2. si R=¢e 3. si R=w:

para alguna letra a € X:
As OO av: -0 a -0 O

4. si R = (R1 + R2), donde R; y Rs son expresiones regulares:

)YO ARI O\ €

AR1+R2 Bis

‘O -ARz O/

Hacemos la construccién inductiva de R = (R; + Rs). Sea Ag, v Ag, los e NFA para Ry y Ra, respecti-
vamente, tal que:

¢ Ap, = (Q1,%, A1, {5}, {q}})

¢ A, = (Q2, 5, A2, {qd}. {q7})

Definimos el eNFA Ag, 1r, = (Q,%, A, {q}, {gr}) tal que:

¢ Q=Q19YQ29{q,qs}

A=A WA Y {(qo,e,qé) (q0,6,03) (qjlmﬁan) , (qfc,e,qjv)}

Proposicién. Si R = (Ry + Rs), entonces L (Ry + Ra) = L (AR, +R,)-

La demostracién de esta proposiciéon queda como ejercicio propuesto para el lector.

5. si R=(R; - Rs), donde R; y R» son expresiones regulares:

ARI'RZ: O AR1 : O ARz ©
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1.6 Teorema de Kleene 1 LENGUAJES REGULARES

Hacemos la construccién inductiva de R = (R; - Rg). Sea Ag, v Ag, los e NFA para Ry y Rs, respecti-
vamente, tal que:

¢ Ar, = (Q1, 3, A1, {gd} {ap})

¢ Ag, = (Q2,%, 89, {43}, {d}})

Definimos el eNFA Ag, .r, = (Q, %, A, {¢}, {q?}) tal que:

¢ Q=0Q1YQ2

¢ A=A AW {(q},e,qg)}

Proposicién. Si R = (R - Rs), entonces L (Ry - Ra) = L (AR, .r,)-

La demostracion de esta proposicién queda como ejercicio propuesto para el lector.

6. si R = (R7), donde R; es una expresion regular:

€

A(Rl)*: O O AR1 O

Hacemos la construccién inductiva de R = (R}). Sea Apg, el e NFA para Ry, tal que:

¢ -AR1 = (Qla E, Ala {Q(l)}v {q}})
Definimos el e-NFA A gy = (Q, %, A, {qo}, {qo}) tal que:

¢ Q=Q1Y{q}
¢ A= A1 Lﬂ {(QOaG,Qé) ) (CI}MQQO)}
Proposicién. Si R = (R}), entonces £ (R}) = L (A(ry))-

La demostracion de esta proposicién queda como ejercicio propuesto para el lector.

Teorema 6

Para todo R € ExpReg, existe un e-NFA Apg tal que:
L(R) = L(Ar)

En otras palabras, ExpReg C e-NFA.

1.6.2. Desde Autématas a Expresiones
Dado un autémata finito no-determinista (que, sin pérdida de generalidad, tiene un estado inicial):
A=(Q,%,A,q,F)
Para X C Q y p,q € Q, considerar el conjunto:
o, C T

tal que w =ay...a, € aif)q si, y sélo si, existe una ejecucion:

p:pogp12~-~%pn
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1.6 Teorema de Kleene 1 LENGUAJES REGULARES

1. (pi,ai41,pi+1) € A para todo i € [0,n — 1],
2. po =p,

3. Pn=¢,y

4. p; € X para todo i € [1,n — 1].

g €5 el conjunto de todas las palabras w tal que existe un camino (i.e. ejecucion) desde
p a q etiquetado por w y todos los estados en este camino estdn en X, con la posible excepcion dep y q”.

“Intuitivamente, o

/Cémo definimos L(A) en términos de o ,? Establecemos el siguiente lema:

L(A) = U a%_p

qeEF

Estrategia. Conocida como el algoritmo de McNaughton-Yamada:

1. Para cada «_, definir inductivamente una expresién regular Rg(q:

P’
X X
L(R, ) = g
2. Para F' = {p1,...,pr} definir la expresién regular:

Ryi=R3  +R2 +...+RY

q90,P1 q90,P2 q90:Pk

3. Demostrar que:
L(A) = L(Ra)
Definicién inductiva de R;fq. Tenemos que:

¢ Caso base: X = o

Sea ai,...,ar € ¥ todas las letras tal que:
(pv A, q) €A

e Si p # q, entonces:

=y
Q
e

f Jag+---+ap sik>1
o} sik=0

e Si p = ¢, entonces:

def |a1+---4+ar+e sik>1
€ sik=0

¢+ Caso general: X # o
Y

Por induccidn, suponemos que para todo r,s € () y para todo Y C X, R; ; es una expresion regular tal

que:
E(RKS) =aY

T8

Demostramos la construccién para Ri,fq con p,q € Q. Sea r € X cualquiera:
x def x_ X—{r X— Xy
Rp,q = Rp,q ) RP»T N (RT’T {T}) ' Rﬁq o

Proposiciéon. Para todo X CQ y p,q € Q:

Corolario. L(A)=L(Ra)
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1.6 Teorema de Kleene

Ejemplo 1.17: Algoritmo MNY

Considere el autémata:

R11:2} 1 2

a* +a*b(e+ath) at a*b+ a*b(e+a*b)* (e +atb)
2 at + (e+ath) (e+ath) at (e+atb)+ (e+ath)(e+ath)" (e+ath)

—_

R{1.2} 1 2
1 a* (bat)"  (a*b) (atb)”
2 (ath)" at (atb)”
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2 PROPIEDADES DE LENGUAJES REGULARES

2. Propiedades de lenguajes regulares

2.1. Lema de bombeo
Supongamos que deseamos aceptar el siguiente lenguaje:
L= {aibi | 7> 0} = {e, ab, aabb, aaabbb, aaaaabbbb, . . .}

con un autémata finito determinista. ;Es posible? La respuesta es que no, ya que nuestros automatas
no tienen la capacidad de “contar”. Por ende, L seria un lenguaje NO regular ya que no podria ser definido
por un autémata.

Enunciado. Sea L C X*. Si L es regular, entonces:

(LB) existe un N > 0 tal que
para toda palabra z -y -z € L con |y| > N

existen palabras u - v -w =y con v # € tal que

paratodoi >0, z-u-v'-w-z¢€ L.

El contrapositivo del lema de bombeo nos servira para demostrar que un lenguaje L NO es regular.

Sea L C ¥*. Si:

(-LB) para todo N >0
existe una palabra z -y -z € L con |y| > N tal que
para todo u-v-w =1y con v # €
existe un 7 > 0, x~u~vi-w~z§éL.

entonces L NO es regular.

“L NO es regular” “L es regular”

El escoge un N >0
Uno escoge x-y-zeL con|y|>N
El escoge u-v-w=yconv +e¢

Uno escoge i >0

Uno gana si xuv'wz ¢ L El gana si xuv'wz e L

LB version juego. “Dado un lenguaje L C ¥*, si UNO tiene una estrategia ganadora en el juego (—wLB)
para toda estrategia posible del demonio, entonces L NO es reqular”. Con estrategia, nos referimos a todas
las movidas posibles que podria ejecutar el demonio (considerar todos los casos posibles de sus elecciones).
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2.1 Lema de bombeo 2 PROPIEDADES DE LENGUAJES REGULARES

Ejemplo 2.1

Considere el lenguaje L = {a’b’ | i > 0}:

“a"b" NO es regular” “a"b" es regular”

Escojo NV >0

N N

Yo escojo a” -b" - € €L
S S
X y z

Entonces escojo b"-b™ - b' = b" con m >0
N
u v w y

Yo escojo i =2

Ganamos el juego ya que con ¢ = 2 estaremos bombeando mas b-letras y entonces la palabra no
tendrd la misma cantidad de a-letras que de b-letras (i # j), por ende, L NO es regular.

Ejemplo 2.2

Considere el lenguaje L = {a"b™ | n > m}:

“a"b™ NO es regular” “a"b" es regular”

Escojo NV >0

Yo escojo el

N N
a' -b"- e
S S
x y oz

Entonces escojo b - b* - b' = b" con k>0
N

u v o w y

Yo escojo i =2

Ganamos el juego ya que, nuevamente, con ¢ = 2, estaremos bombeando mas b-letras y entonces la
palabra puede tener mds b-letras que a-letras (n < m), y as{ L NO es regular.
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Ejemplo 2.3

Considere el lenguaje L = {w - w | w € {a,b}*}

“L NO es regular” “L es regular”
Escojo N >0
Yo escojo a"b-a"- b el
— —
X y z
sk ol _ N
Entonces escojo &' -a“-a' = a" con k>0
——
u v o w vy

Yo escojo i =0

Ganamos el juego ya que con la elecciéon de ¢ = 0 estamos haciendo que una de las mitades de la
palabra sea distinta a su otra mitad, por ende, L NO es regular.

Ejemplo 2.4

Considere el lenguaje L = {a®" | n > 0}

n n
“a> NO es regular” “a®" es regular”

Escojo NV >0
n_
Yo escojo a> "V -aV. € €L con N<2"
— N
X y z

Entonces escojo & -a*-a' = a" con k>0
—— = = N
u v o w y

Yo escojo i =2

Ganamos el juego ya que con la eleccién de i = 2, tenemos que en la eleccién de y tendremos una
mayor cantidad de a-letras bombeadas y se rompera el equilibrio 2V — N + N, por ende, L NO es
regular.

I1C2223 Teoria de Autématas y Lenguajes Formales Pagina: 25 de 101
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2.2. Minimizacién de autématas

;,Cémo minimizamos un autémata finito?

Figura 4: Idea de minimizacién

1. Eliminar estados inaccesibles.
¢ Facil de realizar y no cambia el lenguaje del autémata finito.
2. Colapsar estados “equivalentes”.

¢ ;Coémo sabemos cudles estados colapsar y ciales no?

Ejemplo 2.5

Considere el siguiente autémata:

Podemos:
¢ Colapsar estados 1y 2.

¢ Colapsar estados 3 y 4.

a,b
o &b
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2.2 Minimizacién de autématas

Ejemplo 2.6

Considere el siguiente autémata:

Podemos:
¢ Colapsar estados 1 y 2.

¢ Colapsar estados 3, 4 y 5.

2.2.1. Colapsar estados

Definicién. Sea A = (Q,%,d,qo, F) un DFA.
Se define la funcién de transiciéon extendida § : @ x ¥* — @ inductivamente como:

(g €)
S(q,w -a)

n

q
3(5(q,w), a)

o o
g 118

Definicién. Decimos que p y ¢ son indistingibles (p ~ 4 ¢) si:

paAq  ssi (S(p,w) eF& S(Q,w) € F), para todo w € ¥*.

Decimos que p y ¢ son distingibles si NO son indistingibles (p %4 q).

Recordatorio relaciones de equivalencia. Una relacién ~p sobre un conjunto X se dice de equiva-
lencia si es:

¢ Refleja: Vpe X. p=pp

¢ Simétrica: Vp,q € X. si p ~r ¢ entonces ¢ ~g p.

¢ Transitiva: Vp,q,r € X.sip=pr qy q =g T, entonces p g r.
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Para un elemento p € X se define su clase de equivalencia segtiin ~p como:
[pl~r ={a | a~rp}
Una funcién f: X — X se dice bien definida sobre ~xp si:

p~~prq entonces f(p)=~gr f(q)

Propiedades de =~ 4. Tenemos que:
¢ =~ 4 es una relacion de equivalencia, es decir, es refleja, simétrica y transitiva.

¢ Cada estado p € Q esta en exactamente una clase de equivalencia:
Pl~s ={al a~ap}
¢ Para todo a € ¥ la funcién §(-,a) : @ — @ esta bien definida sobre = 4:
p=4q entonces d(p,a)==4d(q,a)

El autémata cuociente. Para un DFA A = (Q, X%, 4, qo, F)) se define el DFA:

¢ Qx ={[plxa P € Q}
¢ Ox ([p]sza) = [5(177 a)]zA
¢ g~ = [qo]zA

¢ Fx={[pl~a [P € F}

Teorema 7

Para todo autémata finito determinista A se cumple que:

L(A) = L(A] =)

Demostracion. Queda como ejercicio propuesto al lector.

2.2.2. Algoritmo de minimizacién

El objetivo es buscar los pares de estados que son distingibles:

1. Construya una tabla con los pares {p, ¢} inicialmente sin marcar.
2. Marque {p,q} sip € F'y q ¢ F o viceversa.

3. Repita este paso hasta que no hayan mas cambios:

¢ Si {p,q} no estdn marcados y {d(p,a),d(q,a)} estan marcados para algin a € %, entonces marque

{p.q}.

4. Al terminar, p %4 ¢ si, y sélo si, la entrada {p, ¢} est4 marcada.
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Veamos como funciona el algoritmo. Considere el siguiente autémata y una tabla que relacione todos los
pares de estados:

[0]6]©)
©
®
1. Construya una tabla con los pares {p, ¢} inicial- 2. Marque {p,q} sip € F'y q ¢ F o viceversa.
mente sin marcar.
006 0]0J©)
© | @ |v| [v]v]v
v
® ® v v]v
|| ||

3. Repita este paso hasta que no hayan mas cambios:

¢ Si {p,q} no estdn marcados y {d(p,a),d(q,a)} estan marcados para algin a € %, entonces marque

{p.q}.

000EO0 000000 0OOOOO
® v Ivivivl o [V IY[Y][Y] o lv| [v]v]v
Y |eslca|es) R R vivivlv
® vivlivl ® vIvlv]l ® vv]v
(62)
|| | | o

OOEOO®O® 0]0]6]0]6]0) 0]0]6]0]6]0)
© [« [v[v]v] © [v] [v|v|]v] @ lv| [v]v]v
viv|v]v vlviv]v vlviv]v
® vivivl ® vivivl ® v|v|v
v v |6 V1Y
V] M |/ |

4. Al terminar, p #.4 ¢ si, y sélo si, la entrada {p, ¢} estd marcada.
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Asi, vemos que los pares indistingibles son todas las entradas NO marcadas.

2.3. Teorema de Myhill-Nerode

La seccién anterior deja muchas incégnitas:

1. ;Cémo sabemos si el autémata del algoritmo es un minimo?

2. Dado L, jexiste un tinico autémata minimo?

3. Dado un A, jes posible construir un autémata minimo equivalente?
En esta seccién, demostraremos que:

¢ El autémata con el minimo de estados es tinico.

¢ El algoritmo de minimizaciéon siempre construye el autémata minimo.

Estrategia. Para demostrar lo dicho anteriormente, seguimos los siguientes pasos:

1. Desde un DFA A, definiremos una relacién de equivalencia (RE) =4 entre palabras en %*.
2. Desde una RE = entre palabras, construiremos un DFA A—.

A partir de un lenguaje L, definiremos una RE =j.

A=, define el autémata con la menor cantidad de estados.

oro W

A=, es equivalente al resultado de nuestro algoritmo de minimizacién.

2.3.1. Relaciones de Myhill-Nerode

Sea L C ¥* cualquier lenguaje.

Definicién. Una relacién de equivalencia = en ¥* es de Myhill-Nerode para L si:
1. = es una congruencia por la derecha.

2. = refina L.

3. El ntimero de clases de equivalencia de = es finita.

A partir de una relacién = de Myhill-Nerode podemos construir un DFA A—.

A = =A

Construcciéon del DFA A—. Dada una relacién de Myhill-Nerode = para L C ¥*, definimos el autémata:

AE = (QE7 275£7QE7FE)

¢ Q= ={[w]z | w € =*}
¢ g= = [dz
v Fo = {jul= |we L}

¢ 0= ([w]=,a) = [wal=

I1C2223 Teoria de Autématas y Lenguajes Formales Pagina: 30 de 101



2.3 Teorema de Myhill-Nerode 2 PROPIEDADES DE LENGUAJES REGULARES

Teorema 8

Cada cualquier L C ¥*, tenemos que

Podemos establecer que A = =4 y = = A= son procesos inversos, conclusién que se ilustra en el siguiente
teorema.

1. Si A es un DFA que acepta L y si construimos:
A = =4 = Az,
entonces A es isomorfo (“equivalente”) a A= ,.
2. Si = es una relacion de Myhill-Nerode para L y si construimos:
= = A= = =4_

entonces la relacién = es equivalente a =4_.

La demostracion de ambos teoremas queda propuesto como ejercicio al lector.

2.3.2. Camino al teorema

Antes de enunciar el Teorema de Myhill-Nerode, debemos atin mencionar algunas definiciones.

Definicién. Dado un lenguaje L C ¥*, se define la relacién de equivalencia =;, como:

u=pv ssi (wweLsv-wel) YweX”

Ejemplo 2.7

Sea L = (ab)*. Algunas clases de equivalencia para L son:

¢ [e]=, = {€, ab, abab, ababab, . ..}.
¢ [a]=, = {a,aba,ababa, abababa, . ..}.

¢ [bl=, = {b,bb,ba,abb,...}

Propiedades. =, se caracteriza por:

1. Ser una congruencia por la derecha:

uw = ventonces u-w=pv-w YwecX"

2. Refinar a L:
u=p, v entonces (u € L < v € L)

3. Si = es una congruencia por la derecha y refina L, entonces = refina a = :

u = v entonces u =, v
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Con todo lo anterior, estamos en condiciones de enunciar el teorema.
Sea L. C ¥*. Las siguientes propiedades son equivalentes:
1. L es regular.

2. Existe una relacion de Myhill-Nerode para L.

3. La relacién =j, tiene una cantidad finita de clases de equivalencia.

Demostracion teorema 10. Del punto 1 al 2, tenemos que si L es regular, entonces:
¢ existe un autémata finito A tal que L = L(A).

¢ =4 es una relaciéon de Myhill-Nerode para L.

Del punto 2 al 3, sea = una relacién de Myhill-Nerode para L, entonces:

¢ = tiene una cantidad finita de clases de equivalencia.

¢ =) tiene una cantidad finita de clases de equivalencia.

Del punto 3 al 1, si =, tiene una cantidad finita de clases de equivalencia, entonces:

¢ =7 es una relacién de Myhill-Nerode para L.

¢ A—, es un autémata finito para L. u

Conclusiones del teorema. Tenemos que:
1. =1 = A=, produce el autémata con la menor cantidad de estados.
2. Todo autémata A tal que ===y, son isomorfos (“equivalentes”).

3. El algoritmo de minimizacién produce un autémata isomorfo A=, .

Demostracién punto 3. Sea A= (Q,%,J,qo, F') un autémata que acepta L ya minimizado:

u=pwv (wwelL&sv-wel) YweX"

[S23Y
—

qo,u~w)€F<:)5(q0,v~w)€F) Yw € ¥

(
(5 S(qo,u),w) eF@S(é(qo,v),w) eF) Yw € X
B

(O R R T
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2.4. Autédmatas en dos direcciones

2.4.1. Definicién de un 2DFA

Cabeza lectora

§ (movimiento en dos direcciones)
@@

DEEEEEEE e
I I

marca marca
inicial final

Figura 5: Representacion de un 2DFA

Definicién. Un autémata finito determinista en 2 direcciones (2DFA) es una estructura:

A: (Qaza'_a_h&QO)Qf)

¢ () es un conjunto finito de estados.

>

Y es el alfabeto del input.

>

F y - son las marcas (simbolos) iniciales y finales.

>

0:Q x (ZU{F,}) = Q x {<, —} es la funcién parcial de transicién.
¢ qo es el estado inicial.

¢ gy es el estado final.

Ejemplo 2.8

L={weX" | (#a(w)=0 mod3) y (#b(w)=0 mod 2) }

po Gr 4r dr dr qr qr

HEEEERIE]

g (90,2) (g,=) (q0,2) (po,¢)

—

q1 = (q2.=)  (qu,=) =
q2 = (q0.=) (q2.=) =
po (gr,=)  (po,€) (p1,¢) -
P - (P, €¢)  (po.€) -
qr - (gr.,=)  (gr,=) -
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Configuracién. Sea A un 2DFA y w = a;...a, € ¥* un input. Definimos a9 = F y a,4+1 = - tal que el
input se define como:

apQq ... apGpe1 =F-w -

Una configuracién de A sobre w viene dado por un par:

(g,1) € Q@ x{0,...,n+ 1}

¢ ¢ es el estado actual del autéomata.

¢ i es la posiciéon actual de la cabeza lectora.

2 . . . A
Se define la relacién de siguiente configuraciéon — de A sobre w como:

(pi) 2 (¢,9)

tal que:
¢ Sid(p,a;) = (q,—), entonces (p, 1) Ay (g,i+1).
¢ Si6(p,a;) = (q,+), entonces (p,i) = (g, i — 1).

Ejecucién. Una ejecucién (o run) p de A sobre w es una secuencia de configuraciones:

p:(po,io) = (p1,11) = ... = (Pmsim)

. . . A . .
donde py = qo y %9 = 0. Ademéds, (pj,i;) = (pj+1,%+1) Vi €[0,m—1].

Una ejecucion p de A sobre w es de aceptacion si:

Pm =4y Y I =n+1

Aceptacién. Decimos que A acepta w si hay una ejecucién de A sobre w que es de aceptacion. Asi, el
lenguaje aceptado por A se define como:

L(A) ={w e X*| A acepta w}

Ojo: Notemos que un 2DFA puede pasar por error o NO parar nunca.

2.4.2. 2DFA vs DFA

Para todo lenguaje regular L existe un 2DFA A:

L=L(A)

En otras palabras, DFA C 2DFA.

;Son los 2DFA maés poderosos que los DFA? En esta seccién, demostraremos que no, es decir, pueden
representar al mismo conjunto de lenguajes.

{Cuanta informacion puede almacenar un 2DFA? Veamos la siguiente figura:
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2 PROPIEDADES DE LENGUAJES REGULARES

l@@@@@

u

CIRJEEEER

w

“Cada vez que A cruce de w a u en el estado p, A
cruzard de regreso en el estado q”.

Este comportamiento solo depende de u, y no de

w:
1 Wi q
N
i:i\//\\/\//\-: :
P

CEEEEE

u '

Para cada u € ¥*, definimos la funcién T, : Q U {e} — Q U { L} tal que:

si, y sdlo si,
si, y sblo si,  desde
si, y sélo si,

desde

(»,

desde (qo,
si, y sélo si, (
(

q
=1 si, y sdlo si, desde (qo,

Suponga que ahora tenemos una palabra v tal que:

T, =T,

Luego, respecto a la funcién T,, podemos decir que:

desde (p, |u|) cruza en la configuracién (g, |u| + 1).
|u|) nunca cruza de w.
0) cruza por primera vez con (g, |u| + 1).
o, 0) cruza por primera vez con (g, |u| + 1).
0)

nunca cruza de u.

Entonces, v es indistingible de u segin A. En

otras palabras:
u-we€L(A) v -we L(A) paratodow € X*

Lo anterior tiene conexién con las relaciones de
Myhill-Nerode, que vimos en una seccién anterior.

1. Definimos la relacién =7 entre palabras en ¥* tal que:

u =7 v si, y solo si,

es una relacién de equivalencia.

2. =7 es una congruencia por la derecha:

EL :Tv

u=rv=Yw-u-w=pv-w

3. =7 refina a L(A):

u=Tv=(ueL & vel)

4. La relacién =7 tiene una cantidad finita de clases de equivalencia:
T:QU{el - QuU{L}

Asi, =£(4) también tiene una cantidad finita de clases de equivalencia.
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Teorema 11

Para todo 2DFA A existe un DFA A’ tal que:
L(A) = L(A)

En otras palabras, 2DFA = DFA.

El DFA del teorema anterior se construye usando el Teorema de Myhill-Nerode a partir de las funciones T,.

La demostracién del teorema y la construccién queda como ejercicio propuesto para el lector.
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3. Algoritmos para lenguajes regulares

3.1. Evaluacion de expresiones regulares

Expresiones regulares en la practica. FEl lenguaje para definir expresiones regulares en la practica se

conoce como RegEx (o RexExp). Las sintaxis mas usadas para definir RegEx son:
1. POSIX (Portable Operating System Interface for uniX).
2. Perl (PCRE = Perl Compatible Regular Expressions).

RegEx Teoria
Carécter a a
Escape \+ -
Cualquiera - by
Clase [abc] (a+b+c¢)
Clase consecutivo [a-zA-Z] (a4 ---4+z+A+---+2)
Clase exclusivo [~0-9] (+ +aex—{0,...,9} a)
Alternacién cat | dog cat + dog
0ol R? R’
1 0 més R+ R*
0 o mas Rx R*
entre n y m R{n,m} R"(R+¢e)m ™"

Backreference (R)\1 ?

. Como evaluamos una expresion regular? Tenemos el siguiente problemas:

PROBLEMA: Evaluacién de expresiones regulares
INPUT: una expresion regular R
un documento w

OUTPUT: TRUE si, y sélo si, w € L(R)

Donde el tamafio del input esta dado por:

¢ |R| := nimero de letras y operadores.

¢ |w| := largo del documento.

Buscamos un algoritmo polinomial en |R| y |w|. Algo a notar es que |R| << |w|:
¢ |R| puede ser del orden decenas operadores (~ 1 KB).

¢ |w| puede ser del orden de miles a millones de simbolos (~ 100MB).
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Analisis de tiempo diferenciado. Tenemos dos tipos:
¢ Combined complexity: expresién y documento son parte del input.
¢ Data complexity: solo documento es parte del input (tamano de expresion es considerada una constante).

Buscamos algoritmos que sean lineales en data complexity y ojald polinomiales en combined com-
plexity.

Volviendo a nuestro problema:

PROBLEMA: Evaluacién de expresiones regulares
INPUT: una expresion regular R
un documento w

QUTPUT: TRUE si, y sélo si, w € L(R)

Los pasos que podemos seguir para resolverlo son:
1. Convertimos R a un e-NFA Ag.

2. Verificamos si w € L(AR).

Ahora, el tamano del input es:

¢ |w| := largo del documento.

¢ A= 1@+ AL

Hay varias soluciones para resolver nuestro problema, que iremos enumerado a continuacién.

Solucién 1: Backtracking. Esta solucién es la que usa la mayoria de los motores de RegEx en la practica.
Se puede hacer una prueba en https://regexr.com/.

Solucién 2: DFA. Para un DFA A= (Q,%, 0, q, F') y una palabra w = a; ... a,.

Function eval-DFA(A, w):
q:=4o
fort=1tondo

| q:=4(q,a:)
return check (q € F)

Solucién 3: NFA determinizacién. Para un NFA A= (Q,X,A,I, F) y una palabra w =a;j ... a,.

Function eval-NFA(A, w):
Adet .= NFAtoDFA(A)
return eval-DFA (A% w)

[ Es necesario construir la determinizaciéon completa? La respuesta es que no. Recordemos que es la de-
terminizacién. Para un autémata no-determinista A = (@, 2, A, I, F'), definimos el autémata determinista
(determinizacién de A):

Adet — (2Q7 27 5det7qget’ Fdet)

¢ 29 = {S| S C Q} es el conjunto potencia de Q.
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. qget =1.
¢ §det 920 3 5 29 tal que:

§9°%(S,a) ={qeQ|3IpeS. (p,a,q) € A}
¢ [det = 1G5 €29 | SN F # @}, es decir, todos los conjuntos que tengan al menos un estado final.

Solucién 4: NFA on-the-fly. Fijémonos en la funcién de transicion §9¢ : 29 x 3 — 2@ tal que:
0% (S,a) ={g€ Q| Fp €S (paq) €A}
La estrategia on-the-fly corresponde a:

1. Mantenemos un conjunto S de estados actuales.

2. Por cada nueva letra a, calculamos el conjunto §9¢*(S, a).

Figura 6: Ejemplo de NFa on-the-fly

Definimos el algoritmo para un NFA A = (Q,X, A, I, F) y una palabra w = a4 ... a,, como:

Function eval-NFAonthefly (A, w):

S =1

for i=1ton do
Sold::S
S =0

foreach p € S,;; do
| S:=8U{q] (p,ai,q) € A}
return check (SN F # 9)

Resumen y complejidades. Para un autémata A y una palabra w = a; ... a, tenemos que:

Tiempo
Backtracking O (AJl1)
DFA O(JAl + |w])
NFA O (2191 + |w|)

eNFA on-the-fly  O(A| - |w])
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3.2. Transductores

no-determinista
g3

q2 An
v
qr  qo

/i
solo tectura (€] [ ][N J{T](a][ ][] (n]P][u](x][]

Soto escitura [€][1)n) A @0 D@ L]

Figura 7: Representacion de un transductor

Definicién. Un transductor (en inglés, transducer) es una tupla:

= (Q7EaQ7A7I7F)

¢ (Q es un conjunto finito de estados.

-

Y es el alfabeto del input.
¢ Q es el alfabeto del output.

-

ACQx(ZU{e}) x (QU{e}) x Q es la relacién de transicién.
¢ I C (@ es un conjunto de estados iniciales.
¢ ' C Q es el conjunto de estados finales.

Ejemplo 3.1

Algunos transductores:

aje b/c afe
i b/b A@ afe aje O
e/c b/e b/e

Configuracién. Sea 7 un transductor. Definimos:

¢ Un par (q,u,v) € Q X ¥* X Q* es una configuracion de 7.
¢ Una configuracién (g, u,€) es inicial si ¢ € F.

¢ Una configuracién (g, €,v) es final si g € F.

“Intuitivamente, una configuracion (g, au,vb) representa que T se encuentra en el estado q procesando la
palabra au y leyendo a, y hasta ahora grabo la palabra vb y el ultimo simbolo impreso es b”.
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Ejecucién. Se define la relacién F7 C (Q x T* x Q%) x (Q x X* x Q*) de siguiente-paso entre configu-
raciones de T

<p7 ulavl) }_T (qa u27/U2)

si, y sélo si, existe (p,a,b,q) € A tal que u3 = a-usy va = vy - b.

Se define 5 como la clausura refleja y transitiva de 7

para toda configuracién (g, u,v) : (¢, u,v) F3 (q,u,v)

si (q1,u1,v1) F7 (g2, u2,v2) v (g2, u2,v2) F7 (g3, u3,v3) : (g1, u1,v1) F7 (g3, us3,v3)

Ejemplo 3.2

a/a (0, aba, €) 1 (0, ba, a)
b/b

‘G (0, ba, a) 1 (1, a,ab) -1 (0, a,abc) —r (0,¢,abca)
€/c (0, aba,€) 1 (0,ba,a) y (0,aba,e) 1 (0,¢,abca)

Funcién definida por un transductor. Dado un transductor 7, decimos que:

¢ T entrega v con input u si existe una configuracién inicial (go, u, €) y una configuracién final (g¢, €, v) tal
que:

(q07 u, 6) ~r (Qfa €, ’U)

¢ Se define la funcién [T] : £* — 29"

[T](u) ={v € Q*| T entrega v con input u}

¢ Se dice que f: X* — 2% es una funcién racional si existe un transductor T tal que f = [T].

¢ Un transductor define una funcién de palabras a conjuntos de palabras.

Dos interpretaciones para un transductor. Podemos ver a [T] de dos formas:
1. T define la funcién [7] : ¥* — 29"

[T](w) ={v € Q*| T entrega v con input u}
2. T define la relacién [T] C X* x Q*:

(u,v) € [T] si, y solosi, T entrega v con input u

Desde ahora, hablaremos de funcién o relacién indistintamente y hablaremos de las relaciones racionales
(definidas por un transductor).
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Lenguaje de input y output. Para una relacién R C ¥* x 0* se define:
¢ T (R) ={u€¥*|IveQ*. (u,v) € R}.
¢ m(R) ={ve Q| JueX* (u,v) € R}.

Teorema 12

Si T es un transductor, entonces w1 ([T]) v m2([T]) son lenguajes regulares sobre ¥ y ), respectiva-
mente.

Idea demostracién teorema 12. Para 7 = (Q,%X,Q,A,I, F), defina A; = (Q, %, Ay, I, F) tal que
(p,a,q) € Ay si,ysolosi, 3beQU{e}. (p,a,b,q) €A
y demuestre que L(A;) = 71 ([T]).

Sea T1 y T2 dos transductores con 3 y Q) alfabetos de input y output. Las siguientes son relaciones
racionales:

L [T U] = {(u,v) € £ x Q" | (w,0) € [T] V (w,0) € [T2]}
2. [Tl [ 7] = {(uauz, vive) € X x Q| (ur,01) € [Ti] A (u2,v2) € [T2]}
3. [Tl = UpZo[Tal*

La demostracién de este teorema queda como ejercicio propuesto al lector.

Teorema 14

Existen transductores 71 y T2 sobre ¥ y Q tal que:
[T N [72] = {(u,v) € X* x Q" [ (u,v) € [TA] A (u,v) € [T2]}

NO es una relacion racional.

Demostracion teorema 14. Considere los siguientes transductores:

a/b €/c e/b a/c
% €fe 8 % €/e %

[T1]={(@",b"c™) |n>0,m>0} [T2] ={(a",b"c")| n>0,m>0}

Vemos que [T1] N [T2] = {(a™,b™c™) | n > 0}, pero el lenguaje que define el ouput no es regular, y por lo
tanto [71] N [72] no es racional. [ |

Definiciéon. Decimos que un transductor 7 define una funcién parcial si:

para todo u € ¥ se tiene que [[T](u)| < 1.
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Definicién. Decimos que T = (Q,%,Q, A, I, F) es determinista si cumple que:
1. T define una funcién [7] : ¥* — Q*.
2. para todo (p,a1,b1,q1) € Ay (p,asz,ba,q2) € A, si a3 = ag, entonces

bi=by vy @a=¢

Es decir, si tenemos dos transiciones desde un estado p a otros dos estados g1 y ¢z, y ambas transiciones
leen lo mismo: a; = a9, entonces lo que imprime el transductor y los estados deben ser iguales: by = by y
q1 = q2. Bésicamente, buscamos que sean la misma transicién.

3. si (p,e,b,q) € A, entonces para todo (p,a’, b, q") € A, se tiene que
(a',b',c") = (,b,q)

Es decir, si tenemos una e-transiciéon, entonces es la tinica transicion que sale desde p.

Ejemplo 3.3

a/b / ale b/c aje
b/b

D AL DGoun
e/c

3.3. Analisis léxico

Seccién pendiente.

3.4. Algoritmo de Knuth-Morris-Prat

Pattern matching. Veamos el siguiente problema. Dado un patrén w = w;...w, y un documento
d=dj...d,, encontrar todas las posiciones donde aparece w en d, o sea, enumerar:

{(i,4) | w=didiss ... d;}
Podriamos implementar la siguiente solucién ingenua (y poco eficiente):

for i =0ton—mdo
7:=1
Whilejgm/\wj :di+j do
| j:==75+1
if j > m then
| output (i+1,i+m—1)

3.4.1. Autémata de un patréon

Definicién. Dado una palabra w = w; ... w,, sea el NFA A, = (Q,%,A, I, F) tal que:
+Q=1{0,1,...,m}

¢ A={(0,a,0) |a e Z}U{({,wit1,i + 1) | i <m}

¢ I1={0}y F={m}.
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Ejemplo 3.4: Palabra w = nano

Podemos usar A, para encontrar todas las apariciones de w en w haciendo su determinizacién.

Defincién. Sea A = (Q°, %, 59, {0}, F") la determinizacién de A,, tal que Q°* contiene solo los
estados alcanzables desde {0}.

Ejemplo 3.5: Palabra w = nano y d = un nano no nana

9o 40 491 4o 41 Q2 Q3\/ g4 qo 491 4o 40 41 QG2 43 Q2

u n n a n o n o n a n a

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Para todo S € Q% y i € {0,1,...,m} se cumple que

i €S si,ysolosi, wi...w;es un sufijo de w ... Wyax(s)-

Corolarios. Tenemos que:
¢ Para todo S1, S5 € Q9°, si méx(S;) = max(Ss), entonces S; = Ss.
¢ Adet tiene |w| + 1 estados y a lo mas O(|w|?) transiciones.

Por lo tanto, encontrar todos los substrings de w en d toma tiempo O(|d| + |w|?).

Demostracién teorema 15. Sea S € Q%' un conjunto de estados cualquiera alcanzable desde {0}.
Entonces, existe una palabra u = a; ... ay tal que 69°*({0},u) = S. Por la demostracién de que £ (Adet) =
L(A) para todo NFA A, sabemos que j € S si, y sélo si, existe una ejecucién A, sobre u:

O:qoﬂ}qlg...%qk:j
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Por la definicién de A,, esta ejecucién es de la forma:

083093, oMt Mg 2

wl...wj

Por lo tanto, wyws . .. w; es sufijo de a; . .. ai. Usaremos este tiltimo hecho para demostrar ambas direcciones
del teorema, que formalizamos a continuacion.

Propiedad. Para toda u = a; ... a tal que §9°*({0},u) = S, y para todo j < m:

j€S si,ysolosi, w;...w;essufijodea...ax

Demostracién (=). Como S es alcanzable desde {0}, entonces existe u = a; ... az tal que 6% ({0},u) = S.
Como méax(S) € S, entonces W7 ... Wisx(S) es sufijo de aj ... ag.

Suponga que i € S. Entonces w ... w; es sufijo de a; ...ag. Como i < max(S), entonces:

W1 Wmax(S)

a1az ... 0k _—mix(S) Ak—max(S)+1 - - - Gk—i Ak—i+1 - - - Ak
N———’
wi... Wy

Por lo tanto, wy ... w; es sufijo de w ... wyax(s)-

Demostracién («<). Como S es alcanzable desde {0}, entonces existe u = a; ... ax tal que 6%*({0},u) = S.
Como max(S) € S, entonces wy ... Wax(s) €s sufijo de a; ... az.

Suponga que wy ... w; es sufijo de wy . .. Wngx(s)- Como wy ... w; es sufijo de w1 ... Wyax(s) ¥ W1 - - - Wnax(s)
es sufijo de u, entonces wy ... w; es sufijo de u = ay ...a.

Por la “propiedad”, concluimos que i € S. ]

3.4.2. Autémata finito con k-lookahead

Definiciéon. Se definen los siguientes conjuntos de palabras sobre un alfabeto finito 3:
¢ Y, =X x X*
¢ B8 ={(u,v) € Xy | |uv| = k}

Notacién. En vez de (u,v) € X,, escribiremos u.v € ¥,.

Ejemplo 3.6

Si ¥ = {a, b}, entonces:
¢ ab.ba € Xq y .aba € ¥,

¢ ab.ba € Bty .aba € T3

Definiciéon. Un autémata finito determinista con k-lookahead es una tupla:

A: (Qa2763q07F)

¢ (Q es un conjunto finito de estados.

L 4

3 es el alfabeto del input.
¢ (o es el estado inicial.

¢ F C Q es el conjunto de estados iniciales.

>

§:Q x (ZU{$}F — Q es una funcién parcial, tal que:
paratodop € Q yw € (BU{$H*:  [{uw |d(p,uv)=qyuww =w}| <1
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Ejemplo 3.7

Ejecucién. Sea A un DFA con k-lookahead. Tenemos que:

¢ Un par (¢,w) € Q x (XU {3$})* es una configuracién de A.
+ Una configuracién (go, w$*) es inicial.

¢+ Una configuracion (¢, $*) es final si ¢ € F.

El sufijo $* nos sirve para marcar el final del input (y simplificar la definicién de lookahead al leer el final
de la palabra).

Se define la relacién F 4 de siguiente-paso entre configuraciones de A:

(plvwl) Fa (Pz»wz)

si, y s6lo si, § (p1,u.v) = pg y existe w € ¥* tal que w; = wow y wy = vw.

Se define F* como la clausura refleja y transitiva de -4:

para toda configuracién (p,w) : (p,w) F% (p,w)
si (pr,w1) By y (p2,w2) Fa (p3,w3) : (p1,w1) iy (ps, ws)

Decimos que (p,u) F% (¢,v) si uno puede ir de (p,u) a (¢,v) en 0 o més pasos.

Aceptacién. Decimos que A acepta w si existe una configuracién inicial (gg, w$*) y una configuracién
final (g, $%) tal que:

(q07w#k) l_jl (qfa #k)
El lenguaje aceptado por A se define como:

L(A) ={w e X* | A acepta w}

Vemos que son las mismas definiciones para un e-NFA.

Teorema 16

Para todo DFA con k-lookahead A se tiene que L(A) es un lenguaje regular.

La demostracion de este teorema queda como ejercicio propuesto al lector.
Definicién. Llamaremos un lazy autémata a un DFA con 1-lookahead.

3.4.3. Algoritmo KMP

Construccién de un lazy automata. Sea w = w;...w,, y A%t = (Qdet, ¥, 8¢t {0}, FdEt) la determi-
nizacién de A,,.
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Definicién. Para i € [0,m], sea S; el tinico estado en Q4°* tal que i = max(S;).

Propiedad. Paratodo a € {wi,...wy}yie€[0,m—1]:

1. S; —{i} € Q4

2. a = w;y1, entonces 69 (S;,a) = S;y1.

3. a # w11, entonces §9° (S;, a) = §4°t (S; — {i},a).

La demostracion de esta propiedad queda como ejercicio propuesto al lector.

En base a la propiedad anterior, se define el lazy autémata .Aljzy = (Qdet, ¥, glazy , {0}, F det ) tal que:
¢ para todo a # wy: 6% ({0},a.) = {0}.

¢ para todo a € {wy,...,wn}yi€[0,m—1]

e si a = w;,, entonces 6% (S;,a.) = Si41
e sia#wi yis#0, entonces 6% (S;,.a) = S; — {i}.

Ejemplo 3.8

Para todo w se cumple que L (Ad?) = £ (Ala#).

La demostracién queda como ejercicio propuesto para el lector (usando la propiedad).

Complejidad KMP. Vemos que:

¢ El ntimero de pasos que A% consume letras = |d|
+ El niimero de pasos que A% retrocede < |d|

¢ El niimero de pasos totales de A% < 2. |d|

Por lo tanto, la cantidad de pasos es lineal en O(|d|).

Algoritmo KMP. Dado una palabra w y un documento d:
1. Construimos A!%#Y desde A,
2. Ejecutamos A% sobre d.

El paso 1 toma O(|w]|) y el paso 2 toma O(|d|), por lo tanto, el tiempo del algoritmo es O(Jw| + |d|).

Queda como ejercicio para el lector demostrar que construir A2% toma tiempo O(|w|).
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4. Lenguajes libres de contexto

4.1. Gramaticas libres de contexto
4.1.1. Gramaticas

Definicién. Una gramatica libre de contexto (CFG) es una tupla:

G=(V.%,P5)

¢ V es un conjunto finito de variables o no-terminales.

¢ 3 es el alfabeto finito (o terminales) tal que XNV = @.

¢ PCV x(VUZX)* es un subconjunto finito de reglas o producciones.
¢ S €V es la variable inicial.

Considere la gramdtica G = (V, X, P, S) tal que:
¢ V={X,Y}

¢ ¥ ={a,b}

v {(X,aX), (X,Y), (Y, )}

¢ S=X

G: X —aXd
XY
Y — ¢

Notacién. En este texto:

¢ Para las variables en una gramédtica usaremos letras mayusculas: X,Y, Z A, B,C, ...
¢ Para los terminales en una gramatica usaremos letras mintusculas: a, b, c, . ..

¢ Para palabras en (V U X)* usaremos simbolos: a, 3,7, . ..

¢ Para una produccién (A4, a) € P la escribimos como: A — «

Simplificaciéon. Si tenemos un conjunto de reglas de la forma:

X — o
X = o
X = a,

entonces escribimos estas reglas sucintamente como
X—oa|lag] - |ay

Recordando que oy, as,...,a, € (VUX)*.
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Ejemplo 4.2

La gramaética del ejemplo anterior:

G: X —aXb
X =Y
Y — ¢

Podemos escribirla en notacién sucinta como:

G: X—aXb|Y
Y — ¢

Producciones. Sea G una CFG. Definimos la relacién =C (V UX)* x (V UX)* de produccidn tal que:

a-X-f=a-v-p siysolosi, (X—v)eP

paratodo X € Vy a, 8,y € (VUX)*.

Si a X = avp entonces decimos que:
¢ aXf produce ayf o
¢ avp es producible desde aXg.

¢ aXfp = ayp es reemplazar v en X en la palabra a X (.

Derivaciones. Sea G una CFG. Dadas dos palabras a, 8 € (V U X)* decimos que o deriva g:

*

a=pf

si existe a1, ag,...,a, € (VUX)* tal que: & = a3 = ag = ... = 8, con = la clausura refleja y transitiva

de =, esto es:

. asa
2. o= f si, y sélo si, existe v tal que a = vy v = .

para todo o, 8 € (V U X)*. Notemos que = y = son relaciones entre palabras en (V U X)*.

Lenguaje. Sea G una CFG. El lenguaje de una gramatica G se define como:

E(Q):{w€2*|5:*>w}

L(G) son todas las palabras en ¥* que se pueden derivar desde S.
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Ejemplo 4.3

Sea G una CFG tal que:

G: X—aXb|Y
Y — ¢

¢+ Como X = aaabbb, entonces aaabbb € L(G).

¢ En general, uno puede demostrar por induccién que:

L(G) = {a"b" | n > 0}

Lenguaje libre de contexto. Diremos que L C X* es un lenguaje libre de contexto si, y sélo si,
existe una gramatica libre de contexto G tal que:

L=L(G)

Los siguientes son lenguajes libres de contexto:
¢ L={a"b"|n>0}
¢ Par = {w € {a,b}* | w tiene largo par }

¢ Pal = {w € {a,b}* | w=w""}

4.1.2. Arboles y derivaciones

Definicién. El conjunto de drboles ordenados y etiquetados (o solo arboles) sobre etiquetas ¥ y V|
se define recursivamente como:

¢ t:=a es un arbol para todo a € X.

¢ sity,...,t; son drboles, entonces t := X (¢1,...,tx) es un drbol para todo X € V.
Para un érbol t = X (¢1,...,t;) cualquiera se define:
¢ raiz(t) = X

L hijOS(t) =t1,..., 1%

Si t = a, entonces decimos que ¢ es una hoja, raiz(t) = a y hijos(t) =e.

Definicién. Fije una CFG G = (V, X, P, S). Se define el conjunto de drboles de derivacién recursiva-
mente como:

¢ Sia€ X, entonces t = a es un drbol de derivacién.

¢ SiX > X;...X, € Pyty,..., t son arboles de derivacién con raiz(t) = X; para todo ¢ < k, entonces
t = X(t1,...,tx) es un arbol de derivacién.

Decimos que t es un arbol de derivacién de G si:

1. t es un arbol de derivacion y
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2. raiz(t) = S.
Los arboles de derivacion son todos los arboles que parten desde S.

Ejemplo 4.5

Sea G una CFG tal que:
G: E - E4+E|ExE|n

Algunos édrboles de derivacién para G son:

Definicion. Sea G una CFG y w € ¥*. Se define la funcién yield sobre arboles, recursivamente como:
¢ Sit=a€ X, entonces yield(t) = a.
¢ Sitno es una hoja y hijos(t) = tits. .. tx, entonces:
vield(t) = yield(t1) - yield(ts) - ... - yield(ts)

Decimos que t es un arbol de derivaciéon de G para w si:
1. t es un arbol de derivacion de G y
2. yield(t) =w
Lo anterior significa que las hojas de ¢ forman la palabra w.
Proposicién. Sea G = (V, X, P, S) una CFG y w € ¥*. Tenemos que:

w € L(G) si, y solo si, existe un drbol de derivacién de G para w.

Un arbol de derivacién es la representacion grafica de una derivacién.
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Ejemplo 4.6

E - E+E|E+E|n

A
/

E E

/1IN |

E + E n

n n
1)E = ExE = E+E*E = n+E+E = n+n*E = n+nxn
2)E = ExE = E+E+E = E+n*xE = E+n%n = n+nx*n
3)E > ExE = E+ExE = E+Exn = E+n*n = n+nxn
4)E = E*E = Exn = E+Exn = n+Exn = n+nx*n
5)E = ExE = Exn = E+Exn = E+n*n = n+nx*n
6) .

Definicién. Sea G = (V, %, P, S) una CFG.

¢ Definimos la derivacién por la izquierda = C(VUD)*x (VU™

w.X.ﬁlz>w-'y~B si, ysolosi, X —+~vye€P

paratodo X e V,we X*y B,y € (VUX)*.

¢ Definimos la derivacién por la derecha = C (VUX)* x (V UX)*:

a-X - w=a-v-w siysolosii X —->~veP
rm

paratodo X e V,w e X* y a,y € (VUE)™

Se define 1:*> y = como la clausura refleja y transitiva de 1: y =, respectivamente.
m rm m rm

1:> y = solo reemplaza a la izquierda (leftmost) y derecha (rightmost).
m rm

Ejemplo 4.7

E - E+E|E+E|n E
|
*

Derivacién por la izquierda (Im)
E = E+E = E+E+xE = n+ExE = n+n+E = n+nxn
Im Im Im Im Im
Derivacién por la derecha (rm)

E = ExE = Exn = E+Exn = E+n*n = n+n%n

rm rm rm rm rm
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Proposicion. Por cada arbol de derivacién, existe una tinica derivacién por la izquierda y una tnica
derivacién por la derecha.

Por lo tanto, desde ahora podemos hablar de drbol de derivacién y derivacién (izquierda o derecha)
indistintamente.

4.1.3. Lenguajes regulares vs libres de contexto

Proposiciéon. Para todo lenguaje regular L, existe una gramética libre de contexto G 4:

L=L(G4)

Idea demostraciéon. Dado un autémata finito determinista A = (Q, X, d, qo, F'), {c6mo construimos una
gramadtica libre de contexto?

Defina la gramdtica G4 = (Q, X, P4, qo) tal que:
¢ si d(p,a) = q, entonces p — aq € Py
¢ sipe F, entonces p — € € Py

Queda como ejercicio propuesto al lector demostrar que L£L(A) = L(G4)

4.2. Simplificaciéon de gramaticas

;,Cémo podemos simplificar la siguiente graméatica?

G: S — aAa|aBD|aBH
A — B|D
B — aBalb
C — aCC | bC
D — aDCa|CFa
F — aFDa| aab
H — €

1. Dada una variable X, jes X ttil para producir palabras?

2. Dada una produccién p : X — =, jes p util para producir palabras?

4.2.1. Eliminacién de variables inutiles

Definicién. Sea G = (V, %, P, S) una CFG. Diremos que una variable X € V es 1til si existe una deriva-
cidn:

S aXpSw

Al contrario, diremos que una variable X es inutil si NO es 1til.

Definicién. Para una variable X € V:

1. Decimos que X es alcanzable si existe una derivacién:

S aXp

2. Decimos que X es generadora si existe una derivacién:

X 3w
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Propiedad. Para toda variable X € V — {S}:

existe una produccién Y — aX € P tal que Y € V es alcanzable < X es alcanzable.

La demostracién de esta propiedad queda como ejercicio propuesto al lector.

Un algoritmo para determinar si una variable es alcanzable:

input : Gramédtica G = (V, X, P, S)
output: Conjunto C' de variables alcanzables

Function alcanzables(G):
let Cp := {S}
let C :=o

while Cj # @ do
take Y € C,

C() = C() - {Y}
C:=Cu{Y}
foreach X € V — C tal que existe una regla (Y — ozXﬁ) € Pdo

| Co:=CoU{X}
return C

Propiedad. Para toda variable X € V:

existe una regla X — « tal que todas las variables en « son generadoras < X es generadora.

La demostracién de esta propiedad queda como ejercicio propuesto al lector.

Un algoritmo para determinar si una variable es generadora:

input : Gramdtica G = (V, X, P, S)
output: Conjunto G de variables generadoras

Function alcanzables(G):
let Go:={X eV | (X »w)eP}

let G:=o
while Gy # G do
G:= Go

foreach (X — a) € P do

if todas las variables en o estan en G then
‘ Go:=GoU {X}
return GG

Sea G = (V, %, P,S) una CFG. Sea G una gramdtica creada a partir de G después de:

¢ eliminar todas las variables y reglas NO generadoras.
¢ eliminar todas las variables y reglas NO alcanzables.

Entonces, L(G") = L(G) y G” no contiene variables inutiles.

Nota: Debemos respetar el orden para eliminar variables generadoras y luego las alcanzables. De hacerlo al
revés, la gramadtica resultante puede no definir el mismo lenguaje que la inicial.
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Demostracién teorema 18. Sea G = (V,X, P, S) una CFG.

Sea G’ = (V', 3, P’,S) al eliminar las variables no generadoras de G:
V':{X€V|Elw.X:;>w}
P={X—>aeP|XeV hae(VUD)}
Sea G” = (V" ,%, P”,S) al eliminar las variables no alcanzables de G’
V" = {X eV'|3a,8. 8 ? aXﬂ}
P'={X—=a€eP |XeV'Nae(V'UD)}
Considere las siguientes propiedades de G, G’ y G-
1. Para todo a € (VUX)*, si « % w entonces « é} w.

2. Para todo o € (V/UX)*, si S é} « entonces S g*;, o

3. Para todo ae € (V" UX)*, si & é} w entonces « E*i w.

La demostracién de estas propiedades queda como ejercicio propuesto al lector.

Demostracion L(G") C L(G). Como V" CV y P” C P, entonces es trivial que £ (G") C L(G).
Demostracion L£(G) C L£(G"). Sea w € L(G) tal que S ? w.

¢ Por la propiedad 1, tenemos que S § w.

¢ Por la propiedad 2, tenemos que S % w.
Por lo tanto w € £(G") y concluimos que L (G") C L(G).
Demostracion variables ttiles. Queremos mostrar que para todo X € V", X es titil en G”.
Como X € V", entonces S § aX 3 para algtin o, 3 € (V' UX)".
Por la propiedad 2, se tiene que: S g:*?/ aXBya,Be(V'UX).
Como X € V'y o, 8 € (V' UX)*, entonces existen u, v, w tal que:
Q@ :;> u, X :;> v, [ :;> w
Por la propiedad 1, se tiene que: « ? u, X % v, B é} w.
Por la propiedad 3, se tiene que: « % u, X g:*/>/ v, fB % w.

Juntando todo, S g:*/>/ aXp % uvw y por tanto X es util en G”. |

4.2.2. Eliminacion de producciones inutiles
Definicién. Sea G una CFG. Decimos que:

¢ Una produccién de la forma X — € es en vacio.
¢ Una produccién de la forma X — Y es unitaria.

Deseamos eliminar este tipo de producciones para simplificar nuestras gramaticas, sin embargo, debemos
tener cuidado con algunos detalles.
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Proposicién. Sie € £L(G), entonces NO se pueden borrar las producciones en vacio sin alterar el lenguaje

g.

Asf que, desde ahora, supondremos que € ¢ L£(G).

Definicién. Sea G = (V, X, P, S) una CFG tal que € ¢ £(G). Definimos a P* como el menor conjunto
de producciones que contiene a P y cerrado bajo las siguientes reglas:

1.SiX—>YeP*yY — € P* entonces X — v € P*.

2. 851 X e Py Z — aXf € P*, entonces Z — aff € P*.
Definimos G* = (V, X, P*, S). Entonces:

¢ P* es finito y

¢ L(G¥) = L(G).

Ahora, para cualquier palabra w € £(G*), sea T un arbol de derivacién de w en G* de tamano minimo.
Definimos las siguientes propiedades:

1. El arbol de derivacién 7 NO usa una produccién unitaria.
2. El arbol de derivacién 7 NO usa una produccién en vacio.

La demostracion de estas propiedades se hace por contradiccién: se supone que 7 usa una produccién unitaria
o en vacio y se comprueba que si ocurre esto entonces 7 no tiene tamano minimo.

Por la propiedad 1 y 2, tenemos que para todo w € L(G*), existe una derivacion de w en G que NO usa
producciones en vacio ni producciones unitarias. Por lo tanto, podemos eliminar las producciones en vacio
y unitarias de G*.

Para toda CFG G tal que € ¢ L(G), sea:
¢ G* la clausura de producciones unitarias y en vacio.
¢ G el resultado de remover toda produccién unitaria o en vacio de G*.

Entonces, £(G) = L(G) y G no tiene producciones unitarias o en vacio.

Resumiendo, para eliminar las producciones en vacio y unitarias de G:

¢+ construimos G* haciendo la clausura de producciones unitarias y en vacio,

¢ construimos G removiendo todas las producciones unitarias o en vacio de G*.

Por el resultado anterior sabemos que £((j) = L(G). Es importante mencionar que es posible que G contenga

simbolos inutiles.

4.3. Forma normal de Chomsky

Definicién. Una gramética G esta en forma normal de Chomsky (CNF) si todas sus reglas son de la
forma:

¢ X —>YZ

¢ X —a
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Ejemplo 4.8

La siguiente gramatica estd en CNF:

S — AB|AC|SS
C - SB

A —a

B —b

Toda gramética se puede convertir en CNF. Para facilitar el proceso, considere G = (V, X, P, S) una CFG
tal que € ¢ L(G).

¢ Primero, suponga que G no contiene reglas en vacio o unitarias.
¢ Por lo tanto, todas las reglas en G son de la forma:

e X —»~ para |y >2
e X —a

Los pasos para convertir G en CNF son:
1. Convertir todas las reglas a la forma:

¢ X > VY. Y, parak > 2
¢ X —a

2. Convertir todas las reglas a la forma:

¢+ X —>YZ
¢ X —>a

Para realizar el paso 1:
¢ Para cada a € ¥, agregamos una nueva variable X, y una regla X, — a.

¢ Reemplazamos todas las ocurrencias antiguas de a por X,.

Ejemplo 4.9

Considere la gramdtica S — aSb | ab, entonces, hacer el paso 1 termina en:

S — ASB| AB
A — a
B — b

Correctitud. Si G’ es la gramadtica resultante del paso 1, entonces se cumple que £(G') = £L(G).

Para realizar el paso 2, tomamos cadareglap: X — Y Ys... Y, conk >3 y:
¢ Agregamos una nueva variable Z.

¢ Reemplazamos la regla p por dos reglas:

XoNZ y Z—Y...Y

Repetimos este paso hasta llegar a la forma normal de Chosmky.
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Ejemplo 4.10

El resultado del paso 1 anterior es:

S — ASB| AB
A — a
B — b

Al realizar el paso 2, la gramética queda de la forma:

S — AZ| AB
Z — SB
A — a
B — b

Correctitud. Si G” es la gramdtica resultante del paso 2, entonces se cumple que £(G"”) = L(G).

Teorema 20

Sea G = (V,X, P,S) una CFG tal que € ¢ L(G). Existe una gramdtica G’ en forma normal de Chomsky
tal que:

Si G’ no tiene reglas unitarias ni en vacio, entonces G’ es de tamafno polinomial con respecto a G.

4.4. Lema de bombeo para lenguajes libres de contexto

Similarmente para los lenguajes regulares, existe un lema de bombeo para lenguajes libres de contexto.

Sea L C ¥*. Si L es libre de contexto, entonces:

(LBCFL)  existe un N > 0 tal que
para toda palabra z € L con |z| > N
existe una descomposicién z = uvwzxy
con vx # €y |vwz| < N tal que
paratodo i >0, u-v'-w-x'-y €L

Anélogamente, para demostrar que un lenguaje L NO es libre de contexto, usamos el contrapositivo del
lema.

Sea L C ¥*. Si:

(LB ) para todo N > 0 tal que
existe una palabra z € L con |z| > N
para toda descomposicién z = uvwzxy
con vz # € y [vwz| < N tal que

existe ¢ > 0, u~vi-w~mi-y¢L

entonces L NO es libre de contexto.
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Jugando contra un demonio. El lema de bombeo puede verse como el siguiente “juego”:

“L NO es CFL" “L es CFL”

El escoge un N >0
Uno escoge ze L con |z|>N
El escoge uvwxy =z con vx#e y |vwx|<N

Uno escoge i >0

Unoganasiu-vi-w-x'-y ¢ L Elganasiu-v-w-x"-yel

Ejemplo 4.11

Considere el lenguaje L = {a" | n > 0}

“3” NO es CFL" “3" es CFL"

Escojo N >0
Yo escojo aN2 €L

: 2
Entonces escojo & a* a' a™ a" = a"
R o e e

u v w x y

con k+m#0 y k+/+m<N

Yo escojo i =2

Ganamos ya que al bombear con i = 2 ya no se cumple que j + k + 1+ m +n = N? (se rompe el
equilibrio), y entonces z ¢ L.
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Ejemplo 4.12

Considere el lenguaje L = {a"b"c" | n > 0}.

“a"b"c" NO es CFL" “a"b"c" es CFL"

Escojo N >0
Yo escojo a"b"cV e L

Entonces escojo uvwxy = a" ' b"c" con wx+e y |vwx|<N

Yo escojo i =2

Ganamos el juego, ya que, como uvwzy = a’¥ bV eV con vx # e y [vwz| < N, entonces

vwz € L(a*b*) o wvwz € L(b*C)

¢ Sivwz € L(aTb), entonces:

o |uviwz?y|,p > 2N

o |uwiwayl. =N

Por lo tanto, 2’ ¢ L.
¢ Sivwz € L(bteT), entonces:

° |uv2waczy|b,C > 2N

o |uwiwatyl, = N

Por lo tanto, z’ ¢ L.

En ambos casos, uv?wz?y ¢ L, y por tanto L no es CFG.

Lema version juego. “Dado un lenguaje L C X*, si UNO tiene una estrategia ganadora en el juego

(—\LBCFL) para toda estrategia posible del demonio, entonces L NO es libre de contexto”.

Consecuencias. Podemos establecer la siguiente proposicién en base al lema de bombeo:

¢ Para todos lenguajes libres de contexto L; y Lo, se cumple que Ly U Lo es un lenguaje libre de contexto.

¢ Existen lenguajes libres de contexto L, L1 y Lo tales que:

e [,; N Ly NO es un lenguaje libre de contexto.
e L NO es un lenguaje libre de contexto.

Para demostrar que la interseccién no es libre de contexto, basta con un contraejemplo. Tomemos L

{a"b"c™ | n>0,m >0} y Ly = {a™b"c™ | n > 0,m > 0}, al hacer su interseccién, obtendremos el lenguaje

L ={a™b"c" | n > 0}, que ya vimos que no es libre de contexto.
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Queda como ejercicio propuesto para el lector demostrar que L no es libre de contexto.

4.5. Algoritmo CKY

Dado un lenguaje libre de contexto L y una palabra w, jcémo verificamos si w € L7
¢ Convertimos G en forma normal de Chomsky.

¢ Probamos todas las derivaciones de altura a lo més |w| + 1.

¢ Si encontramos una derivacién retornamos TRUE.

Los pasos anteriores se conoce como el algoritmo CKY, inventado por John Cocke, Tadao Kasami y Daniel
Younger. Es un algoritmo que usa programacién dindmica, y es ctibico en |w| y lineal en |G|:

Tiempo: O(|w|? - |G|)

Por simplicidad, asumiremos que las graméticas que recibe el algoritmo estdn en Forma Normal de
Chomsky (CNF).

Tabla del algoritmo CKY. Para una palabra w = ajas...a, y una gramatica G = (V, X, P,S) cons-
truimos la tabla CKY:

C15

G Cos

C13 C24 C35

G Gz Gy Gs

Para todo 1 <1 < j < n se define:
Cij:{X€V|X=;>ai...aj}

Paso 0 (inicial). Para cada ¢, construimos el Paso 1. Para cada ¢, construimos el conjunto
conjunto Cj; C V tal que: Ciiv1 CV tal que:
Ciit1={X €V | X = YZ € P para algin

C’”:{X€V|X—>a2€P}
YGCn‘/\ZECiJrlH,l}

Cu G Gz Cu G
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4 LENGUAJES LIBRES DE CONTEXTO

Paso k (k > 0).

Para cada ¢, construimos el conjunto C; ;4 C V tal que:

Ciivk = {X eV | dj € [Z,’L-i—k] X —>YZ e Pparaalgin Y € Cij NZ € Cj+ii+k}

| Cis
i\ Cuu Cos E Cu Cos
! I
i Ci3 [Caa Gas 1 Cis Gss
EC12 23 G Gys EC12 . . 45
1 Ci1 G Gz Cu Gss ECn . ° ° Css
-5;1- ) :‘32- ) -a; ) -2-4- ) ;5- ) ai a as as as
Ejemplo 4.13
Considere la palabra bbaba y la gramatica:
1
L {S, Y}
S —= XY |VYZ !
X > YY|a V5, Y X, Z}
Y - YX|b '
X, Z X S
VAN VI R (R RO
v Xy {s.Y) {s} {57}
1
1
v} {v} {X,z} {v} {X,2}
b b a b a
Considere la palabra abba y la gramatica:
S - XY |YX|SS| 1 {S}
]
XZ | YW |
Z
X - a E {z; @
Yoo LS e ()
Z - SY !
W~ osx L
a b b a
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Algoritmo CKY. A continuacién se muestra el pseudo-cédigo del algoritmo:

input : Una gramética G = (V, X, P,S) y una palabra w = ajas . ..ay,
output: TRUE si, y sélo si, w € L(G)
Function AlgoritmoCKY (G, w):

fori=1ton do
letC’”:Q

for X - C € P do

if ¢ = a; then
‘ let C“:C”U{X}
for k=1ton—1do

fori=1ton—kdo
let CiiJrk;Zg

for j=itoi+k—1do
for X - YZ € Pdo

if Y e Cij NZ € Cj+1i+k then
| let Ciiyr = Ciipr U{X}
return check S € Cq,

Analisis algoritmo CKY. En su correctitud, para toda gramatica G y para toda palabra w € ¥* se tiene

que:
AlgoritmoCKY(G,w) =TRUE < w € L(G)

La demostracion queda como ejercicio propuesto al lector.

Si el input es de tamafo |w| y la gramatica es de tamano |G|, entonces:

Tiempo del algoritmo CKY: O(|w|?-|G|)
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5. Algoritmos para lenguajes libres de contexto

5.1. Automatas apiladores

5.1.1. Versién normal

Cabeza lectora
(movimiento en una direccidn)

push / pop

?

stack

EIEIEIEIEEEIG) e

Figura 8: Idea de un autémata apilador

Definicién. Un autémata apilador (PushDown Automata, PDA) es una estructura:

P: (Q727F7A7q07L7F)

¢ () es un conjunto finito de estados.
¢ Y es el alfabeto del input.
¢ qo € Q es el estado inicial.
¢ F es el conjunto de estados finales.

I" es el alfabeto de stack.

>

¢ L €T es el simbolo inicial del stack (fondo).

>

AC(Qx(ZU{e}) xT) x (Q xT*) es una relacion finita de transicion.

Intuitivamente, la transiciéon:

((p, a,A),(q,B1By - - Bk)) €A

si el autéomata apilador esta:

¢ en el estado p, leyendo a, y en el tope del stack hay una A,
entonces:

¢ cambia al estado ¢, y modifico el tope A por B1Bs - - - Bg.

Intuitivamente, la transicién en vacio:

((p76,A)7 (¢,B1B3- "Bk)) €A

si el automata apilador esta:
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¢ en el estado p, sin lectura de una letra, y en el tope del stack hay una A,
entonces:

¢ cambia al estado ¢, y modifico el tope A por B1Bs - - - By.

Ejemplo 5.1

P = (Q727F7A»QO7J—7{qf})
¢ Q = {QO7qvaf}7 3= {aab}a I'= {A7J—} y A

(go,a,L,q0, A L) qo L goA L
(go,a, A, qo, AA) qoA S gAA
(90,6, A, q1, €) w0A % ¢
(q1,b,4,q1,€) QA —b> qn
(@6, Loare) a1 Loy

a, /AL b, Afe
b, Ale /O\ €, Lfe
a (%) ()
a, AJAA

Notacién. Dada una palabra A; A ... A, € I't decimos que:
¢ A1 As ... Aj es un stack (contenido),
¢+ A; es el tope del stack y

¢ Ay... A es la cola del stack.

Definicién. Una configuracién de P es una tupla (q-~v,w) € (@ - T'*,X*) tal que:

¢ q es el estado actual.
¢ 7y es el contenido del stack.
¢ w es el contenido del input.

Decimos que una configuracién:

(q-v,w) €(Q-T",%%)

¢ es inicialsig-y=¢qo- L.

¢ esfinalsig-y=g¢qy-econgr € Fyw=c.
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Definicion. Se define la relacion p de siguiente-paso entre configuraciones de P:

(@1 -7y,w1) Fp o (g2 72,w2)

si, y sélo si, existe una transicién (¢1,a, A4, g2, ) € Ay v € I'* tal que:
¢ W =a-ws

=4y

¢t =ay

Se define -}, como la clausura refleja y transitiva de -p. En otras palabras:

(171, w1) Fp (g272,w2) siuno puede ir de (q171,w1) a (g272, w2)
en 0 o méas pasos.

Ejemplo 5.2

Para la palabra w = aaabbb, tenemos la ejecucion:
a, 1L/AL b, Ale
/ / dol
b, Ale R €, Lfe

g ()——() e
gAAL | a
a, AJAA GAAAL | a
g AAL | b
giAL b
gl | b
qr | €

Definiciones. P acepta w si, y sélo si, (qo L, w) F} (gf,€) para algin ¢; € F.
El lenguaje aceptado por P se define como:

L(P) ={w € X¥|| P acepta w}

El lenguaje aceptado por el PDA utilizado en los ejemplos anteriores es L(P) = {a™b™ | n > 0}.

5.1.2. Versién alternativa

Esta definicién de autémata apilador es poco comun pero trae algunas ventajas:

¢ Es un modelo que ayuda a entender mejor los algoritmos de evaluacién para gramaticas.
¢ Es un modelo menos estandar pero mucho més sencillo.

¢ Al profe Riveros le gust6 y lo encontré interesante.
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Definicion. Un PDA alternativo es una estructura:

D:(Q7Z7AaQOaF)

¢ (Q es un conjunto finito de estados.

L 4

3 es el alfabeto del input.

¢ qo € Q es el estado inicial.

¢ F es el conjunto de estados finales.

¢ AC QT x (ZU{e}) x Q* es una relacidén finita de transicién.

Intuitivamente, la transicién:

(Al...Ai,a,Bl...Bj)eA

si el autéomata apilador tiene:

¢ Aj...A; en el tope del stack y leyendo a,
entonces:

¢+ cambia el tope A; ... A; por By ...DB;.

En este tipo de autémata apilador, no hay diferencia entre estados y alfabeto del stack.

Definicién. Una configuraciéon de D es una tupla

(ql oo qkaw) € (QJr’E*)

tal que:

¢ q1...qr es el contenido del stack con ¢; el tope del stack.
¢ w es el contenido del input.

Decimos que una configuracién:

¢ (go,w) es inicial.

¢ (gr,€) es final si gy € F.

Definicién. Se define la relacién Fp de siguiente-paso entre configuraciones de D:

(yvi,w1) Fp o (72, w2)

si, y sélo si, existe una transicion (o, a,8) € Ay v € I'* tal que:
¢ Wy =a-wsy

t=ay

* =07

Se define 7, como la clausura refleja y transitiva de Fp.

Definiciones. D acepta w si, y sélo si, (qo,w) 5 (gf,€) para algin ¢y € F. Ademsds, el lenguaje
aceptado por D se define como:

L(D) ={w € &* | D acepta w}
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Ejemplo 5.4

D= (Qa {a’a b}7A7QOaF)
¢ Q = {J—vq07q1an} y A

(L,a.q0L) 13 qoL 1
(go, a, qoqo) qo ! qoqo Gl | a
(qo, b, q1) G > q1 Jogol | a
(190, b,01)  q1q0 > @ GodGoqol | a
(qiL.€. qr) qil 10} qr gigogol | b
qgqol | b
gl | b
qr | €

L(D) ={a"b" | n > 1}

Teorema 21

Para todo autémata apilador P existe un autémata apilador alternativo D, y viceversa, tal que:

El teorema anterior nos dice que podemos usar ambos modelos de manera equivalente.

5.2. Automatas apiladores vs gramaticas libres de contexto
JEn qué se parecen CFG a PDA?

Gramaticas libre de contexto Autématas apiladores

= Terminales (X)
= Variables (V)

u Alfabeto input (X)
» Alfabeto stack (I)
u Producciones = Transiciones
" Aon = pAS @y
mA->a " pASgq
u Derivaciones = Ejecuciones

= Arbol de derivacién m Stack

Figura 9: Graméticas vs Autématas apiladores

Todo lenguaje libre de contexto puede ser descrito equivalentemente por:
¢ Una gramdtica libre de contexto (CFG).

¢ Un autémata apilador (PDA).
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5.2.1. Desde CFG a PDA

Partimos enunciado un teoremas:

Teorema 23

Para toda gramatica libre de contexto G, existe un automata apilador alternativo D, tal que:

Construccién D desde G. Sea G = (V, X, P, S) una CFG. Construimos un PDA alternativo D que acepta
L(G):

D= (V UXU{q,qr}, %, A, qo, {qf})

La relacién de transicién A se define como:

A = {(q.€65 q5)} U
{X,6,7) | X »=~v€ P} U (Expandir)
{(a,a,¢e) | a € T} (Reducir)

Demostracién £(G) = L(D). Debemos demostrar dos direcciones: £(G) C L(D) y L(D) C L(G).

Demostracién £(G) C L(D). Para cada w € £(G) debemos encontrar una ejecucién de aceptacién de D
sobre w. ;Cémo encontramos esta ejecuciéon? La idea es que para cada arbol de derivacién T de G sobre w,
construimos una ejecucién de D sobre w que recorre el d&rbol 7 en profundidad (DFS). Por tanto, debemos
usar induccién sobre la altura del arbol 7.

Hipétesis de inducciéon. Para todo arbol de derivacién T de G con altura h tal que:
¢ laraizde T es X,y
¢ T produce la palabra w

entonces (X -y, w) F5 (7,€) para todo v € Q.

Caso base: h =1. Si T tiene altura 1, entonces:
¢ 7T produce la palabra w = a para algin a € ¥ y
¢ T consiste de un nodo X y un hijo a con X — a.

Entonces para todo v € QT:
(X : '770‘) }_D (a’ : ’}/7(1) l_D (’77 6)

es una ejecucién de D sobre a.
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Caso inductivo: h = n. Suponemos que el drbol de derivacién 7 de G tiene altura n tal que:
¢ laraizde T es X,y
¢ T produce la palabra w.

Sin pérdida de generalidad, suponga que 7 es de la forma:

X
VRN

Y Z
/U\ /V\
donde w =u-vy X — YZ. Por HI, se tiene que para todo 1,7, € Q*:

(Y - y1,u) Fp (71, €)
(Z - 7y2,v) Fp (72, €)

Para v € Q7 construimos la siguiente ejecucién de D sobre w = uw:

(X : ’Y,’U/U) l_'D (YZ ' ’Y,’U,U) '_*D (Z : ’77’0) l_*D (,77 6)

La demostracién de £(D) C L(G) se deja como ejercicio propuesto al lector.

5.2.2. Desde PDA a CFG

Partimos enunciando el siguiente teorema:

Teorema 24

Para todo autémata apilador P, existe una gramatica libre de contexto G tal que:

Demostracién L(P) = L(G). SeaP = (Q,%,T, A, qo, L, F) un PDA (normal). Los pasos a seguir son:
1. Convertir P a un PDA P’ con UN solo estado.

2. Convertir P’ a una gramaética libre de contexto G.

Paso 1. Sea P = (Q,%,T,A,qo, L, F) un PDA. Podemos analizar:
¢ ;Por qué NO necesitamos la informacién de los estados?
¢ ;Como guardamos la informacion de los estados en el stack?

Esto conlleva a la siguiente pregunta: Si el PDA estd en el estado p y en el tope del stack hay una A, za
cudl estado llegaré al remover A del stack?

La solucién a esta pregunta es que podemos adivinar (no-determinismo) el estado que vamos a llegar cuando
removamos A del stack.
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Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que
1. Todas las transiciones son de la forma:
qA S pB1By o qA S pe
con ¢ € (XU {e}).
2. Existe ¢5 € @ tal que si w € L(P) entonces:

(g0-L;w) Fp (g5, €)

Estos dos puntos nos aseguran que siempre llegamos al mismo estado ¢y. Luego, construimos el autémata
apilador P’ con un solo estado:

P = ({q}, =, T, A {q}, L', {q})

¢ IV=QxI'xQ.
“p,A,q) €T si desde p leyendo A en el tope del stack llegamos a q al hacer pop de A”.

¢ 1= (qu J—a Qf)
“El automata parte en qo y al hacer pop de L llegard a q¢”.

¢ SipA 5 p'BiBy € A con ¢ € (U {e}), entonces para todo py,ps € Q:
q(p7 Aap2) i) q (plaBlapl) (p17325p2) € A’

¢ SipA S p' € Aconcée (SU{e}), entonces:
a(p,Ap) S qe N

Hipdtesis de induccién (en el nimero de pasos n). Para todo p,p’ € Q, A €T y w € ¥* se cumple
que:
(pA,w) F} (p',e)  si,ysolosi, (q(p,A,p0),w)Hp (g,€)

donde 3 es la relacién de siguiente-paso de P n-veces.

Si demostramos esta hip6tesis, habremos demostrado que £L(P) = L(P’). ;Por qué?
Caso base: n = 1. Para todo p,p’ € Q, y A € T se cumple que:

(pA,c)Fp (p'e)  siyysolosi, (q(p,A,p"),c)bp (q,€)

para todo ¢ € (XU {€}).

Caso inductivo. Sin pérdida de generalidad, suponga que pA = p; A1 As y w = auv, entonces

(pA, auv) Fip (p',€) ssi (pA, auv) Fp (p1A1 Az, uv) Fp (p2Aa,v) Hp (p,€)
ssi (prA1,u) Fp (p2.€) y  (p2A2,0) b (P, €)
ssi (q(p1, A1, p2),u) Fp (q,€) Yy (q(p2, A2,P) ,v) Fpi (q,€)
ssi (q (pa A7p/) ) CLU’U) |_73 (q (ph A11p2) (P27 A27 q)) 7UU) l_}];rj (q7 6)
|
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Paso 2. Sea P = ({¢},%,T,A,q,L,{q}) un PDA con UN solo estado. Construimos la gramatica:
G=WV,5,P 1)

¢ V=T

¢ SigA S qa € A entonces A — a € P

¢ SigA % ga € A entonces A — ao € P

La demostracién de este paso queda como ejercicio propuesto al lector.

5.3. Parsing: coémputo de First y Follow

Recordatorio. La sintaxis de un lenguaje es un conjunto de reglas que describen los programas vélidos
que tienen significado. Por otro lado, la seméantica de un lenguaje define el significado de un programa
correcto segin la sintaxis.

pos = init + ratex*60

{

| Lexical Analyzer |

J-------- > (id,1) (=) (id,2) (+) (id,3) {x) (60)
| Syntax Analyzer |

| Semantic Analyzer I (id1) -t .
(id,2) L
------------- > T (id,3) 60
I Intermediate Code Gen I (id.1) (id 2>/ + ~ &
(id3)”  inttofloat
| Code Optimizer | 6|O

{

| Code Generator |

{

Cédigo de maquina

Figura 10: La estructura de un compilador
Lo que se busca es un proceso de verificacion de sintaxis de un programa, y que entregue la estructura
del mismo (4rbol de parsing). Consta de tres etapas:
1. AnAlisis 1éxico (Lexer).
2. Anélisis sintético (Parser).
3. Analisis semdntico.

En una seccién anterior vimos el Lexer. Ahora, veremos como hacer el Parser.

Informalmente: “dado una secuencia de tokens w' y una gramdtica G, construir un drbol de derivacion
(parsing) de G para w”.

Con el arbol de derivacién habremos verificado la sintaxis y obtenido la estructura.
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Ejemplo 5.5: Parsing de gramatica

E - (E+E)| (FExFE)|num
Para un input w = ((43 + 56) * 27):

¢ Convertimos w en una secuencia de tokens:

w' = ((num + num) * num)

¢ Construimos un arbol de parsing para w’:

Problema de parsing. Dado una palabra w y dado una gramaética G, generar un arbol de parsing 7 de
G para w. | Ya sabemos resolver este problema? El algoritmo CKY nos permite hacer esto, pero:

¢ es impracticable para grandes inputs.
¢ miultiples pasadas sobre el input.

Deseamos hacer parsing en tiempo lineal en el tamano del input. ;Quién nos puede rescatar ante tal
problema? Efectivamente, los autématas apiladores.

Recordemos que, para una gramética G = (V, X, P, S) podemos construir un PDA alternativo D que

acepta L(G):
D= (V U X U {qo, Qf}, ¥, A, qo, {Qf})

La relacién de transicién A se define como:

A = (w5 q)} u
{X,6,7) | X -ye€ P} U (Expandir)
{(a,a,€) [ a € X} (Reducir)

Con esto, nos encontramos con otro problema: hay muchas alternativas para expandir. ;Coémo elegir
entonces la siguiente produccién para expandir? Por ejemplo, si tenemos la regla X — « | 3, jcémo elegir
entre o o 37

Queremos elegir la préxima producciéon X — « de tal manera que, si existe una derivacién para el input,
entonces X — v es parte de esa derivacion:

si S uXy S uv, entonces vy = v
Im Im Im

Necesitamos mirar las siguientes letras en v y ver si pueden ser producidas por a o (. Para esto,
ocuparemos los conceptos de first y follow.
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5.3.1. Prefijos

Definiciéon. Sea ¥ un alfabeto finito. Para un k£ > 0, se define

k
peh =
=0

D3t =R U (S5 {#))

Ejemplo 5.6

Para ¥ = {a,b}:
¢ ¥=2 = {¢,a,b,aa,ab, ba, bb}

¢ Ef = {€,a,b,aa, ab, ba, bb} U {#, a#, b#}

El simbolo # representard un EOF (End Of File), marcando el fin de una palabra.

Definicion. Para una palabra w = ajas...a, € ¥* se define el k-prefijo de w como:

| ai...a, sin<k
w =
k ai...ar sik<n

Definimos la k-concatenacién @y entre strings u,v € ¥ como:

uOpv= (u-v),

Ejemplo 5.7

Sea ¥ = {a, b}, entonces:

¢ (abaa)|z = ab (ab)]2 = ab (a)l2 =a (e)l2=¢
¢ a @ baa = (abaa)|z = ab

¢ bba Oz a = (bbaa)|2 = bb

¢ bOe=(b)2=0

Extendemos estas operaciones para lenguajes L, L1, Lo C ¥* como:

Ll ={wl, |we L}
Ly O Lo ={w; O we | w1 € Ly y wy € Lo}

Ejemplo 5.8

¢ ((ab)*)|s = {e, ab, aba}

¢ (a)* @3 (ab)* = {€, a, aa, aaa, ab, aba, aab}

Podemos decir que los operadores |, y ® “miran” hasta un prefijo k.
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Propiedades. Paratodo k>1y Ly, Ly, L3 C X%
. Ly O (L2 ©f L3) = (L1 Ok La) ©f L3

. L1 O {e} ={e} Ox L1 = L1

- (L1L2) |k = Lk Ok La|k

4. Ly ®f (Ly U L3) = (L1 © La) U (L1 Oy L3)

La demostracién de estas propiedades queda como ejercicio propuesto al lector.

W N =

5.3.2. First y Follow
Sea G = (V, X, P, S) una gramética libre de contexto y k > 1.

Definicién. Se define la funcién firsty : (VU X)* — 2" tal que, para vy e (VUx)~

firste(y) = {ule |7 = u}

Ejemplo 5.9

E — (E+E)|(E+E)|n

<k
Definicién. Se define la funcién followy : V — 2%#% como:

followi(X) ={w| S = aXfywc firsty(f#)}

Ejemplo 5.10

E — (E+E)|(ExE)|n
¢ follow; (E) = {#7 +, *, )}
¢ followa(E) = {#,)#,)), )+, )*, +(, x(, +n,*n}

= followk(X)

firsty(X)

Figura 11: Representacién de first y follow
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5.3.3. Calcular First
Sea G = (V, X, P, S) una gramética libre de contexto y k > 1.

Proposicién. Para X;,..., X, € (VUX):

firsty (X1...X,) = firsty (X1) Ok - - O firsty (X,)

Demostracién. Defina £(X) = {w | X = w} y L(y) = {w | v = w}. Notar que firsty(y) = L(7)|x, por
lo tanto, tenemos que

firsty (X1... Xn) = £(X1... X,)],
— (LX) LX) LX),
=L(X1) [k Ok L(X2) [k Ok -+ Ok L(Xn) [k
= first, (X1) Ok -+ Ok firsty (X,)

En particular, tenemos que:

first,(X) = U firsty(X1) Ok -+ O firsty(X,)
X—X1..Xn€EP

Definimos el siguiente programa recursivo para todo X € (V UX):

first)(X) := U wlk
X—>weP

firsti(X) := U first] ' (X1) O - Op first) ' (X,)
X—X1..X,€P

Es facil ver que:
¢ first) '(X) C firsti(X) para todo i > 1.
¢+ Como first;(X) C U=k, entonces para algin i < k - |X|* - |V| tendremos:

firsti (X)= firsti“(X) para todo j >4

Teorema 25

Sea i* el menor niimero tal que first}: (X) = firstf:H(X) para todo X € V. Entonces, para todo
XeV: _
firsty, (X) = firsty(X)

La demostracion del teorema anterior queda como ejercicio propuesto para el lector. Una idea para la direccién
C, es demostrar por induccién que first} (X) C firsty(X). Para la direccién D, una idea es demostrar por

induccién que si X = w, entonces w|y € firsti(X) para algin i.
Algoritmo. A continuacién se presenta un algoritmo para calcular firsty:
¢ Input: Gramdtica G = (V, X, P,S) y k > 1.

¢ Output: Todos los conjuntos first(X) para todo X € (VUZX).
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Function CalcularFirst (G, k):

foreach a € ¥ do

| first(a) := {a}

foreach X € V do

‘ firstg(X) = Uxwep Wk
1:=0
repeat
t:=144+1

foreach a € ¥ do

| firsti(a) = {a}

foreach X € V do

firsti(X) := U firstl 1 (X)) O - O firstl ' (X,)
X—X,..X,€P

until first} (X) = first, '(X) para todo X € (VUY)
return {first;(X)}xewur)

5.3.4. Calcular Follow

Sea G = (V, X, P, S) una gramética libre de contexto y k > 1. Si consideramos X # S:

followy(X) = [ J firstu(B#)

S2aXpB

= U first, (8 8#)

SZaYB=aa’ XB'B

U | firsti (3'8#)

Y-/ X3 SZay s

(8) Ok firsti(S#)

Il Il
C 2C
Hh
[
g = C
ct
ES
Hh
[
H
9]
ct
>

Bhor |J tirst(s#)

Y—o/ X3 S:*>OLY[3
= U first; (,3,) Ok fOllOWk(Y)
Yool X8

Si consideramos X = S:
follows(S) = {#}U | ) firsti(B#)

s£asp

= {#}U U firsty (8 5#)

SZaY B=aa’SB B

={#}uU U firsty (8)) Ok followg(Y)
Y sa’'Sp

Dado lo anterior, podemos definir el siguiente teorema.
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Sea G = (V, X, P, S) una gramadtica libre de contexto y k > 1. Entonces:

Para X # 5 follow,(X) = U firsty(S) Ok follow(Y)
Y—aXp
Para X =S follow(S) = {#}U U first,(B8) O follow,(Y)
Y —aSp

Definimos el siguiente programa recursivo para todo X € V:

Para X #S: follow)(X) = o

Para X =S: followl(S) := {#}

Para X #S: followi(X) := U firstg(B) Ok followz_l(Y)
Y—aXp

Para X = 5: follow(S) = {#}U [J firsti(8) Ok follow, '(Y)

Y —aSB

Similar al caso de firsty, es facil ver que:
¢ follow) '(X) C follow(X) para todo i > 1.
¢+ Como followg(X) C B=F entonces para algin i < k- |S|F - |V]:

follow{c(X) = followfj—l(X) para todo j > i

Teorema 27

Sea i* el menor niimero tal que followi (X) = follow?"‘l(X) para todo X € V. Entonces, para
todo X € V: 4
follow,, (X) = follow(X)

La demostracion de este teorema se deja como ejercicio propuesto al lector.

Con todo lo anterior, podemos calcular followy(X) con un algoritmo similar que firsty(X). Respecto a la
eficiencia de este tipo de algoritmos:

¢ Toman O(k - |S|* - |[V]) en el peor caso.

¢ Si k=1, el nimero de repeticiones serd O(|X| - |V|) y el tiempo del algoritmo serd polinomial en |G| en el
peor caso. Incluso, se puede hacer en tiempo O(|V| - |P]) en total.

5.4. Gramaticas LL

Volvamos a la idea de buscar un algoritmo que haga parsing en tiempo lineal. Para esto, contruiamos un
autémata apilador alternativo D al cual le expandiamos sus producciones. jEl problema? No sabemos como
elegir que producciones expandir. Debido a lo anterior, introducimos los conceptos de first y follow. Asi
que, si tenemos una produccién de la forma X — « | 8, jcédmo elegir entre o o 87

Estrategia (intuicién). La idea es la siguiente:

1. Mirar k simbolos del resto del input v (k-lookahead).

2. Usar v|; y decidir cudl regla X — + elegimos para expandir.
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La caracterizacion de las gramaticas que cumplen las propiedades anteriores se denominan Gramaticas

LL(k), donde
¢ Primera L: leer el input de izquierda a derecha (Left-right).
¢ Segunda L: producir una derivacién por la izquierda (Leftmost).

¢ Parametro k: el nimero de letras en adelante que utiliza (lookahead).

5.4.1. Definicién Gramaticas LL
Sea G = (V, X, P, S) una gramadtica libre de contexto y k > 1.

Definicién. Decimos que G es una gramética LL(k) si para todas las derivaciones:

¢S S uYpB = uyf l:*> uvy
m

Im Im

oS:*>uYﬁ:>u'ygﬁl:*>uvgy
m

Im Im
¢ vip = w2k
entonces se cumple que 1 = yo.

Notar que la eleccién de Y — « depende de YV, v|g y w.

Ejemplo 5.11: Gramaticas LL(1)

gli 5 — (S) | n

XA e
S IZ:? E 5 ) = (=) % D
= (- (72)+) % (ool 1))

¢ Sivi|; = va|1 = n, entonces y; = vo = n.
¢ Siv]s = va|1 = (, entonces v; = 72 = ().

En ambos casos, tenemos que 73 = 72 y G es una gramatica LL(1).

Go: S = (X) [ n

s = uXpB = ump = uvy
Im Im Im

= uyf = uwn

¢+ Si Ul|1 = U2|1 = ( o ‘n’, entonces y; = 75 = SX.
¢ Si U1|1 = U2|1 = )7 entonces y; = 73 = €.

Por lo tanto, tenemos que y; = v2 y G2 es también una gramética LL(1).
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Ejemplo 5.12: Gramdatica NO LL(1) pero si LL(2)

Gs: S - (X) | n+S | n

AL L e
X X * &
S = (S X) = (n+S X) ':T> ( n+n) S 3 uSB = umf > uw
= (n X) = (. n) Im fm m
Im ;«; LISV = u72/8 =  uv
u vy Im Im

Como v1|; = va|1 = n pero 71 # 72, entonces Gz NO es una gramética LL(1).
¢ Si vz = va|2 = n+, entonces y3 = 2 =n+ S.
¢ Sivi|; = v2|1 = na, con a # +, entonces y; = Y2 = n.

Por lo tanto, tenemos que ;3 = 72 y entonces Gz es LL(2).

Ejemplo 5.13: Gramatica NO LL(k)

Go: S - (X) | (X)'e | n+S | n
X - SX | e
LR e Yy —
5 T‘m’ (SX) = ((9%eX) T: ( (5(n)*)%e)
= ((HX) = (™)

k .
Como v1 | = v2|r = (- -( pero v1 # 2, entonces G4 NO es una gramatica LL(k) para todo k.

Ejemplo 5.14: Gramatica NO LL(k) transformada en LL(2)

La gramaética G4 del ejemplo anterior se puede transformar para que sea LL(2) de la siguiente manera:

G (XY | n+S | n

< x u
Loy
%

| €
) | )7e

Queda como ejecicio para el lector demostrar que G} es LL(2).
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Ejemplo 5.15: Lenguaje NO LL(k)

G: S > X Y £(Gs) = {a"0b"|n>0} U
X — aXb | 0 e
Y - avbb | 1 CR e
S ? s = X ? a“ob*
= Y I:*> a*1p%

Para todo k > 1, se tiene que G5 NO es una gramdtica LL(k).

Es posible demostrar que, para toda gramédtica G con £(Gs) = £(G), G NO es una gramdtica LL(k)
para todo k > 1.

5.4.2. Caracterizacién LL

Para esta parte es importante manejar las definiciones de prefijos vistas en la seccion 5.3.1.

Sea G = (V, X, P, S) una gramadtica libre de contexto reducida y k > 1. En base a esto definimos el siguiente
teorema:

Teorema 28

G es una gramdtica LL(k) si, y sélo si, para todas dos reglas distintas Y — ~1,Y — v9 € P y para
todo S 1:*> uY B, se tiene que:
m

firsty(yfB) N firsty(128) = @

Demostracién. (=) Por contrapositivo, supongamos que v € firstg(y18) N firstg(v2F). Como G es
reducida (sin variables inttiles), entonces

S = wYp = unp %uvvl
m

Im Im

*
= uyf = uvvy
Im Im

para algin vy, vy € ¥*. Como 71 # 72, entonces G NO es LL(k).
(<) Por contrapositivo (de nuevo), supongamos que G no es LL(k). Como G no es LL(k), entonces tenemos

derivaciones de la forma:

S = uwYfB = uypf 1:*>uv1

lm lm

*
= uyf = uve
Im Im

Vemos que v1|p = va|r = v, pero 71 # 2. Por lo tanto, v € firstg(y18) Nfirsty(120). [ |

;Cémo usamos la caracterizacién del teorema para demostrar que una gramética es LL(k)? Buscaremos
condiciones més simples para verificar si una gramatica es LL(k).

Definicién. G es una gramdtica LL(k) fuerte si para todas dos reglas distintas Y — v1,Y — 75 € P se
tiene que:

firsty(y1) O followg(Y) N firsty(yz) O followg(Y) = o
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Ejemplo 5.16: Si G es LL(k) fuerte, entonces G es LL(k)

Una gramética G que sea LL(k) fuerte siempre es LL(k), ya que si definimos dos conjuntos dados por
el teorema de LL(k) (F}) y la definicién de LL(k) fuerte (F5), dados por:

Fy = firstg(npB) N firstrp(yef) = firsty(y) O firstyg(8) N firsty(ye) Ok firsty(H)
Fy = firsty(71) Ok firsty(Y) N firsty(y2) Ok firsty(Y) =2

Entonces, tenemos que F; C F5.

Ejemplo 5.17: Si G es LL(k), ;es LL(k) fuerte?

La respuesta directa es que no. Con un contrajemplo, tomemos la gramatica G definida por

G: S —aXaa|bXba
X —ble

Recordatorio: G es LL(k) si para todas dos reglas distintas ¥ — 71,Y — 75 € P y para todo

S 1_—*> uY S, se tiene que
m
firsty(118) N firsty(1eB) =2

¢ Si S = aXaa, entonces firsty(baa) N firsts(aa) = @.

Im

¢ Si S = bXba, entonces firsty(bba) N firsty(ba) = .

Im
Por lo tanto, G es LL(2).

Recordatorio: G es una gramdatica LL(k) fuerte si para todas dos reglas distintas Y — v1,Y — 75 €
P se tiene que:

firsty (1) O followg(Y) N firsty(yz) O followg(Y) = o
Sivemos X by X — e

firsty(b) ©2 follows(X) N firsta(e) @z followy(X)
= {b} ®2{aa,ba} N {e} ©2{aa,ba}
= {ba,bb} N {aa,ba}
= {ba} y por ende G no es LL(2) fuerte.

1 Qué pasa con el caso LL(1)? Supongamos que G es LL(1) y Y — 71, Y — 75 € P son reglas distintas.
1. Sie¢ firsty(y1) y € € firsty(72), entonces, por la caracterizacion de LL(1):
& = firsti(mf) N firsti(y20)
= fiI‘Stl(’yl) n fiI‘Stl(’yQ)
= firsty(y1) ®1 followy(Y) N firsty(y2) @1 followy(Y)

2. Sieefirsti(y1) y € ¢ firsty(v2), entonces, por la caracterizacién de LL(1):

@ = firsti(71f) N firsti(y2p)
= firsti (1) N firsty(yz)
=firsti (1 B) N firsti(126')
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para todo ' € (V UZX)*. Por lo tanto:

firsty(y1) @1 followy(Y) N firsti(vy2) ®1 followi(Y)
= U firsti(118) N U first(1f) =9

S2uY B SSuyp’

Im Im

Por lo tanto, establecemos el siguiente teorema.

Teorema 29

Una gramética G es LL(1) si, y sélo si, G es LL(1) fuerte, esto es, para todas dos reglas distintas
Y =5 v,Y >y € P:

firsty(y1) @1 follow(Y) N firsti(v) ®1 follow (YY) =@

La condicién del teorema anterior se puede verificar en tiempo polinomial en G.

5.5. Parsing con gramaticas LL(k)
5.5.1. Algunas consideraciones

Considere la siguiente gramética G:

S— Xa| Xb
X —ec

(Es esta gramética del tipo LL(1)? Podemos ver que firsti(y15) = {c} y firsti(y28) = {c}, con 71 = Xa,
v2 = Xby 8 = e. Por lo tanto su interseccién no es vacfa y entonces G no es LL(1). jPodemos establecer
una solucién para este problema?

Factorizaciéon. En general, si tenemos una regla:
X = yoy | yas
siempre podemos “factorizar” la regla manteniendo la seméntica, como:

X =X’
X/—>0é1|042

Considere ahora la siguiente gramatica G:
E—-ExE|n

(Es esta gramadtica del tipo LL(1)? ;LL(k)? Pues no es ninguna. El problema con esta gramdtica es su
recursividad, en especifico, por la izquierda.

Definicién. Una gramatica G se dice recursiva por la izquirrda si existe X € V tal que:

X 35 Xy paraalginy e (VUX)*

Teorema 30

Si G = (V,%, P,S) es una gramdtica reducida y recursiva por la izquierda, entonces G NO es LL(k)
para todo k > 1.
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Demostracion. Por simplicidad, suponga que X - X e Py X — w € P.

. . . ., *
Como G es reducida, entonces existe una derivaciéon S = uX~:
Im

n-veces

S S uXy = = uXp"y
Im Im Im
Por contradiccién, suponga que G es LL(k). Por lo tanto:
firsty(XB"Ty) N firsty(wp™y) = @

Suponga que B = v € ¥* y v = v/ € £*. Con n = k, tendremos que

(wokv)y € first, (X" 1Y) N first,(wBFy) =< (jcontradiccién! el conjunto no es vacio)

Hablemos de recursién inmediata por la izquierda. Suponga que existe X € V tal que:
X—>Xa1|-~-|Xam|ﬁl|-~-|ﬂn

;,Cémo podemos eliminar la recursién inmediata por la izquierda? Consideramos la misma gramatica pero
cambiando las reglas de X por:

X =B X" || B X
X s X' |- |anX'|e

Ejemplo 5.18: Eliminando recursion inmediata

S - Xal|b S - Xal|b
X - Xc|d X - aX'
X' = X' e

Sea G una gramatica tal que existe X € V:
X_>X041||Xam|61||6n
Sea G' la misma gramética G pero cambiando las reglas de X por:

X = JX || X
X s X' | JanX'|€

Entonces L(G) = L(G')

Demostracién. Una derivacién por la izquierda de X en G:

X §n> XOtil ﬁ Xo%ail ﬁ §n> XOéipOtip_l"'Olil §n> ﬂjaipaip_l"'ail

Una derivacién por la derecha de X en G’ equivalente:

!/ /
X = 53'X, = ﬂjaipX = - = ﬂjaip v OziQOél'lX = ﬁjO@pOél‘p_l s Oy
rm rm rm

rm rm
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T ué i la recursién por la izquier -i i ? nsider iguiente gramati -
Ahora, ;qué pasa si la recursién por la erda es no-inmediata? Considere la siguiente gramatica re
cursiva por la izquierda:

S—Xalb
X —=Ye
Y- Xd|e

;Cémo eliminamos la recursién por la izquierda no-inmediata?

Estrategia. Dado V = {Xj,...,X,}, removemos la recursién inductivamente en n, tal que, en cada paso
i de la induccién, se cumplira que para todo i,j < n:

si X; — Xja, entonces i < j

input : Gramética G = (V, X, P,S)y V ={Xy,..., X}
output: Gramatica G sin recursiéon por la izquierda
Function EliminarRecursion(G):
P =P
for:=1tondo
for j=1toi—1do
foreach X; — X;v € P’ do
foreach X; — o€ P’ do
| P =P U{X; = ay}
P =P —{X, = X;v}
Remover recursién inmediata para X; en P’ (si existe)
Vi={Xy,.. .., X, b u{X],..., X}
return (V') X, P’ S)

Queda como ejercicio propuesto al lector demostrar la correctitud del algoritmo.

Ejemplo 5.19: Eliminando recursion

E—-E+T|T
T—>T«F|F
F— (E)|n

Eliminando la recursién inmediata de E:

E—TE

E' - +4TE | e
TT+F|F
F— (E)|n

Eliminando la recusién inmediata de 7T

E—TE
E' — +TE' | ¢
T — FT’

T — «FT' | €
F— (E)|n
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Conclusién. Es posible eliminar la recursividad por la izquierda, pero esto NO asegura que el resultado
sea una gramatica LL(k) para algin k.

5.5.2. Parsing de LL(k)

Lookahead

DOO00000 e

tabla de

push / pop

parsing

stack

Figura 12: Maquina de parsing

Definicién. Sea Y un alfabeto finito. Se definen los siguientes conjuntos de palabras:
¢ Y= x B
¢ 25k = {(u,v) € X | Juv| < k}
<k . .
¢ 555 = {(u,v) € 5| Juv] < k} U {(u,v) | (wv) € £ fuv] < &}

Notacién. En vez de usar (u,v) € 25, escribiremos u.v € Zik . El par e.e lo denotaremos solamente por
€.

Definicién. Un transductor apilador con k-lookahead (k-PDT) es una tupla:

T: (Q7ZaQ,A7QO7F)

¢ (Q es un conjunto finito de estados.

L 4

Y es el alfabeto de input.

L 4

) es el alfabeto de output.

¢ ACQF x Eik x (U {e}) x Q* es la relacién de transicién.

L 4

qo € @ es un conjunto de estados iniciales.

¢ F C (@ es el conjunto de estados finales.
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Definicién. Una configuracién de 7 es una tupla:

(@1 e w,0) € (QF, 57 {#1,27)

¢ q1...qr es el contenido del stack con ¢, el tope del stack.
¢ w es el contenido del input.

¢ 0 es el contenido del output.

Decimos que una configuracién:

¢ (qo, w#,¢€) es inicial y

¢ (gr,#,0) es final si gy € F.

Definicién. Se define la relacién 7 de siguiente-paso entre configuraciones de 7

(y1,w1,01) F1 (72, w2,02)

si, y s6lo si, existe (o, u.v,a,B) € A, v € T* y w € ¥* - {#} tal que:
¢ Stacki i =a-yy2=05"7

¢ Look-ahead: wy =u-v-wy ws =v-w

¢+ Output: 0o =01 -a

Se define F5- como la clausura refleja y transitiva de 7.

Definicién. 7T entrega o con input w si existe una configuracién inicial (g, w - #, €) y una configuracién
final (gy, #,0) tal que:
(QO7 w - #7 6) F;’ (Qfa #7 0)

Se define la funcién [7] : £* — 2%

[TT(w) = {0 € Q" | T entrega o con input w}

Definicién. T es determinista si para todo (a1, u;.v1,a1,51), (Qg, ug.v2,as, B2) € A con
(a1,ur.v1,a1,f1) # (a2, u2.v2, a2, B2) se cumple que

a1 NO es prefijo de as o wuiv; NO es prefijo de ugvs.

“Para cualquier configuracion (v, w,o0) existe a lo mds una configuracion (v',w’,0) tal que (v,w,0) Fi
(,y/’ w/7 O/) ”»

La ventaja de un k-PDT determinista es que nos aseguramos de que siempre obtenemos un solo output
para cada input (el no-determinismo nos podria generar muchos outputs distintos).
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Construccién del parser. Sea G = (V, X, P, S) una gramdtica LL(k) fuerte. Se define el k-PDT para G:

T[g] = (V uXu {QO7Qf}7 27\57 Aaqu {qf})
Q

La relacién de transicién A de define como:

Inicio: (qo,€.,€,S - qf)
Reducir: (a,a.,¢€,¢€) para cada a € X
Expandir: (X, .u,p,7)
para cada p := (X — ) € P tal que u € firsty(y) Ok followy(X)

Propiedades. T[G] tiene las siguientes propiedades:
1. T[G] es un k-PDT determinista si, y sélo si, G es LL(k) fuerte.
2. Siw ¢ L(G) entonces [T](w) = @.

3. Siw € L(G) entonces [T](w) = {r1...rm} es una derivacién por la izquierda de G sobre w.

Algoritmo. Para una gramdtica LL(k) G y una palabra w € X*:
1. Construya el k-PDT determinista T[] a partir de G.
2. Ejecute T[G] sobre w.

Como T[G] es determinista, entonces el algoritmo toma tiempo lineal en w.

Tabla predictiva para LL(k) fuerte. Sea G = (V,X,P,S) una gramdatica LL(k) fuerte. Para cada
u € XFUN<F. [#]}, se define M[X,u] € (V UX)* U {ERROR}:

MIX, ] = 0% siX >y€Pyuc firsty(y) O followg(X)
T ERROR en otro caso.

El computo de la tabla predictiva puede tomar tiempo exponencial en |G| y k.

Caso especial: tabla predictiva para LL(1). Sea G = (V,X, P,S) una gramdatica LL(1) fuerte. Para
cada a € £ U {#}, se define M[z,a] € (V UZX)* U{ERROR}:

y siX —>~y€Pyacfirst(y)
M[X,a] = 0% si X - y€ Peefirsti(y)y a € follow(X)
ERROR  en otro caso.

Este calculo se puede hacer en tiempo O(|V] - |P|).
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Ejemplo 5.20: Tabla predictiva

firsti(E) = {(,id} firsti(E") = {+,¢}
E - TE first1(T) = {(,id} firsty(T') = {*,¢}
E' - +TE' | ¢ | firsti(F)={(,id}
T —> FT'
T’ = «FT' | ¢ | followi(E)={) #} followi(E") = {), #}
F > (E)|id | followi(T)={+).#} followi(T')={+),#}

followi(F) = {+,*,),#}

id + * ( ) B
E TE' | ERROR | ERROR | TE’ | ERROR | ERROR
E' | ERROR | +TE’ | ERROR | ERROR € €
T FT' | ERROR | ERROR | FT' | ERROR | ERROR
T' | ERROR € «FT' | ERROR € €
F id ERROR | ERROR | (E) | ERROR | ERROR
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6. Extraccion de informacion

6.1. Extraccién

Imaginemos que tenemos un log de la forma

18:30  ERROR 06
19:10 0K 00
20:00 ERROR 19

y queremos obtener todas las horas HH: MM, quizd con una expresién regular R = (\d\d:\d\d). ; Cémo podemos
automatizar esta tarea de extraer datos?

1. Una tarea como la anterior se puede programar facilmente, ;por qué queremos automatizarla?

2. Las expresiones regulares ya hacen el trabajo anterior, jpor qué queremos estudiar este problema de
nuevo?

En esta ultima seccion veremos nuevas técnicas formales y algoritmicas para entender y resolver este
problema.

6.1.1. Spans

Definiciéon. Para un documento d = agay ...a,_1 se define un span s de d como:

s = [i, )

tal que 0 <i < j < n.

Si s =[i,7) es un span de d se define:

d[S] = d[[@,j” = QjGij41---A5-1

como el contenido del span s en d. Si i = j, entonces d[[i, )] = €.

Ejemplo 6.1

S1 S2

18:30 ERROR 06419:10) 0K OOAZO:OOHERRDR 19

01 2 3 45 6 7 8 9 10111213 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

5 = [15,20) W[Sl] =19:10 Sy = [32,32) W[Sz] =€

Denotamos el conjunto de todos los spans de d como Spans(d).
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6.1.2. Regex

Sintaxis. Sea X un alfabeto finito y X un conjunto de variables. R es una expresion regular con variables
(o regex) sobre ¥ si R es igual a:

1. a, para alguna letra a € X.

€

x{R:}, donde Ry es una regex y x € X.
. (R1 + R2), donde Ry y Ry son regex.

. (R1 - R2), donde Ry y Rs son regex.

o ot A W N

. (RY), donde R; es una regex.

x{R;} representa que el span capturado por R; lo almacenaremos en la variable x.
Sea ¥ = {a,b,.}.

¢ ¥* - x{abba} - ©*

¢ ¥ L-x{ab- (a+b)*} .- X*

¢ 2 Lox{(a+0)} o y{(a+ b)) L BT

¢ (2 etz {x{a+ 0t} L y{la+0) - (e+ .- X7)
¢ ¥* . x{abba} - . - x{baba} - *

Regex vélidas. Sea Var(R) el conjunto de todas las variables en X mencionadas en R. Decimos que R
es una regex valida si, y solo si, todas las siguientes condiciones se cumplen:

1. si R = R; - Ry, entonces Var(R;) NVar(Ry) = &, y R y Ry son vélidas.
2. si R = Ry + Rs, entonces Var(R;) = Var(Rs), y R; y Rs son vélidas.

3. si R = R}, entonces Var(R;) = &, y Ry es vélida.

4. si R =x{R,}, entonces x ¢ Var(R;), y Ry es valida.

Si R es valida nos permite asignar las variables de manera correcta.

Ejemplo 6.3

Las siguientes regex son validas:

¢ ¥* .- x{abba} - ©*

¢ ¥* . x{abba} - . - y{baba} - &*

¢ . -x{ab- (a+b)*} .- X*
Las siguientes regex no son validas:
¢ ¥* - x{abba} - . - x{baba} - &*

¢ X% (x{abba} + y{baba}) - X*

¢ XL (x{ab- (a+b)*}- o) B
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Mappings. Un mapping de R sobre un documento d € ¥* es una funcién:

& : Var(R) — Spans(d)

donde el dominio de p es dom(p) = Var(R).

Se define el mapping p = L como el mapping vacio donde dom(L) = &.

Ejemplo 6.4

X y z X y z
(18:30][ERRDR} 06419:10)(0K)(00k20:00 ERROR 19

01 2 3 45 6 7 8 9 10111213 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

[x~ [0,5),y — [6,11),z — [12,14)]
[x — [15,20),y ~ [21,23),z — [24,26)]
L=[]

¢ Para una variable x y span s se define el mapping de una variable:
w=[x—s] talque dom(u)={x} y pux)=s
¢ Para k € N se define el mapping p + k tal que dom(u + k) = dom(u) y:
si u(x) = [i,]) entonces [p+ k|(x) =[i + k,j + k).
¢ Para mappings f1, e con dom(uq) Ndom(us) = & se define la unidén:

x) six € dom
w=p Ups tal que p(x)= pa(x) . (1)
po(x)  six € dom (p2)

Semaéntica regex. Para una regex vélida R cualquiera, se define la funcién [R] inductivamente sobre
documentos d € ¥*:
1. [a](d) = {L} sid=a, y & en otro caso.
2. [e](d) ={L} sid=¢€, y & en otro caso.
3. [x{R](d) ={pUlx = s] [ pc [Ri](d) y s = [0,]d])}
existe dy,dy tal que d = dy - da,
p € [Ra] (dv) v p2 € [R2] (d2)

Como R; - Ry son vélidas, entonces sabemos que dom(q1) N dom(pe) = .
5. [Ry+ Re](d) = [R1](d) U [R2](d)

6. [Ri1(d) = UiZol(F1) ()
Como Var(R;) = @, entonces [Ri](d) = {L} si, y sélo si, d € L (RY).

4. [R1- Ra](d) = 1 U (2 +|di)
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¢ [b](a) =2

¢ BIO) = {1}

 Ix{t}](a) = 2

o I (110) = (x> 0, 1]}

o Be(BI0D) = {ix > 0, 1))

o B{BHIon) = {ix o> [1,2))

o DB}y (BHIOD) = {x o> 0, 1),y = [1,2)])

o BB} + befbHI) = (B > [0,1)] b o [1,2)])

Ejemplo 6.6

d=a abba ba baba ba

0123456 7 8 9 10111213141516

¢ [Z* - x{aba + bab} - 2*](d) = {[x — [10,13)], [x > [11,14)]}

o [Z%_ox{ba- (a+b)*}- o 2(d) = {[x = [7,9)], [x — [10,14)]}

¢ [E-x{abba} - - - y{ba} - £*](d) = {[x — [2,6),y — [7,9)]}

¢ [Eax{(a+b)} -y {(a+ )} - E](d) = {[x— [2,6),y = [7,9)],[x = [7,9),y — [10,14)]}
v [2* - x{2*} - ©](d) = Spans(d)

Evaluaciéon regex. Podemos preguntarnos:

¢ Dado una regex R con una variable, ;jde qué tamano puede ser |[R](d)| con respecto a |d| en el peor
caso?

¢ Dado una regex R con k variables, jde qué tamano puede ser |[R](d)| con respecto a |d| y k en el peor
caso?

La respuesta es que el tamano de |[R](d)| puede crecer de manera exponencial. {Cémo podemos evaluar
entonces una regex de R eficientemente? Analizamos una herramienta para lograr esto a continuacién.

6.1.3. Vset autémata
. Qué tiene de nuevo un autémata con variables (vset autémata)?

1. Tiene transiciones con abre y cierra de variable x:

(z )
p—=q Yy p—4g

2. Cada ejecucién define un mapping de las variables a spans.

Un vset autémata serd nuestro primer modelo para compilar regex.
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Definicién. Un vset autémata (VA) es una tupla:

A: (Q’Z7‘X’A’I’F)

¢ (Q es un conjunto finito de estados.

>

Y es el alfabeto de input.

¢ X es un conjunto finito de variables.

L 4

ACQx (BU{eU{(x,x)|x e X})xQ es larelacién de transicién.
¢ I C @ es un conjunto de estados iniciales.
¢ F C Q es el conjunto de estados finales (o aceptacion).

‘(x’ simboliza abrir y ‘x)’ simboliza cerrar la variable x.

Ejemplo 6.7: vset autématas
a, b7 = a, b, o

N a N b b N a N
O O O O €

A

Ejecucién. Sea A= (Q,X, X, A, [,F)un VAyd=ap...a,-1 € £* un documento. Tenemos que:
¢ Un par (p,i) € Q x {0,...,n} es una configuracién de A sobre d.

¢ Una configuracién (p,0) es inicial si g € I.

¢ Una configuracién (p, |d|) es final si g € F'.

4

“Intuitivamente, una configuracion (p,i) representa que A se encuentra en el estado p antes de leer a;”.

Una ejecucidn (o run) p de A sobre d es una secuencia:

p: (posio) B (p1,i1) B oo 2 (pimyim)

tal que cumple todas las siguientes condiciones:

¢ o, €U e} U{(x,x)|x € X} conk <m,
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¢ (po,io) es una configuracion inicial,

¢ para todo k < m, (pk,0k+1,Pr+1) € A,

¢ para todo k < m, si oy € X, entonces o = a;,_, y ik = tk—1 + 1,

¢ para todo k < m, si o, € {e} U{(x,x) | x € X'}, entonces iy = ij_1.

Una ejecucién p es de aceptacidn si (p,, i) es de aceptacién.

Ejemplo 6.8: Ejecuciones

Algunas ejecuciones sobre d:

¢ o1 (00,0) % (Do, 1) > (0,2) > (po, 3)
(z

X)

¢ o2 (00,0) 3 (90, 1) 5 (p1,1) 5 (02, 1) > (p2,2) 2 (93,2) > (3,3)

¢ 03 (20,0) S (00, 1) 5 (92, 1) B (92,2) 2 (03,2) S (p3, 3)

¢ p1t (0,0) S 00, 1) B (92, 1) B 92,2) 3 (3,2) S (p3, 3)

Donde py vy p3 son ejecuciones validas.

Una ejecucion p es valida si, y sélo si, para todo x € X:
¢ existe un tnico k1 < m tal que og, = (x,

¢ existe un tnico ko < m tal que o, = X) y

¢ Ky < ko

“Intuitivamente, p es vdlida si, y sélo si, todas las variables se abren y cierran correctamente.”

Si p es vélida se define el mapping de p map(p) : X — Spans(d) tal que:

map(p)](x) = [iky s ir,)

para todo x € X'y k1, ks < m con iy, = (X ¥ ig, = X).

Ejemplo 6.9: Mappings de p

El mapping para las ejecuciones vélidas del ejemplo anterior es:

map (p2) = map (p3) = [x — [1,2)]
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Funcién de extraccién. Sea A un VA. Se define la funcién [A] tal que para todo documento d € ¥*:

[A](d) = {map(d) | p es una ejecucién valida y de aceptacién de A sobre d}

Un VA nos entrega otra forma de extraer informacién de un documento.

6.1.4. Desde regex a VA

Definiciéon. Sea A un VA. Decimos que A es funcional si, y sélo si, para todo documento d y para toda
ejecucion p de A sobre d:

si p es de aceptacién, entonces p es vélida.

Para funcional solo necesitamos verificar que la ejecucion es de aceptacién.

Teorema 32

Para toda regex R vilida, existe un vset autémata funcional Ar de tamano lineal en |R| tal que
para todo documento d:

[R](d) = [A=](d)

La demostracién de este teorema queda como ejercicio propuesto al lector (es similar al Teorema de Kleene).

6.2. Enumeraciéon de resultados: Autématas con anotaciones

Veamos el siguiente problema:

PROBLEMA: Evaluacién de regex
INPUT: Una regex Ry
un documento w

OUTPUT: Enumerar todos los mappings en [R](d)

La idea es:

1. Transformamos R a un vset autémata Ag.

2. Enumeramos los resultados [Ag](d).

Cémo computamos todos los mappings en [Ag](d)? ;Cémo los encontramos si son demasiados? Veamos
qué podemos hacer.

6.2.1. Representacién de mappings

Sead=ag...an—1, un conjunto de variables X y un mapping p : X — Spans(d).

Definiciones. Tenemos que:

1. Se define el conjunto de marcas de X como:

Markers(X) = {(x |x € X} U{x) | x € X}

2. Se define el mapping inverso de p como p™ : [0,n] — 2Markers(2).

P (@) = {(x | 3j. p(x) = [i,5) € X}U{x) | Fj. u(x) = [j,9) € X}
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3. Se define la secuenciacién de p como seq(u) = seqy(p) - ... - seq,, (1):
i, inv i v, %)
seqz(,u) = {( : ( )) va(') 7&
€ wv (i) = o

seq(p) es una representacién equivalente de un mapping p, y nos serd mas conveniente para nuestros
algoritmos de enumeracion de resultados.

Ejemplo 6.10

J 1 Z

X y
18:30 ERROR 06@19:10 0K OO\)§J2O:OO ERROR 19

0123 45 6 7 8 9 10111213 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

u(x) = [15,20) pm(18) = {{x. {2} u™(20)={x)}
u(y) = [24,26) u™(24) = {{y} 1"(26) = {y). 2) )
11(z) = [15,26) Vig¢{15,20,24,26}  u™(i)=@

seq(u) = (15, {(x, (z}) (20,{x)}) (24,{(v}) (26,{y),2)})

6.2.2. Autématas con anotaciones

Definicién. Un autémata con anotaciones (AnnA) es una tupla:

N = (Q7 E’A’ A) I’ F)

¢ (Q es un conjunto finito de estados.

>

> es el alfabeto de input.

¢ A es un conjunto finito de etiquetas (Labels).

-

ACQX(ZUX xA) x Q es la relacién de transicion.
¢ I C (@ es un conjunto de estados iniciales.
¢ ' C F es el conjunto de estados finales (o aceptacion).

Las transiciones (p, a,l, q) simbolizan que al leer la letra a, esta letra serd anotada con .

Ejemplo 6.11
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Ejecucién. Sea un AnnA N = (Q,%,A,A,I,F) y un documento d = ag . ..a,_1 € X*. Una ejecucién p
de NV sobre d es una secuencia: , . .
n—1
PiP0 =PI ... = pp

tal que cumple todas las siguientes condiciones:
1. poel
2. para todo i < n, t; es de la forma t; = a; o t; = (a;,0) para algin I € A

3. para todo i < n, (p;,t;,pit1) € A

Se define la anotacién de p como ann(p) = anng(tg) - ... - ann, (t,—1):
i) t=(a,l
anny(6) = {(z, ) t=(a)
€ t=a

Decimos que p es de aceptacion si, y sélo si, ¢, € F.

Ejemplo 6.12: Ejecuciones

d=2a abba ba b »&u“@u/)&

0123 456 7 8 910

b
Algunas ejecuciones sobre d:
a </( ale b b a/e /) b a - b
¢ p1:Po—Po — P1 — P1L—>P1L—>P1 — P1 > P2 — P2 — P2 — P2 — P2

a o a b b a o/ b b
¢ p2:po —>Po — Po — Po — Po — Po — Po —/>P1 —P1 — P1 — P2 — P2
Ademds, tenemos que:
¢ ann (p1) = (1, )(2,)(5,)(6,)) alabbalba b

¢ ann (p2) = (6,()(8,9)(9,)) a.abbalbalb

Output de un AnnA. Sea N un AnnA. Se define la funcién [N] tal que para todo documento d € X*:

[N](d) = {ann(p) | p es una ejecucién aceptacién de N sobre d}
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Ejemplo 6.13: Output de un AnnA

a,b, . aje a,b,.

d=2a abba ba b éu/(éu/)é

0123 456 7 8 910

Para el documento d se tiene que:

IVI(d) = {(1, (2, )(5,)(6,)), (6, ()(8,)(9,))}

6.2.3. Desde un vset a AnnA

Sea Y un alfabeto finito. Para todo vset autémata funcional A sobre X, existe un AnnA N sobre
S U {#} tal que para todo documento d sobre X:

INT(d - #) = {sea(n) | n € [Al(d)}

El teorema anterior nos dice que A entrega la secuenciacién de los mappings en [A](d).

Propiedades. Sea A= (Q,%, X, A, I, F) un vset autémata funcional y p,q € Q. Sin pérdida de gene-
ralidad, desde ahora supondremos que todos los estados de un vset autémata funcional A son tutiles. En
otras palabras, para todo estado p € QQ de A:

¢ Existe una ejecucién (camino de transiciones) desde I a p.

¢+ Existe una ejecucién (camino de transiciones) desde p a F.

Definicién. Una ejecucién sin lectura (ejec-SL) de p a ¢ en A es una secuencia:

donde:
¢ Po=pPYyDPrk=(q
¢ para todo i < k, (ps, Si,pit1) v Si € Markers(X) U {e}.
Una ejecucién sin lectura es un camino de transiciones de p a ¢ tal que s; ¢ X. También, definimos el
conjunto de 7w como
set(m) = {s; | s; € Markers(X)}
Propiedades ejec-SL. Tenemos que:
1. Para todo i # j, si s; = s, entonces s; = s; = €.
2. Para todo par de ejec-SL distintas 1,72 de p a g en A, se cumple que set(m) = set(ma).

La demostraciones de estas propiedades queda como ejercicio propuesto para el lector.

I1C2223 Teoria de Autématas y Lenguajes Formales Pagina: 99 de 101



6.2 Enumeracién de resultados: Autématas con anotaciones 6 EXTRACCION DE INFORMACION

Demostracién teorema 33. Dado un vset autémata funcional A = (Q, 3, X, A, I, F), construimos:

N = (Q,E U {4}, garkers X A’ T F)

(p,a,q) € A" & existe p’ € Q y una ejec-SL 7 de p (p,#,q) € A’ & existe una ejec-SL 7 de p a ¢ tal
a p’ tal que (p',a,q) € Ay set(r) = 2. que set(mr)=FyqeF
s a T
O OO
IR i
(p,a,S,q) € A’ & existe p € Q y ejec-SLmdepa (p,#,5,q) € A’ & existe una ejec-SL 7 de p a ¢
p’ tal que (p',a,q) € Ay set(n) =5 # 2. tal que set(m) =S #DyqeF
s a T
O O=0 O%% 0
a/ set(m) # [ set(m)

Por las propiedades 1 y 2, la construccién es correcta. Por tltimo, podemos ver que

INT(d - #) = {seq(n) | n € [A](d)}

Ejemplo 6.14: Construccién
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6.2.4. Determinismo

Sea N = (Q,%, A, A, I, F) un autémata con anotaciones AnnA.

Definicién. Decimos que A es Input-Output determinista (I/O-determinista) si, y sélo si, |I| = 1 y para
todo (p,t1,q1), (p,t2,q2) € A, si t1 = ta, entonces g1 = ga.

N funciona de manera determinista al recibir el documento y una anotacién simultdneamente.

Ejemplo 6.15

Teorema 34

Para todo AnnA N = (Q, %, A, A, I, F), existe un AnnA I/O-determinista N9 tal que

V] = [V

Demostraciéon teorema 34. Considere la determinizacién de N como:
Adet _ (2Q7 A, Adetjq[d)et’Fdet)

donde:

¢ 29 = {8 | S C Q} es el conjunto potencia de Q.

¢ gt =1

¢ Adet 2@ % (N U x A) — 29 tal que para todo t € XU (X x A):

AYS, ) ={qeQ|FpeS. (ptq) e A}

¢ Flt = {Se29|SNF #o}. ]
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