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Chapter 0

PROLOGO

Como lo sugiere el nombre de estos apuntes: Teoria de Autdmatas y Lenguajes Formales, el tema central a
estudiar en ellos sera el concepto de lenguaje. En particular, este concepto se analizara desde el punto de vista
de su aplicacién a problemas computacionales y se veran distintos dispositivos y algoritmos para trabajar
con ellos. Se estudiaran lenguajes de distinto grado de complejidad, los cuales requieren de dispositivos cada
vez més sofisticados para manejarlos. El objetivo de esta pequena introducciéon es mostrar, en forma muy
somera y general, los distintos aspectos en que se concentraran estos apuntes.

0.1 ;Qué es un Lenguaje?

Enfrentados a esta pregunta, se trata, en lo posible, de encontrar una respuesta que presente una definicién
amplia del concepto de lenguaje. De tal forma que ella sea suficiente para abarcar los lenguajes naturales
como Castellano, Inglés y Japonés; los lenguajes de programacién, como COBOL, Pascal y PROLOG; y
ademsds, cualquier otro lenguaje conocido, como las férmulas bien formadas del calculo de predicados de
primer orden, o como las ecuaciones que representan reacciones quimicas posibles.

Un lenguaje (formal) se define como un conjunto, ya sea finito o infinito, de sentencias construidas a
partir de un conjunto finito de elementos llamados simbolos. Cada una de las sentencias de un lenguaje es
una secuencia con un numero finito de estos simbolos.

Todos los lenguajes naturales, ya sea en su forma hablada o escrita, son lenguajes segin esta definicién.
Cada sentencia de ellos estd construida por un nimero finito de elementos, sean éstos fonemas, palabras,
letras u otros simbolos. Atin cuando en principio hay un nimero infinito de sentencias posibles, cada sentencia
se puede representar por una secuencia finita de esos elementos.

En forma similar, las sentencias posibles en un lenguaje de programacion, es decir, los programas escritos
en ese lenguaje, se construyen de palabras reservadas, letras, digitos y otros simbolos especiales. Cada
programa contiene un ndmero finito de ellos, aunque hay un numero infinito de programas posibles de ser
escritos en cada lenguaje.

0.2 Sintaxis versus Semantica

La nocién intuitiva de lenguje, que se ha formalizado en forma simple mas arriba, tiene dos componentes
basicos:

Sintaxis Principios y procesos que permiten combinar los simbolos para formar las sentencias de un lenguaje
particular. Corresponde a la pregunta: ;Qué es gramaticalmente correcto?

Semantica Mecanismo subyacente a través del cual se le asigna un significado a las sentencias de un lenguaje
particular. Corresponde a las preguntas: ;Qué significa esta sentencia? ;Qué sentencias tienen sentido?
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Es claro que la nocién de lo que es gramaticalmente correcto(sintaxis), es independiente de si la sentencia tiene
sentido o no (semdntica). Sin embargo, para que una sentencia tenga sentido, ella debe ser gramaticalmente
correcta. Por ejemplo, considere las siguientes sentencias en Castellano y Pascal:

1. Las manzanas ultravioletas duermen velozmente.
2. Ultravioletas velozmente las duermen manzanas.
3. X := SQRT(ch) {ch es de tipo char }
4. := SQRT ) ch X (

Las sentencias (1) y (3) son gramaticalmente correctas en Castellano y Pascal respectivamente, es decir, estan
construidas de acuerdo a las reglas sintacticas de dichos lenguajes. Empero, ninguna de ellas tiene sentido.
Por el contrario, las sentencias (2) y (4) no son gramaticalmente correctas, porque no tienen la estructura
de una sentencia en Castellano o Pascal. Por supuesto, tampoco es posible asignarles un significado dentro
de sus respectivos lenguajes.

0.3 Los Problemas a Estudiar

Estos apuntes se referiran exclusivamente a la sintaxis de los lenguajes. El problema fundamental al analizar
cualquier lenguaje, ya sea Castellano, Pascal u otro, serd separar las sentencias gramaticalmente correctas:
las sentencias del lenguaje, de aquellas que no son correctas: las que no pertenecen al lenguaje.

Desde este punto de vista, hay dos preguntas distintas, pero intimamente relacionadas, que es conveniente
hacer sobre un lenguaje dado:

Aceptacién: Dado un lenguaje, ;qué clase de dispositivo mecdnico puede construirse, ya sea una maquina
o un algoritmo, de manera que lea secuencias de simbolos — candidatos a sentencias— e indique si son
o no sentencias del lenguaje?

Cuando las personas escuchan hablar a alguien o cuando leen un libro, instintivamente pueden deter-
minar si una sentencia es, o no, gramaticalmente correcta. El analizador sintdctico de un compilador
determina mecanicamente las sentencias correctas de un lenguaje de programacién, es decir, los pro-
gramas sintacticamente validos.

Generacion: Dado un lenguaje, jes posible construir un dispositivo que liste todas las sentencias de ese
lenguaje y solamente ésas? O equivalentemente, ;existe un modelo matemdtico que especifique cémo
generar todas y sélo esas sentencias, de forma que pueda implementarse como un programa de com-
putador que liste sélo sentencias correctas; el cual, dandole el tiempo suficiente, llegue a producir
cualquier sentencia en particular?

El problema de generacién no corresponde realmente a hablar, como el problema de aceptacién cor-
responde a escuchar o leer; ni siquiera corresponde a escribir sentencias. Es claro que para escribir
programas o frases en su lenguaje nativo, la gente no lista todas las sentencias validas hasta obtener la
que desea. Sin embargo, un mecanismo de generacién es una manera formal de especificar el lenguaje
mismo. Describir la sintaxis de un lenguaje de programaciéon como Pascal, usando simplemente Cas-
tellano, requiere de un libro completo. Pero si se conoce el simbolismo matematico de un mecanismo
de generacion es posible describirla en sdlo algunas paginas, como sucede si, por ejemplo, se usa BNF.

0.4 Aplicacion a Otros Problemas

Hasta aqui se ha visto que al estudiar los mecanismos de aceptacion y generacion, es posible lograr un mejor
manejo del andlisis de los lenguajes naturales, de programacion o de otro tipo. Sin embargo, es posible que el
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uso de la palabra lenguaje sea, a primera vista, demasiado restrictiva. Las ideas enunciadas para lenguajes
tienen también otras derivaciones de importancia.
Por ejemplo, de acuerdo con la definicién de lenguaje en uso, es posible definir el siguiente lenguaje:

Ly ={X#Y#Z/ X,Y y Z son enteros no negativos tales que Z = X + Y’}

Nétese que Ly es un conjunto infinito de sentencias. Cada una de ellas tiene longitud finita y estd
construida por elementos tomados del conjunto finito de simbolos: { 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,9, # }, es decir,
L, es un lenguaje. En realidad, el lenguaje L expresa la funciéon suma entre nimeros enteros no negativos.

Esta misma idea puede extenderse a cualquier funcién binaria. Para cada funcién binaria, f, es posible
definir el lenguaje:

Ly ={X#Y#Z/ X,Y y Z son enteros no negativos tales que Z = f(z,y)}

Y, en general, también es posible extender esta idea a funciones de uno o mas argumentos, con tan solo
usar el niimero apropiado de simbolos “#” como separadores. Mas aun, también es posible extenderla a
dominios que no sean el de los niimeros enteros no negativos.

Por sobre todo, la definicién de los lenguajes L y la construccién de mecanismos de aceptacion para ellos,
es una forma de estudiar algoritmos para estudiar la funciéon f. En particular, si se tiene un dispositivo que
acepta todas y sélo las sentencias de un lenguaje L, ese dispositivo debe incluir la nocién de un algoritmo
para calcular la funcién f.

0.5 Clases de Lenguajes

Los lenguajes se pueden clasificar segin el tipo de dispositivos de aceptacién y generacién que existen para
ellos. Estas clases corresponden a lenguajes de distinta complejidad que, a su vez, representan problemas
de complejidad diferente. En particular se estudiaran las siguientes tres clases, las de la clasica jerarquia de
Chomsky, ademds de algunas subclases de ellas:

e Lenguajes Regulares.
e Lenguajes Libres de Contexto.
e Lenguajes Enumerables Recursivamente.

Para cada clase hay un tipo de dispositivo de aceptacion para todas y sélo las sentencias de esos lenguajes:
autématas de distinto grado de complejidad. También existe, para cada clase, un tipo de gramatica que
genera todas y sélo las sentencias de esos lenguajes.

Los dispositivos de generacién de los lenguajes regulares y de los lenguajes libres de contexto, son am-
pliamente usados como modelos para expresar la sintaxis de los lenguajes de programaciéon. Sus mecanismos
de aceptacion forman la base para el diseno de los analizadores 1éxicos y sintacticos de los compiladores. En
la actualidad, la aplicacion de estas técnicas ha permitido que esas fases de los compiladores sean generadas
en forma automatica por programas que utilizan dichos modelos como base de trabajo.

Las maquinas de Turing, dispositivos que aceptan y que también pueden generar los lenguajes enumerables
recursivamente, fueron formuladas originalmente como un modelo de un computador de propdsito general,
esto fue atin antes de que existieran los computadores electronicos modernos. Hoy en dia, atin se consideran
un modelo apropiado de la capacidad de un computador, siempre que no se considere la cantidad de recursos
necesarios, ni la eficiencia de implementaciéon. Asi los lenguajes enumerables recursivamente se consideran
los lenguajes mas generales que pueden ser generados por un proceso implementable en un computador. Es
decir, la maquina de Turing es un modelo razonable de la capacidad de un computador, aunque obviamente
no del hardware o software real, ya que por la simplicidad del modelo, las maquinas de Turing trabajan muy
ineficientemente; pero aun asi, ellas pueden hacer cualquier cosa que es posible hacer en un computador.
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0.6 Otros Problemas a Estudiar

Adicionalmente a los dispositivos de aceptacién y mecanismos de generacién para cada una de estas clases
de lenguajes, también se estudiaran los siguientes tipos de problemas:

Propiedades de Clausura: ;Qué operaciones es legitimo realizar con lenguajes de estas clases man-
teniéndose dentro de ella? Esto tiene importancia por el concepto de modularidad, es decir, dividir
una tarea en partes realizables individualmente. Una vez dividida la tarea, el problema es : ;es posible
re-ensamblar las partes componentes y obtener un lenguaje que requiera el mismo tipo de dispositivos,
0 es necesario recurrir a dispositivos mas poderosos?

Problemas de Decision: ;Qué propiedades de un lenguaje, o de sus sentencias, pueden ser decididas
por un algoritmo que inspeccione un dispositivo de aceptacion o generacién? Por ejemplo, dada una
gramatica de alguin tipo, jes posible determinar si es 1til?, es decir, jes posible saber si define un
lenguaje no vacio?

0.7 Problemas No Decidibles

La impresién generalizada de la gente, es que los computadores pueden, en principio, realizar todo trabajo
que se desee, provisto que no importe el costo, ni el tiempo que pueda tomar. A lo més, la gente estaria
dispuesta a aceptar que a lo mejor no se conoce un algoritmo para realizar cierto trabajo, pero no que haya
ciertas tareas que no se pueden realizar.

Sin embargo, es posible demostrar que hay ciertas tareas que las maquinas de Turing, y por lo tanto los
computadores, no pueden hacer. La primera vez que se conoce esta realidad es muy dificil de creerla; incluso,
la gente trata de sobrellevar el choque que le produce, pensando que se trata de tareas muy rebuscadas, que
nadie estaria interesado en ejecutar en la practica. Desgraciadamente, este razonamiento tampoco es valido;
hay muchas tareas que seria bueno poder hacer, pero que simplemente no se pueden realizar. Un ejemplo es
el siguiente:

Problema de Detenciéon: Dada una méquina de Turing y sus datos de entrada, ;se detendrd en algin
momento y dard su respuesta? O en otros términos, jes posible saber si un programa tiene un error
que lo haga entrar en un ciclo infinito?

La respuesta es no. No es posible escribir un algoritmo (un programa) tal que dado, por ejemplo, cualquier
programa en FORTRAN y sus datos de entrada, diga si este ltimo se detendrd o no al ser ejecutado con
esos datos. Es claro que es posible saber si un programa se detiene tras una cierta cantidad de tiempo,
basta usar un cronémetro y verificarlo. La idea detrds de la no-decidibilidad de problemas es que no hay
un programa unico que pueda resolver el problema en todos los casos y para todos los datos de entrada. Es
posible que algunos casos especiales o problemas limitados puedan ser resueltos.



Chapter 1

MATEMATICAS BASICAS

Este capitulo resume los principales conceptos matematicos necesarios para el estudio de los lenguajes for-
males. Entre ellos se incluyen nociones generales como conjuntos, inducciéon matemaética, grafos, drboles y
relaciones binarias. Los conceptos méas generales seran tratados someramente, suponiendo un conocimiento
previo de la materia y con el exclusivo fin de fijar un lenguaje comun y recordar los aspectos més importantes
para estos apuntes.

1.1 Conjuntos

Un conjunto es, simplemente, una coleccién de objetos. Por ejemplo, la coleccién de los digitos binarios 0 y
1 es un conjunto y se denota por {0, 1}. Los objetos que forman un conjunto son llamados sus miembros
o elementos. Por ejemplo, 0 es un elemento del conjunto L definido anteriormente; este hecho se expresa
como “0 € L”, y se lee como “0 pertenece a L”. Es usual referirse a ésto con frases como “0 estd en L” o “L
contiene a 0”. Por otro lado, el digito decimal 2 no es un elemento de L, lo que se denota por 2 € L, y se
lee “2 no pertenece a L”.

En un conjunto, cada objeto sélo puede estar o no estar; no interesan las repeticiones de un objeto. Es
decir, el conjunto {a,b,a} es el mismo conjunto que {a,b}. Similarmente, tampoco interesa el orden de los
elementos; por ejemplo, {0, 1, 2}, {2, 0, 1} y {1, 2, 0} son exactamente el mismo conjunto. En resumen, dos
conjuntos son iguales (son el mismo conjunto) si y sélo si tienen exactamente los mismos elementos.

Hay un conjunto que no tiene miembros. Por supuesto, sélo puede haber un conjunto con esta carac-
teristica: se le denomina el conjunto vacio y se le denota usualmente por el simbolo (). De cualquier otro
conjunto se dice que es no vacio, para indicar que si tiene elementos.

Hasta aqui, ha sido posible definir los conjuntos listando todos sus elementos, separados por comas y
encerrados entre llaves. Algunos conjuntos no pueden ser descritos de esta manera porque son infinitos,
es decir, tienen un numero infinito de elementos. Por ejemplo, el conjunto de los nimeros naturales es un
conjunto infinito. De todo conjunto que no es infinito, se dice que es finito.

Para describir conjuntos infinitos se hace necesario utilizar un constructor de conjuntos, de la forma:

{z /P(z)},

o también

{x € A/P(z)}.

El primero representa al conjunto de todos los objetos para los cuales la proposicién P se cumple. En
el segundo caso, se especifica que esos objetos deben ser miembros del conjunto A, y es equivalente a la
definicion:

{z /P(z) y v € A}.
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Ejemplo 1 El conjunto de los nimero enteros pares se puede definir utilizando el siguiente constructor de
conjuntos:

{i/i es un entero y existe un entero j tal que i = 25}

d

Si cada elemento de un conjunto A es también miembro de un conjunto B, se dice que A es un subconjunto
de B (A C B), o que B incluye a A (B 2 A). De acuerdo con esto, todo conjunto es un subconjunto de si
mismo. Si A es un subconjunto de B, pero es distinto de B, entonces A es un subconjunto propio de B,y
se denota por A C B. También se dice que dos conjuntos son disjuntos cuando no tienen ningin elemento
en comun.

1.1.1 Operaciones con Conjuntos

Varias operaciones permiten combinar dos conjuntos para formar un tercer conjunto, tal como los niimeros
se pueden combinar con las operaciones aritméticas para obtener otro. Las operaciones mas usuales entre
conjuntos son las siguientes:

1. La unién de A y B:
AUB={z/x € Aoz € B}

2. La intersecciéon de A y B:
ANB={z/xr€ Ay x € B}

3. La diferencia de A y B:
A-B={xe€Ayuz¢ B}

4. El producto cartesiano de A y B:
AxB={(z,y)/r € Aeyec B}

5. El conjunto potencia de A:
24 = {S/S C A}

Ejemplo 2 Sea A el conjunto {a,b} y sea B el conjunto {b,c}, entonces las operaciones antes definidas
producen los siguientes conjuntos:

AUB = {a,b,c}
AN B ={b}
A—B={a}

A x B ={(a,b),(a,c), (b,b),(b,c)}
24 = {0, {a}, {0}, {a,b}}

d

Es interesante notar que si A y B son conjuntos finitos que tienen n y m miembros respectivamente,
AU B tiene a lo méas n + m elementos, AN B tiene a lo més el minimo entre n y m elementos y A — B tiene
a lo mas n elementos; pero, en general, el nimero de elementos de estos conjuntos puede ser menor, como
se aprecia en el Ejemplo 2. Sin embargo, A x B tiene exactamente n * m elementos y 24 tiene exactamente
2" elementos, sin importar cuales sean los conjuntos originales.
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1.1.2 Conjuntos Infinitos

Una propiedad bésica de los conjuntos finitos es su tamano, es decir, el niimero de miembros que contiene.
Algunos hechos sobre el tamano de los conjuntos finitos son tan evidentes, que dificilmente necesitan de-
mostracién. Uno de ellos es que si A es un subconjunto de B, el tamafio de A es menor o igual al de B; y
que en caso de ser un subconjunto propio, el tamano es simplemente menor.

Sin embargo, si se extiende la nocién de tamano a los conjuntos infinitos, tratando de seguir un camino
intuitivo, siempre se produciran dificultades. Por ejemplo, ;jHay mds cubos perfectos (0, 1, 8, 27, ...) que
multiplos de 13 (0, 13, 26, 39, ...)? Se puede especular con la respuesta, pero se ha demostrado que lo tinico
razonable es suponer que tienen el mismo tamano.

Se dice que dos conjuntos, A y B, son equinumerosos (tienen la misma cardinalidad o, simplemente, el
mismo nimero de elementos), si hay una funcién f : A — B que sea biyectiva. Asi, por ejemplo, los cubos
perfectos y los miiltiplos de 13 son equinumerosos; la biyeccién esté dada por f(13n) = n?, para todo niimero
natural n.

Ejemplo 3 Sea A el conjunto de los enteros pares y B el conjunto de todos los enteros. Obviamente, A es
un subconjunto propio de B. Sin embargo, A y B tienen la misma cardinalidad: son equinumerosos. La
funcién:

fl)=2i para todo entero i,

es una biyeccién entre los enteros y los ntimeros pares. Similarmente, se puede demostrar que los impares
son, también, equinumerosos con los enteros.

d

En general, un conjunto es finito si es equinumeroso con el conjunto {1, ...,n}, para algin ndmero
natural n. Un conjunto es infinito si no es finito. Por ejemplo, el conjunto de los nimeros naturales es
infinito; también son infinitos el conjunto de los nimeros enteros, los reales, los cubos perfectos y muchos
otros. Empero, no todos los conjuntos infinitos son equinumerosos entre si: hay diferentes cardinalidades
entre ellos.

Un conjunto se dice infinito contable si tiene la misma cardinalidad que los niimeros naturales y se dice
contable si es finito o infinito contable. Un conjunto que no es contable es incontable. El conjunto de los cubos
perfectos, los enteros y los racionales son algunos ejemplos de conjuntos infinitos contables; los irracionales,
los reales y los complejos, son incontables.

Ejemplo 4 Se demostrara que el conjunto potencia de N, el conjunto de todos los subconjuntos de ntimeros
naturales, es incontable. Es decir, que hay mas subconjuntos de niimeros naturales que niimeros naturales
mismos.

Suponga que 2V es un conjunto infinito contable —ciertamente no es finito, ya que N es infinito— es
decir, suponga que hay una biyeccién f : N — 2V, Luego, 2V puede listarse como:

2N = {8y, 51, Sa, ...},
en que para cada numero natural 4, f(i) = S;. Considere ahora el conjunto:
D={neN/n¢S,},

el conjunto de los nimeros naturales que no pertenecen al subconjunto que enumeran. Claramente, D es
un subconjunto de N; y como tal, debe ser Sy para algin nimero natural k. La pregunta que es necesario
hacer, es: jPertenece k a Sj?

e Suponga que la respuesta es si, que k € S. Entonces, por la definicién de D, k € D. Pero D = Sy,
por lo tanto, k ¢ Si. Una contradiccion.
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e Suponga que la respuesta es no, que k ¢ Si. Entonces, por la definicién de D, k € D. Pero D = Sy,
por lo tanto, k € Si. Otra contradiccién.

Luego, en ambos casos se llega a una contradiccién. Como no hay una tercera alternativa, se concluye que
la hipdtesis de que existe un nimero natural k, tal que D = Sy, es errénea; es decir, que D, que es un
subconjunto de los nimeros naturales, no corresponde a ninguno de los S;. En otras palabras, hay més
subconjuntos de ntimeros naturales que niimeros naturales mismos y, por lo tanto, el conjunto potencia de
los ntimeros naturales es incontable, como se queria mostrar.

d

El método usado en el Ejemplo 4, es conocido con el nombre de diagonalizacion. Es una técnica muy
utilizada que se basa en el uso de los ntimeros en un doble papel; como ocurre con el nimero n en la
definicién del conjunto D de ese ejemplo, en que se usa para representar a uno de los subconjuntos de N
y, simultdaneamente, a los niimeros que no pertenecen a ese subconjunto especifico. El nombre del método
proviene de representar el proceso como una tabla en que, para este ejemplo, las filas representan a los
subconjuntos de N y las columnas, a los niimeros naturales, de tal modo que en el casillero (7, j) haya un 1
si el nimero j pertenece al i- ésimo subconjunto, y un cero si no es asi; al hacer ésto, el conjunto D queda
definido por los valores en la diagonal de la tabla y en general se le conoce como el conjunto diagonal en
estas demostraciones.

1.2 Induccién Matematica

En estos apuntes, muchas proposiciones se demuestran usando el llamado Principio de Induccion Matemdtica.
Este principio indica que para probar que una cierta proposicién P(n) es vélida para todo nimero natural n,
es suficiente probar que se cumple para cero y, ademas, probar que si se cumple para algiin nimero natural,
se cumple también para el nimero siguiente. Es decir, basta establecer:

e P(0),y que
e para todo numero natural n: P(n) implica P(n + 1).

La primera parte, P(0), es llamada la base y normalmente es la mds simple de probar. La segunda parte es
llamada el paso inductivo o la induccion; su antecedente, P(n), es conocido como la hipdtesis de induccion
o hipdtesis inductiva, y es un hecho que puede emplearse, sin necesidad de prueba, al hacer la demostracion
de P(n + 1), la conclusién deseada en la induccién.

El principio de induccién es equivalente a otro principio mateméatico, conocido como el principio del
menor entero, y expresa, fundamentalmente, la nocién de que un nimero natural es el nimero cero, o es el
sucesor de otro nimero natural. Es decir, expresa la idea intuitiva de que cualquier ntimero natural puede
ser formado a partir del nimero cero en un numero finito de pasos, en un proceso que, en cada uno de sus
pasos, agrega uno al nimero formado hasta el paso anterior.

Se le ha llamado induccién a este proceso porque primero debe decidirse, por algiin otro método, cual es
la proposicién que va a ser probada, y solo entonces puede utilizarse para, en realidad, demostrar la validez
de la suposicién. Este principio no permite deducir cual es la proposicion a ser probada; ella debe obtenerse
por otros métodos con anterioridad. En realidad, el concepto es muy diferente del llamado razonamiento
inductivo, empleado por los cientificos para crear una hipédtesis, a partir de un nimero de observaciones de
la realidad.

Ejemplo 5 Se prueba que la férmula 1 +2+---+n =n(n+ 1)/2, se cumple para todo nimero natural n.
La demostracién es por induccién en n, sobre los niimeros naturales.

Base (n = 0): La suma del lado izquierdo es cero, pues no hay nada que sumar. La expresién del lado
derecho queda 0(0 4 1)/2, que también es cero, tal como se queria.
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Induccién (n > 0): La hipdtesis de induccién asegura que 1 +2+---+n =n(n+ 1)/2. Se desea mostrar
que la férmula se cumple también para n+ 1; es decir, que 1 +24---+n+(n+1) = (n+1)(n+2)/2.

Se tiene:
1424+--+n+Mn+1) = (14+2+---4+n)+(n+1) (asociatividad de la suma)
= nn+1)/2+(n+1) (hip6tesis de induccion)
= (mm+1(n/2+1) (factorizando)

(n+1)(n+2)/2

como se deseaba mostrar.

Luego, por el principio de induccién matemaética, se concluye que la férmula se cumple para todos los niimeros
naturales.

d

Una forma de comprender intuitivamente la validez del principio de inducciéon matemaética, es a través
de una analogia entre los nimeros naturales y una serie infinita (pero contable) de cartas de un juego de
domind, dispuestas de forma tal que una carta al caer pueda botar a la carta siguiente. En esta analogia,
cada carta corresponde a uno de los nimeros naturales, y el hecho que una carta caiga, corresponde a que
la proposicién se cumple para el nimero natural respectivo. Al demostrar la induccién, se estd probando
que si cualquiera de las cartas cae, la siguiente carta también caerd. La base, por el contrario, establece un
hecho concreto: la carta nimero cero cae. Ambas cosas son, obviamente, suficientes para concluir que todas
las cartas caerdn, y que, en realidad, cada carta caera después de un lapso finito de tiempo. Es decir, para
concluir que la proposicién es vélida para todos los niimeros naturales.

1.2.1 Otras Bases

Si se quiere mostrar que una proposicién P(n) se cumple para todos los niimeros naturales mayores o iguales
a un cierto nimero natural k, también se puede emplear el principio de induccién matematica. En este caso
se debe aplicar de forma que la base corresponda a P(k) y, ademds, en la induccién se puede considerar que
el niimero n es mayor o igual a k. Es decir, basta establecer:

e P(k),y que
e para todo numero natural n > k: P(n) implica P(n + 1).

Esta formulacion expresa la nocién de que cualquier nimero natural mayor o igual a k, puede ser formado
a partir del nimero k, en un nimero finito de pasos; en que en cada paso, se agrega uno al numero formado
hasta el paso anterior.

Ejemplo 6 Se demuestra que 2" > n3, para todo niimero natural mayor o igual a 10. La demostracién es
por induccién en n, sobre los niimeros naturales, a partir del nimero 10.

Base (n = 10): En este caso se tiene, 2" = 219 = 1024 y, por otro lado, n® = 103 = 1000. Es decir, para
n =10, 2" > n?, como se queria probar.

Induccién (n > 10): La hipétesis de induccién asegura que 2" > n® cuando n > 10. Se desea mostrar que
esta desigualdad también se cumple para n + 1; es decir, que 27"*! > (n + 1)3. Entonces, se tiene:

2n > nd = nn? (hipétesis de induccién)
> 9n? = 3n%+3n? + 3n? (porque n > 10)
> 3n?+3n+1 (porque n es positivo)

Utilizando nuevamente la hipétesis de induccién y sumandola a la ultima desigualdad obtenida, se
tiene:

M4 2" >nd4+3n2+3n+1
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de donde se concluye, usando la expresién para el cubo de un binomio, que:
27’L+1 > (n + 1)3

como se queria mostrar.

Luego, por el principio de induccién matematica, se concluye que la desigualdad se cumple para todos
los niimeros naturales mayores o iguales a 10. Es interesante destacar que en el paso inductivo, no sélo se
hizo uso de la hipdtesis de induccion, sino que también se utilizé la condicién que indica que N es mayor o
igual a 10 en este caso.

d

Nuevamente, la analogia con las cartas del juego de dominé sirve para explicar, al menos intuitivamente,
esta formulacién del principio de induccién. En estas aplicaciones, el hecho concreto establecido por la base
es que la carta nimero k cae. Este hecho, sumado a lo probado con la induccién —en la que ademaés es
legitimo suponer que n es mayor o igual que k, pues son esas las cartas que interesan— es suficiente para
establecer que todas las cartas, a partir de la carta nimero k, caeran. Y por lo tanto se puede concluir que
la proposicién se cumple para todo nimero natural mayor o igual al ntimero k.

1.2.2 Induccién Completa

Existen muchas otras formas de expresar el principio de induccién. Una generalizacién bastante 1til, es
la llamada induccion completa. Ella expresa, en una de sus formas, que para demostrar que una cierta
proposicién P(n) es valida para todos los niimeros naturales, es suficiente probar que se cumple para cero vy,
ademsds, probar que si se cumple para todos los naturales entre la base y un niimero natural n cualquiera,
se cumple también para el nimero siguiente a ése: n + 1. Es decir, basta establecer:

e P(0), y que
e para todo numero natural n: P(0), P(1),...y P(n) implican P(n + 1).

La diferencia con el principio enunciado anteriormente, radica en que la hipétesis de induccién es mucho
mds fuerte en este caso, ya que permite suponer que la proposicién se cumple no sélo para n, sino que en
general, para cualquier nimero menor que n + 1, y mayor o igual a la base. La posibilidad de utilizar esta
hipotesis hace que las demostraciones sean, algunas veces, mucho mas sencillas y cortas que si se usara el
enunciado original; ain cuando la demostracion seria igualmente posible, ya que la induccién completa no
es un principio nuevo, sino que una consecuencia del principio original.

Ejemplo 7 Se demuestra que todo niimero natural n, mayor o igual a dos, se puede escribir como el producto
de niimeros primos!. Un ntimero primo es un niimero natural mayor que uno, que no tiene divisores exactos,
excepto 1 y el nimero mismo. La demostracion es por inducciéon completa en n, sobre los nimeros naturales,
a partir del ntimero dos.

Base (n = 2): El nimero 2 se puede escribir como el producto de niimeros primos en que el tnico factor es
el nimero 2 mismo. Claramente 2 es un primo, ya que es mayor que 1 y sélo es divisible, en forma
exacta, por 1 y por 2, el niimero mismo.

Induccién (n > 2): La hip6tesis de induccién asegura que todo ntimero natural k entre 2 y n, ambos
inclusive, se puede escribir como el producto de niimeros primos. Se desea demostrar que el nimero
n + 1 también puede descomponerse en esta forma.

IEsta es una parte del llamado Teorema Fundamental de la Aritmética, que indica que todo niimero natural mayor que uno,
puede expresarse en forma tnica como el producto de niimeros primos. La unicidad se refiere a que hay un tnico conjunto de
primos envueltos en ese producto, y a que cada nimero primo tiene multiplicidad fija en él.
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Hay dos alternativas posibles, n+ 1 es un ntimero primo o no lo es. En el primer caso, el nimero puede
escribirse directamente como el producto en que el tnico factor es el mismo y, por lo tanto, puede
escribirse como un producto de primos. En el segundo caso, si n + 1 no es un ntmero primo, quiere
decir que existen dos nimeros naturales, p y ¢, cuyo producto es n+ 1 y en que tanto p como ¢ estan
entre 2 y n, ya que si no fuese asi, n + 1 seria un nimero primo. Pero por la hipétesis de induccién se
sabe que tanto p como ¢ se pueden escribir como el producto de niimeros primos, ya que ambos estan
entre 2 y n, por lo tanto, el nimero n+ 1 puede escribirse como el producto de esos primos en conjunto.
Es decir, en ambos casos se ha probado que el nimero n 4+ 1 puede ser escrito como el producto de
ndimeros primos, lo que completa el paso inductivo.

Por lo tanto, por el principio de induccién matematica, se concluye que todo nimero natural puede
escribirse como el producto de ntimeros primos. Este ejemplo pone de manifiesto la utilidad de la induccién
completa; en caso de haber tratado de usar el principio de induccién en su forma original, la hipdtesis
de induccién sélo habria dicho que el nimero n puede escribirse como el producto de primos, lo cual es
insuficiente para la demostracién, ya que los nimeros p y ¢ son, en general, distintos de n y de ellos sélo se
sabe que son menores que n + 1 y mayores o iguales a 2.

d

Usando una vez mas —pero por ultima vez— la analogia con las cartas de domind, es facil justificar
intuitivamente la inducciéon completa. En este caso, la induccién prueba que si todas las cartas entre la carta
base y una carta cualquiera caen, la carta siguiente también caerda. Como la base prueba que la carta niimero
cero cae, se puede concluir que la carta nimero uno cae; pero como ahora se sabe que tanto la nimero cero
como la nimero uno caen, se concluye que cae la carta nimero dos, y asi sucesivamente se puede demostrar
que todas las cartas caeran. Es decir, se puee concluir que la proposicién se cumple para todos los nimeros
naturales.

1.2.3 Definiciones Inductivas

Empleando las mismas ideas que inspiran al principio de induccién matematica, es posible definir ciertos
conjuntos de objetos en forma inductiva. En estas definiciones, los objetos se definen empleando instancias
més simples del mismo tipo de entes. Ademads, se hace necesario considerar una instancia basica como un
caso especial, de manera que esta especie de recursion infinita termine eventualmente.

Ejemplo 8 La serie de niimeros de Fibonacci (0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, ...) se puede definir, en forma inductiva,
a través de las siguientes reglas:

Jo. = 0

i =1

fn = fao1+ fn—e , para todo ntimero natural n > 1

Se aprecia en esta definicién que un nimero de Fibonacci es la suma de los dos niimeros anteriores en la

secuencia y, por lo tanto, se hace necesario definir en forma especial los dos primeros valores de la serie, de
manera que ella pueda comenzar.

d

Es importante destacar que en este tipo de definiciones, es la definicion misma la que indica como obtener
cada uno de estos entes. En el caso del Ejemplo 8, un niimero de Fibonacci, f;, cualquiera se obtiene como
se indica a continuacion. Si i es cero o uno, se aplica el caso bésico correspondiente, y el niimero se conoce
de inmediato; si ¢ es mayor que uno, se aplica la tercera regla y el problema se descompone en dos problemas
maés sencillos del mismo tipo, los que pueden, a su vez, descomponerse sucesivamente, hasta llegar a alguno
de los casos bésicos. Es decir, estas definiciones sugieren un algoritmo para determinar cada uno de los entes
que definen; el que dependiendo de la definicién misma, puede ser mas o menos eficiente.
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Ejemplo 9 Se calcula los seis primeros nimeros de la serie de Fibonacci (fo, .. ., f5), empleando la definicién
dada en el Ejemplo 8 para esta secuencia.
fo = 0 fs = fo+h = 2
i =1 fa = fs+fo = 3
f2= fith =1 fs = fatfs =5
O

Es usual que cuando se trata de probar propiedades de entes que han sido definidos inductivamente,
lo més conveniente sea utilizar, precisamente, el principio de induccién. Esto se debe a que la definicién
coincide apropiadamente con la divisién que se hace entre el caso basico y el paso inductivo en este método,
facilitando, en consecuencia, la demostracién.

Ejemplo 10 Se demuestra que la siguiente relacion, entre nimeros de Fibonacci, se cumple para todo
ndmero natural n, mayor o igual a uno:

2 n+1
fn - fn—l * fn+1 + (—1)
La demostracion se hara por inducciéon completa en n, sobre los niimeros naturales, a partir del niimero uno.

Base (n = 1): En este caso se tiene: f,_1% foi1+ (=1)""1 = fo* fa+(=1)2 =0%1+1 = 1. Por otro lado,
2 — f2 = 1. Es decir, para n = 1 la relacién se cumple, como se querfa probar.

n -

Induccién (n > 1): La hipétesis de induccién asegura que f2 = fr—1 * fr+1 + (—1)**1, para todo nimero

natural k, entre 1 y n, ambos inclusive. Se desea mostrar que esta desigualdad también se cumple para
n + 1; es decir, que

ffL+1 = fon* fag2+ (_1)n+2

La demostracién del paso inductivo se hard en dos partes. Primero se vera el caso en que n = 1 y,
posteriormente, el caso en que n > 2.

Caso 1 (n = 1): En este caso se tiene: f,, * foyo + (=1)"*2 = fi % f3 + (=1)3 =152 -1 = 1. Por otro
lado, se tiene f2 = 1, también; como se deseaba probar.

Caso 2 (n > 2): En este caso se tiene,

[P = (fat+ foar)? (definicién, pues n + 1 > 1)
= f242fnfao1+ fi, (cuadrado de binomio)
= f2r2fnfa1t faofn +(=1)" (hipétesis, con k=n—1>1)
= fn(fn+fn71+fn71+fn72)+(_]-)n
= folfng1 + fu) + (1) (definicién, pues n+1>n > 1)
= fofot2+ (=1)"F2 (definicién, pues n + 2 > 1)

como se deseaba mostrar.

Luego, por el principio de induccién matematica, se concluye que la relacién se cumple para todos los
nimeros naturales mayores o iguales a 1. Es importante destacar que fue necesario dividir el paso inductivo
en dos partes, pues cuando n = 1 no es licito hacer referencia a f,_2, ya que no existe, ni tampoco es
aplicable la hipdtesis de induccién para f,,_1, pues sélo es aplicable entre la base y n, no para fy, valor para
el cual no tiene sentido por lo demas.

a

En un analisis méas profundo, toda demostracién de una propiedad de los niimeros enteros se basa, de una
u otra manera, en el principio de induccién matemaética, ya que si se va a los conceptos basicos, los nimeros
enteros mismos estan definidos esencialmente en forma inductiva. Aunque no se mencioné explicitamente,
ésto ha ocurrido también en las pruebas por induccién de los primeros ejemplos de esta seccién. En forma
implicita , se han usado definiciones inductivas de la suma, producto, potencia y de los nimeros naturales
mismos, lo que contribuye a efectuar estas demostraciones por induccion.
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1.3 Grafos y Arboles

Un grafo (finito), denotado como G = (V| R), es una estructura que consta de un conjunto finito de vértices
V', también llamados nodos; y de un conjunto de pares no ordenados de vértices, R, llamados las ramas del
grafo. La forma usual de representar grafos es a través de un diagrama en que los nodos se grafican como
puntos y las ramas, como lineas entre los vértices que forman el par respectivo.

Ejemplo 11 En la Figura 1.1 se muestra la representacién gréfica usual para el grafo G = (V, R), cuyas
componentes estan definidas por:

V =1{1,2,3,4,5}
R={(i,j))i+j=4oli—j|=3}

Hay cinco nodos y cuatro ramas en dicho grafo; éstas dltimas son: (1,3),(1,4),(2,2), (2,5).

O
Figure 1.1: Representacién grafica del grafo G
Un camino en un grafo, es una secuencia de vértices vy, vs,...,v,, con n > 1, en que hay una rama

(vi, vi+1) por cadai tal que 1 < ¢ < n;los nodos vy y v, son llamados el vértice inicial y final, respectivamente,
y se dice que el camino es de v; a v,. Un camino es entonces una secuencia de vértices, tal que es posible
pasar de uno de ellos al siguiente en la secuencia, a través de una rama del grafo. La longitud del camino
es n — 1, es decir, el nimero de ramas que lo forman. Por ejemplo, 3-1-4 es un camino en el grafo de la
Figura 1.1 y tiene longitud 2; también lo es el nodo 4, o cualqgier otro vértice por si solo, estos tltimos tienen
longitud 0, por supuesto.

Un camino de longitud al menos 1, en que los vértices inicial y final corresponden al mismo nodo, es
llamado un circuito y equivale a un lazo cerrado en el diagrama para el grafo. Asi, por ejemplo, 22, es un
circuito de longitud 1 en el grafo de la Figura 1.1.

1.3.1 Grafos Dirigidos

Un grafo dirigido (finito), denotado por G = (V, A), consta de un conjunto finito de vértices, V; y de un
conjunto de pares ordenados de vértices A, llamados arcos. Un arco (u,v) se denota por u — v y se dice
que es un arco de u a v; el nodo u es un predecesor del nodo v y v es un sucesor de u en el grafo. Los
diagramas que representan grafos dirigidos son similares a los usados para grafos, pero los arcos, que son
ramas dirigidas, se dibujan como lineas con un sentido definido —mnormalmente como flechas— dirigidas
desde el nodo predecesor al nodo sucesor en el arco.

Ejemplo 12 La Figura 1.2 muestra el diagrama correspondiente al grafo G = (V, A), cuyas componentes
quedan definidas por:

V ={1,2,3,4}
A={i—j/i<j}

En este grafo, el vértice 3 es un sucesor de los vértices 1 y 2, y un predecesor del vértice 4.
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Figure 1.2: Representacién grafica del grafo G

d

Un camino en un grafo dirigido es una secuencia de vértices v1,vs, ..., v,, con n > 1, en que hay un arco
v; — v;+1 por cada i tal que 1 <14 < n; en este caso se dice que el camino es de v, a v, y que pasa a través
de los nodos vs, . ..,v,—1. La longitud de un camino se define en forma analoga que para los grafos y mide el
nimero de arcos involucrados en él. Por ejemplo, 1-2—4 es un camino de 1 a 4 en el grafo de la Figura 1.2,
y tiene longitud 2. Un circuito es un camino de longitud mayor o igual a 1, que va de un nodo a si mismo.
El grafo de la Figura 1.2 no tiene circuitos.

1.3.2 Arboles

Un drbol, o méas exactamente un arbol dirigido ordenado, es un grafo dirigido con las siguientes propiedades
adicionales:

e Hay un vértice, llamado la raiz, que no tiene predecesores y desde el cual hay un camino a cada nodo
del arbol.

e Cada vértice tiene exactamente un predecesor, con la tinica excepcién de la raiz, que no tiene predece-
sores.

e Los sucesores de cada vértice estdn ordenados. Ordenamiento que se conoce como orden de izquierda

a derecha.

< expresion>

T

< expresion> x < expresion>

e

yesior»\ * < expresion>
(< expresion> ) d
< expresion> B < expresion>
b c

Figure 1.3: Diagrama sintéctico para la expresién a + (b —¢) * d

Al representar graficamente los arboles, es usual poner la raiz arriba y todos los arcos apuntando hacia
abajo; con esta convencion es posible dibujar los arcos como simples ramas no dirigidas, ya que se subentiende
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que su direccién es hacia abajo. Los sucesores de cada vértice se dibujan de izquierda a derecha, de acuerdo
al orden definido para ellos.

Ejemplo 13 La Figura 1.3 muestra el diagrama de un arbol que corresponde al “diagrama sintactico” de la
expresion aritmética a + (b — ¢) x d. En este caso no se muestran los nombres de los nodos, sino las etiquetas
asociadas a ellos. Varios nodos tienen la misma etiqueta.

La raiz de ese arbol es el nodo con etiqueta <expresion> que aparece mas arriba que todos los demsés;
desde ella hay un camino a los otros dieciseis vértices, y no tiene predecesores. Sus tres sucesores son,
ordenados de izquierda a derecha, los nodos con etiquetas <expresién>, + y <expresién> que aparecen bajo
él.

d

Existe una terminologia especial para arboles basada en la genealogia, que difiere de la terminologia
general para grafos dirigidos arbitrarios. En un drbol, un sucesor de un nodo se llama un hijo y el predecesor
es llamado el padre. Si hay un camino de un vértice u a un vértice v, se dice que u es un ancestro de v y
que v es un descendiente de u; ambos nodos pueden ser el mismo vértice y, por lo tanto, todo nodo es un
ancestro y descendiente de si mismo. Un vértice que no tiene hijos es una hoja y todos los demads, incluida
la raiz, son llamados nodos interiores.

Ejemplo 14 En el arbol de la Figura 1.3, el nodo con etiqueta + es un hijo de la raiz, y este ultimo nodo
es su padre. El vértice con etiqueta d es un descendiente de si mismo y de otros tres nodos del arbol; la raiz
es un ancestro de todos los nodos del drbol. Los nodos con etiqueta <expresién> son todos nodos interiores,
los demas son las hojas.

d

Es posible extender el orden que existe entre los hijos de cada nodo, a un ordenamiento de izquierda a
derecha entre todas las hojas de un arbol. en realidad, se puede extender a dos vértices cualesquiera, siempre
que ninguno de ellos sea un ancestro del otro y, obviamente, una hoja no es nunca ancestro de otra hoja. La
extensiéon del orden a dos nodos cualesquiera que cumplan con esta condicién se hace de la siguiente manera.
Dados dos nodos n; y ng en el arbol, se trazan los caminos —invertidos— desde cada uno de ellos hacia la
raiz, hasta que se encuentran en algin vértice v. Sean hy y ho los hijos de v en los caminos hacia n; y nas,
respectivamente. Si nq no es ancestro de no, o viceversa, hy y hg son nodos distintos y , por lo tanto, uno
de ellos esta a la izquierda del otro como hijos de v. Si h; estd a la izquierda de ho, entonces n; estd a la
izquierda de mno; si no, no esta a la izquierda de nq.

Ejemplo 15 En el arbol de la Figura 1.3, el nodo con etiqueta c estd a la izquierda del nodo con etiqueta
d. Los caminos desde ellos hacia la raiz se encuentran en el nodo con etiqueta <expresién> que es el hijo de
maés a la derecha de la raiz del arbol. El nodo con etiqueta c estd en el camino que pasa por el hijo de més a
la izquierda de ese vértice, y el con etiqueta d, en el que pasa por el hijo de méas a la derecha. Obviamente
el primero esta a la izquierda del segundo en el orden para esos nodos, por lo que se concluye que el nodo
con etiqueta c estd a la izquierda del nodo con etiqueta d, en el orden extendido.

1.4 Relaciones Binarias

Una relacion binaria es un conjunto de pares ordenados; es decir, es un subconjunto del producto cartesiano
de dos conjuntos. si ambos conjuntos son el mismo conjunto, S, se le denomina relacién en S. Intuitivamente,
es el conjunto de todos los pares de objetos en S entre los que la relacién se cumple. Si R es una relacién y
el par (a,b) pertenece a ella, se acostumbra escribir aRb indicando que el elemento a estd en relacién R con
b; en forma similar, cuando (a,b) € R, se escribe aTt.
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Una relacién binaria R en un conjunto finito S, puede representarse por un grafo dirigido en que cada
nodo del grafo corresponde a un elemento de S, y en que hay un arco de un vértice v; a un vértice ve, si 'y
s6lo si v1Rvs. Una relacién binaria R en un conjunto finito .S se representa, entonces, por el grafo dirigido
G = (S,R). A la inversa, cualquier grafo dirigido G = (V, A) puede interpretarse como la representacién de
una relacién binaria A en el conjunto V', de sus nodos.

Ejemplo 16 Sea R = {(1,2),(1,4),(2,1),(2,3),(3,3),(3,1), (4, 3)} una relacién binaria definida en el con-
junto S ={1,2,3,4}. El grafo dirigido que la representa se muestra en la Figura 1.4.

Figure 1.4: Representacion grafica para la relacion R

1.4.1 Propiedades

Es posible definir muchas propiedades que las relaciones binarias pueden o no cumplir. Algunas de las
propiedades més usadas y sus definiciones para una relacién R en S, son las siguientes:

1. Reflexividad: R es refleja si y solo si
aRa, para todo a € S.
2. Irreflexividad: R es irrefleja si y sélo si
aTRa, para todo a € S.
3. Simetria: R es simétrica si y solo si
aRb implica bRa, para todo a y b € S.
4. Asimetria: R es asimétrica si y sélo si
aRb implica bRa, para todoa 'y b € S.
5. Antisimetria: R es antisimétrica si y sélo si
aRb y bRa implica a = b, para todo a y b € S.
6. Transitividad: R es transitiva si y sélo si
aRb y bRc implica aRe, para todo a,by c € S.

Es conveniente hacer notar que segin estas definiciones, toda relaciéon asimétrica debe ser irrefleja. Por el
contrario, una relacién antisimétrica puede ser refleja, irrefleja o no tener ninguna de esas dos propiedades.



1.4. RELACIONES BINARIAS 21

Ejemplo 17 La relacién “ancestro de”, sobre el conjunto de personas, y de acuerdo a lo que intuitivamente
se entiende por este concepto, es irrefleja, ya que nadie es ancestro de si mismo; asimétrica —y también
antisimétrica—, ya que si una persona es ancestro de otra, esta tltima no puede ser ancestro de la primera.
Y, finalmente, es una relacion transitiva, pues si una persona es ancestro de otra y ésta, a su vez, es ancestro
de una tercera persona, la primera es un ancestro de esta tdltima.

Notese, sin embargo, que la relacion “ancestro de”, sobre el conjunto de los nodos de un arbol, de acuerdo
a las definiciones dadas en la seccion anterior, es una relacion refleja, antisimétrica y transitiva, lo que en
realidad difiere del concepto intuitivo.

a

Las relaciones simétricas pueden representarse simplemente, empleando grafos. Es sabido que en estos
casos, si (a,b) estd en la relacion, también lo estard el par (b,a) y, por lo tanto, no es necesario retener la
informacién sobre el orden de los pares. Cualquier grafo G = (V, R) puede entenderse como la representacion
de una relacién simétrica, R, en el conjunto de vértices V. A su vez, cualquier relacién simétrica R en un
conjunto finito S, puede representarse por el grafo G = (S,R). Sin embargo, esta forma de representacién
no serd utilizada en estos apuntes.

1.4.2 Relaciones de Equivalencia

Una relacién binaria que es refleja, simétrica y transitiva se denomina relacion de equivalencia. El nombre
se debe a que dos objetos relacionados por una relaciéon de equivalencia son esencialmente equivalentes
—cumplen el mismo papel— en cuanto al propédsito de la relacion.

Una propiedad muy importante de una relacién de equivalencia R en un conjunto S, es que divide a este
tltimo en varios subconjuntos no vacios y disjuntos entre si, llamados clases de equivalencia. La unién de
todas estas clases, cuyo nimero puede ser infinito, forma el conjunto S. Cada elemento de cualquiera de
estas clases, estd en la relacién R con todos los otros miembros de ese conjunto; sin embargo, miembros de
clases diferentes no estan nunca en relacion. Es decir, una relacién de equivalencia R en un conjunto S,
define subconjuntos no vacios S, 52, ... que cumplen las siguientes propiedades:

e S=5US5U...

e Sii#j,SNS =10

e ParatodoaybeS;:aRb

e Sii# j,paratodoa € S; ybeS;:alb
Ejemplo 18 Un ejemplo de relacién de equivalencia es congruencia médulo un entero k y se escribe
i=j mod k, si y s6lo si i — j es divisible por k. Es simple demostrar que esta relacién en los niimeros

enteros es una relacién de equivalencia, es decir, que es refleja, simétrica y transitiva. Las clases de equiva-
lencia que define son los siguientes k conjuntos, cada uno de ellos es un conjunto infinito contable:

{...,—2k,—k,0,k 2k, ..}
(o, =20—1),—(k—1),1,k+1,2k+1,...}

(o —(k+1),-1,k—1,2k—1,3k—1,...}
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Tal como una relaciéon de equivalencia en S particiona a este conjunto en sus clases de equivalencia,
también es cierto que toda particién? de un conjunto, induce una relacién de equivalencia en él. En efecto,
la relacién de equivalencia inducida es:

{(a,b)/a y b pertenecen al mismo subconjunto en la particién }.

1.4.3 Clausuras

Si P es un conjunto de propiedades de relaciones, la clausura-P de una relacién R, es la relacién mas pequena
que incluye a R y que tiene las propiedades en P. No cualquier conjunto de propiedades es posible. Por
ejemplo, no cualquier relacién tiene clausura irrefleja. Sin embargo, toda relacién binaria tiene clausura con
respecto a cualquier combinacién de reflexividad, simetria y transitividad.

Dos clausuras seran especialmente importantes para estos apuntes. La primera de ellas, la clausura
transitiva de una relacién R, denotada como R*, se puede definir de la siguiente manera:

e Si aRb, entonces aR1h.
e SiaRTby bR c, entonces aR*e.
e Nada més pertenece a R+.

Es simple mostrar que la relacién asi definida es en realidad la relacién més pequena que incluye a R y es
transitiva, es decir, que es su clausura transitiva.

La segunda clausura que interesara es la clausura refleja y transitiva de una relacién R en un conjunto
S. Esta relacion, denominada Rx*, se puede definir en forma andloga a la anterior. Sin embargo, es también
facil ver que correponde al conjunto:

R*=R"U{(a,a)/a € S}

Ejemplo 19 Sea R = {(a,b), (b,b), (b, c)}, una relacién en el conjunto S = {a, b, c}. Entonces sus clausuras
transitiva, refleja y transitiva son:

RY = {(a, b)v (av C), (bv b)v (b7 C)}
R* ={(a,a),(a,b), (a,c), (b,b), (b,c), (c,c)}

Los grafos dirigidos que representan las relaciones R, RT, y R*, se muestran, en ese orden, en la
Figura 1.5.

2Una particién de un conjunto A es un subconjunto de su conjunto potencia, esto es, un conjunto de sus subconjuntos. Cada
subconjunto de A en una particién es no vacio. Ademds, dos subconjuntos distintos cualesquiera son disjuntos y la unién de
todos ellos forma el conjunto A. Es decir, cada elemento de A estd en exactamente uno de los subconjuntos, y cada uno de
ellos contiene al menos un elemento de A.
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Figure 1.5: Representacién grafica para las relaciones R, R™ y R*
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Chapter 2

LENGUAJES FORMALES

La teoria de computacion es el estudio, desde un punto de vista matematico, de los computadores y sus
capacidades. No se trata de estudiar algiin computador en particular, sino de generalizar el concepto y
formalizar la nocién de lo que es computable. Para hacer este estudio, se requiere definir un modelo de los
objetos manipulados por los computadores. Como modelo matematico para los datos, en el sentido amplio
que incluye a todos los objetos que los computadores manejan —ya sean programas o datos propiamente
tales— se utilizan secuencias finitas de simbolos.

Este capitulo presenta conceptos propios del tema a tratar en estos apuntes, como son las nociones de
palabra y de lenguajes abstractos, concentrandose principalmente en su definicién y en algunas propiedades
y operaciones basicas entre ellos.

2.1 Simbolos y Alfabetos

Un simbolo es una entidad abstracta que no se definird formalmente, tal como el concepto de punto no se
define en geometria. Las letras y los digitos son ejemplos tipicos de simbolos que se usan frecuentemente;
aun cuando cualquier objeto puede considerarse un simbolo. Un conjunto finito de simbolos serd llamado un
alfabeto. Un ejemplo de alfabeto, conocido por toda la gente, es el alfabeto Romano, cuyos simbolos son cada
una de las letras usadas en el lenguaje Castellano: {a,b,c,...,2}. Un alfabeto particularmente relacionado
con los computadores actuales, es el denominado alfabeto binario: {0,1}. En realidad cualquier objeto puede
pertenecer a un alfabeto, ya que cualquier objeto puede ser un simbolo. Desde un punto de vista formal, un
alfabeto es simplemente un conjunto finito con culquier tipo de componentes. Sin embargo, por simplicidad,
se usard como simbolos s6lo las letras, los digitos y algunos otros caracteres comiinmente usados, como $,
#, £, etcétera.

2.2 Palabras

Una palabra sobre un cierto alfabeto es una secuencia finita de simbolos tomados de él. Este concepto, que
también se conoce por el vocablo inglés string, representa lo que intuitivamente se entiende por palabra,
frase o sentencia, si se incluye en estas tltimas todos los simbolos que sirven para contruirlas; esto es, no
sélo las letras y simbolos de puntuacion, sino que también los espacios en blanco usados como separadores.
El concepto de palabra que aqui se presenta difiere del sentido usual, en que no se le asigna significado ni
representacién a estas secuencias de simbolos, y s6lo se esta interesado en céomo se construyen a partir de
de los simbolos del alfabeto!. Los vocablos frase y sentencia se usardn como sinénimo de palabra en estos
apuntes. Cualquier simbolo del alfabeto puede aparecer cero o mas veces en una palabra. No es necesario

ITampoco debe confundirse esta nocién con el concepto homénimo que refiere a la parte de la memoria de un computador
que es normalmente manipulada en forma conjunta por la unidad central de proceso.

25
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que todos ellos estén en cada palabra, ni que cada simbolo que aparezca lo haga una sola vez. En lugar de
escribir la secuencia como una lista de simbolos separados por comas y encerrada entre paréntesis, como se
acostumbra escribir en otras secuencias en matematica, simplemente se escribiran los simbolos yuxtapuestos.

Ejemplo 20 clase es una palabra sobre el alfabeto romano.
01101 es una palabra sobre el alfabeto binario.
$105.0 es una palabra sobre el alfabeto {0, 1,5, ., $}.

a

Utilizando el isomorfismo natural que existe entre los simbolos de un alfabeto y las palabras sobre ese
alfabeto que estan compuestas por un tnico simbolo, se acostumbra identificar esas palabras con el simbolo
que las forma. Por lo tanto, se considera que, por ejemplo, el simbolo a es lo mismo que la palabra a.
Una palabra puede no tener simbolos. En ese caso se le conoce como palabra vacia o palabra nula, y se la
representa por €. Debe quedar claro que € no es un simbolo, sino que es el nombre de una palabra. Lo que
sucede es que esa palabra, la palabra vacia, consta de ningiin simbolo y, por lo tanto, no se puede representar
por la secuencia de los simbolos que la componen, requiriéndose el uso de un nombre para referirse a ella.
En general se usaran letras, como U, V, W, XY y Z, o sus mintsculas, y algunas letras griegas para denotar
palabras es decir, como nombres para ellas. Es obvio que por claridad y para evitar confusiones, no es
conveniente utilizar € o cualquier otro caracter usado como nombre de una palabra, como un simbolo del
alfabeto. Formalmente, una palabra sobre un alfabeto . cualquiera, se define inductivamente a través de las
siguientes reglas:

e ¢ es una palabra sobre X.
e Si x es una palabra sobre X y a es un simbolo en ¥, ax es una palabra sobre 3.

La primera regla asegura que que la palabra vacia es una palabra sobre el alfabeto . La segunda regla
indica como construir una palabra a partir de otra, basta anteponer cualquier simbolo del alfabeto a los
simbolos de la palabra original. Una definicién alternativa es suponer que las palabras crecen hacia el lado
derecho. Es interesante destacar que £ es una palabra sobre cualquier alfabeto; en realidad, es la tnica
palabra que se puede construir a partir de los simbolos de cualquier alfabeto.

2.2.1 Longitud de una Palabra

Tal como en el caso de los niimeros naturales o, como se vio anteriormente, en el caso de los conjuntos, hay
también varias funciones, operaciones y relaciones interesantes de estudiar en las palabras. En este punto y
los siguientes, se veran algunas de ellas. Una de las cosas que interesa conocer es el largo de una palabra.
Para ello se define la longitud de una palabra x, usualmente denotada por |z|, como el niimero de simbolos
que componen la palabra. Esta es una funcién que asigna a cada palabra un ntmero natural. La palabra
vacia, al no tener ningin simbolo, tiene longitud cero; es la unica palabra, cualquiera sea el alfabeto, con
longitud cero.

Ejemplo 21 Considere, por ejemplo, las siguientes palabras

|clase] = 5
01| = 3
le] =0

Formalmente, la funcién longitud puede definirse inductivamente empleando las dos reglas siguientes:

o c]=0
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e Si z es una palabra sobre ¥ y a € ¥ : laz| =1+ |z|.

Es decir, la palabra nula tiene longitud cero, y cualquier palabra construida al anteponer un simbolo del
alfabeto a otra palabra, tiene una longitud superior en uno, a la longitud de esta ultima; diferencia que
correponde al simbolo que se estd agregando.

2.2.2 Concatenacién

Dos palabras sobre un mismo alfabeto pueden ser combinadas para formar una tercera palabra, utilizando
la operacién conocida como concatenacion. La concatenaciéon de dos palabras x e y sobre un alfabeto 3,
escrita como x oy, o simplemente xy, es la palabra formada al escribir los simbolos de la primera, x, seguidos
inmediatamente por los simbolos de la segunda, y.

Ejemplo 22 Sean u y v las siguientes palabras sobre el alfabeto romano: w = ca y v = sa. Entonces la
concatenacién de u y v es:

uwov =uv = casa,
y la concatenacién de v con w es:

VOoUuU=vu = saca.

Formalmente, la operacion de concatenacién se define inductivamente a través de las siguientes reglas:
e Para toda palabra y sobre ¥ : coy =y.
e Para todo simbolo a € ¥ y palabras x e y sobre X : (ax) oy = a(xz o y).

La primera regla indica que la concatenacion de la palabra nula con cualquier otra palabra resulta ser,
simplemente, esta ultima palabra. La segunda regla indica como hacer la concatenacién cuando el primer
operando es una palabra compuesta por la anteposicién de un simbolo del alfabeto a otra palabra. El
Ejemplo 22 dejé en claro que la concatenaciéon de palabras no es conmutativa. Sin embargo, es posible
demostrar que si se trata de una operacién asociativa. Es decir, para toda palabra w, x e y, sobre un
alfabeto ¥ cualquiera,

wo (zoy) = (woz)oy.

También se puede demostrar que, en realidad, la palabra nula es el elemento neutro en la operacién de
concatenacion de palabras. Es decir, para toda palabra w, sobre un alfabeto cualquiera, se cumple que:

WoeE=¢c0wW =w.

Ademsds se cumple la siguiente propiedad que relaciona la funcién longitud con la operacién de concate-
nacién. Para todo par de palabras = e y sobre X,

|z oyl = |z] + [yl.

k

La notacién w” se usa para representar la concatenacién consecutiva de k copias de una misma palabra

w. Es decir,
wF =wowo...ow (k veces)
Debe notarse que en la expresion anterior no es necesario emplear paréntesis, puesto que la operacién de

concatenacion es asociativa.
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2.2.3 Subpalabras, Prefijos y Sufijos

Una palabra es una subpalabra de otra palabra, cuando sus simbolos aparecen entre los simbolos de la
segunda, en forma consecutiva y en el mismo orden; es decir cuando un trozo contiguo de la segunda es igual
a la primera. Formalmente, una palabra v se dice una subpalabra de otra palabra w, si y sélo si existen
dos palabras = e y sobre el alfabeto, tales que w = x ov o y. En la definicién anterior, cualquiera de las
palabras = e y, o ambas, puede ser la palabra nula. Por lo tanto, si x = y = €, se concluye que toda palabra
es una subpalabra de si misma. También , si se considera que x = w y que v = y = ¢, se ve que la palabra
nula es una subpalabra de todas las palabras. Cuando la subpalabra es tal que sus simbolos aparecen al
comienzo de la otra palabra, se le llama un prefijo de ésta ltima. Si aparecen al final, se le llama un sufijo.
Intuitivamente, una palabra es un prefijo de otra, cuando ésta comienza con aquélla; serda un sufijo cuando
termina con ella. Formalmente, si w = u o v para alguna palabra u sobre el alfabeto, v se dice un sufijo de
w. En forma similar, si w = u o v para alguna palabra v, u se dice un prefijo de w. Segun estas definiciones,
cada palabra es un sufijo, prefijo y subpalabra de si misma. Un sufijo, prefijo o subpalabra que no sea la
palabra misma se llama un sufijo, prefijo o subpalabra propia. Debe notarse que la palabra vacia es un sufijo,
prefijo y subpalabra propia de todas las palabras, excepto de si misma.

Ejemplo 23 PUES es un prefijo de PUESTOS.
PUES es un sufijo de DESPUES.
PUES es una subpalabra de PUESTOS, DESPUES y también de APUESTA.

d

Es interesante notar que en una palabra puede haber varias ocurrencias de una misma subpalabra. Por
ejemplo, la palabra binaria 101010 tiene tres ocurrencias de las subpalabras 0, 1 y 10, y dos ocurrencias
de las subpalabras 01, 010, 101, 1010. Una ocurrencia incluye, ademas de la subpalabra que interesa, una
posicién dentro de la palabra que indica donde comienza esa instancia de la subpalabra.

2.2.4 Reverso

Otra funcién interesante entre palabras sobre un alfabeto, es la funcién conocida como el reverso de una
palabra. Intuitivamente, esta funcién transforma la palabra dada como argumento, en la palabra formada
por los mismos simbolos pero en orden inverso. Formalmente, el reverso de una palabra w, denotada como
w", se define por las siguientes reglas:

=
e Para todo simbolo a € ¥ y toda palabra x sobre ¥ : (az)" =2" o a

Este es otro ejemplo de una definicién inductiva. La primera regla define cudl es el reverso de la palabra
nula; la segunda, indica cémo determinar el reverso de una palabra compuesta por la anteposicién de un
sfmbolo a otra palabra sobre el alfabeto?. En esta tltima regla, a aparece como un simbolo en el lado izquierdo
y como una palabra en el lado derecho de la igualdad. El Ejemplo 24 muestra como es posible aprovechar
las definiciones inductivas para demostrar ciertas propiedades de las palabras, utilizando el principio de
induccién matemadtica. En particular, se prueba que el reverso de la concatenaciéon de dos palabras es lo
mismo que la concatenacion, en orden inverso, de los reversos de las palabras originales.

Ejemplo 24 Se muestra que para todo par de palabras z e y, sobre un alfabeto X cualquiera, se cumple la
siguiente relacion:

(woy) =y oa.

2Noétese el parecido de la definicién con la forma en que se podria implementar esta funcién utilizando el lenguaje de
programacién LISP: (defun reverso (x)(cond ((null x) x)(t (append (reverso (cdr x))(list (car x))))))
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Sea y una palabra cualquiera sobre el alfabeto. La demostracién se hard por induccién en el largo de la
palabra x.

Base (|z| = 0): La tnica palabra con longitud cero es la palabra vacia. Es decir, en este caso © = ¢y, por
lo tanto, se cumple que:

oy = (coyr (porque z = <)
= y (definicién de concatenacién)
= gy oe (elemento neutro)
= ylog” (definicién del reverso)
= y'oa" (porque z = ¢)

como se deseaba mostrar.

Induccién (|z| > 0): La hipétesis de induccién asegura que si la palabra z tiene longitud n > 0, entonces
se cumple que (xz oy)” = y" ox”. Se debe demostrar que esta relacién también se cumple cuando la
longitud de = es n + 1. Sea x una palabra de longitud n + 1 > 1, entonces x = au para algin simbolo
a € ¥ y alguna palabra u sobre X, en que |u| = n. Por lo tanto:

(woyy = (au)oy) (porque & = au)
= (a(uoy))” (definicién de concatenacion)
= (uoy)"oa (definicién del reverso)
= (y"ou")oa (hipétesis de induccion)
= y"o(u"oa) (asociatividad)
= y"o((au)") (definicién del reverso)
= y oz’ (porque z = au)

como se queria mostrar.

Por el principio de inducciéon matemaética, ya que se ha mostrado la base y la induccién, se puede concluir
que para todo par de palabras z e y, sobre un alfabeto ¥ cualquiera, se cumple la relacién (zoy)” = y" oz”.

a

2.3 Lenguajes

En esta seccion se definira y estudiara el concepto de lenguaje, nocion sobre la que giraran estos apuntes. Un
lenguaje (formal) sobre un alfabeto, es un conjunto de palabras sobre ese alfabeto. Esta simple definicién
permite formalizar la idea intuitiva de lenguaje, de forma que abarque los lenguajes naturales, de progra-
macién y de otros tipos. En los lenguajes naturales los simbolos son fonemas, letras u otros simbolos, y las
palabras son las frases y sentencias que se pueden expresar en ese idioma. En los lenguajes de programacion,
los simbolos son las palabras reservadas, caracteres y simbolos especiales del lenguaje; las palabras son los
programas escritos en dicho lenguaje.

El conjunto vacio, ) y el conjunto cuyo tdnico elemento es la palabra vacia, {€}, tienen la caracteristica de
ser lenguajes sobre cualquier alfabeto. Es importante hacer notar que ellos son dos lenguajes absolutamente
diferentes. El primero no tiene elementos, mientras que el segundo lenguaje tiene un unico elemento: la
palabra nula.

Ejemplo 25 El conjunto de palindromes sobre el alfabeto romano es un lenguaje infinito. Los palindromes
son palabras que tienen la caracteristica de ser iguales a su reverso. Algunos de los elementos de este lenguaje
son: ABBA, C, PRZHZRP, RADAR, RECONOCER. La palabra nula, €, también pertenece a este lenguaje.

Es conveniente destacar que cualquier palabra formada por simbolos del alfabeto, y que se lee igual de
derecha a izquierda que de izquierda a derecha, pertenece a este lenguaje. No solo aquéllas que tienen algtiin
significado, ya sea en Castellano o en cualquier otro idioma.
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a

Un lenguaje de importancia es aquél formado por todas las palabras que se pueden construir con los
simbolos de un alfabeto ¥ dado. A este lenguaje se le denota por ¥*. Hablar de una palabra sobre ¥ o de
una palabra en ¥* sera, entonces, enteramente equivalente. Es claro que cualquier lenguaje sobre un alfabeto
3, es un subconjunto de ¥* y que la clase de todos los lenguajes posibles sobre X, es el conjunto potencia
25",

Ejemplo 26 Si el alfabeto es 3 = {a} —un alfabeto con un solo simbolo— el lenguaje de todas las palabras
que se pueden construir sobre él es el lenguaje:

¥* ={e,a,aa,aaa,aqaaq, ...}
O

Como se vio anteriormente, un simbolo se identifica con la palabra compuesta sélo por ese simbolo;
en consecuencia, cualquier alfabeto X es, a su vez, un lenguaje. Visto como tal, este lenguaje tiene las
caracteristicas de ser finito y de estar compuesto inicamente por palabras de longitud uno.

Por otra parte, como los lenguajes son conjuntos, ellos pueden ser combinados por las operaciones usuales
para conjuntos, como son la unién, interseccion y diferencia. En general, cuando el alfabeto X se subentiende,
se acostumbra hablar del complemento de A, A¢, en lugar de la diferencia ¥* — A. En los préximos dos
puntos se definen algunas otras operaciones que se pueden realizar especificamente con lenguajes.

2.3.1 Concatenacién de Lenguajes

La concatenacion de lenguajes es el lenguaje resultante de concatenar las palabras de los lenguajes originales.
Si L1y Lo son lenguajes sobre un alfabeto ¥ (es decir, L1 C ¥* y Ly C ¥*), su concatenacion es el lenguaje
L sobre ¥, definido por:

L:LloLQ:LlLQ:{xoy/xELleyELQ}.

Este lenguaje esta compuesto por todas las palabras que se forman al concatenar una palabra de Ly con una
palabra de Lo, en ese orden.

Ejemplo 27 Sean L; y Lo los siguientes lenguajes finitos sobre el alfabeto binario:
L, ={01,1} L, ={101,1010}
entonces,

Lo Ly, ={01101,011010,1101,11010}

Lso Ly ={10101,1011,101001}
O

Como en el caso de las palabras, la concatenacion de lenguajes no es conmutativa. El Ejemplo 27 deja
esto de manifiesto. Otra observacién interesante de hacer es que si Ly y Ls son lenguajes finitos con n y m
palabras respectivamente, entonces el lenguaje resultante al concatenarlos tiene a lo sumo n * m elementos
pero, en general, puede tener menos.

Es posible demostrar que la concatenacién de lenguajes es una operacién asociativa, igual que lo que
sucede con la concatenaciéon de palabras. De hecho, la asociatividad de la concatenacién de lenguajes es
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producto de la asociatividad de la concatenacién de palabras. Es decir, para todo lenguaje L1, Lo y L3 sobre
un alfabeto ¥ cualquiera,

Lio(LyoL3)=(LioLs)oLs

También se cumplen las siguientes propiedades de la concatenacién de lenguajes. Para todo lenguaje L
sobre un alfabeto ¥ cualquiera,

Lo)=0oL=10
Lo{e}={e}oLl =1L

En forma similar al caso de las palabras, la notacién L’ se utiliza para representar la concatenacién, i
veces, de un lenguaje L consigo mismo. Formalmente esta operacién se puede definir para todo nimero
natural i, a través de las siguientes reglas inductivas: Para todo lenguaje L:

. 10— {c}
e Para todo nimero natural 4 > 1: L = Lo L1

La idea intuitiva es que para todo ntmero natural 4, el lenguaje L’ estd formado por la concatenacién de
exactamente ¢ palabras del lenguaje L. Estas palabras pueden ser distintas o no, no hay restricciones al
respecto. Es bueno hacer notar que se cumplen las siguientes propiedades de esta operacidén.

e Para todo lenguaje L : L' = L
. 00 = {2}
e Para todo ntimero natural n > 1: (" =

Ejemplo 28 Si L es el lenguaje {a, b} sobre el alfabeto romano, se pueden formar los siguientes lenguajes
a partir de él:

L% = {e}

L' = {a,b}

L? = {aa, ab,ba, bb}

L3 = {aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb}

2.3.2 Clausuras

Una vez definida la concatenacién de lenguajes, es posible definir una nueva funcién sobre los lenguajes,
llamada clausura de Kleene, o simplemente clausura. La clausura de un lenguaje L se define como el
lenguaje

L* = ULi, para todo i > 0.
También se define la clausura positiva de un lenguaje L, como el lenguaje:
Lt = ULi, para todo 7 > 1.

La clausura de un lenguaje L, L*, denota el lenguaje formado al concatenar cualquier nimero de palabras
de L, incluyendo la posibilidad de cero. La clausura positiva, L™, es similar, pero en este caso no se aceptan
concatenaciones de cero palabras. El nombre clausura para estas funciones proviene del hecho que la clausura,
o la clausura positiva, de un lenguaje L, es un lenguaje que incluye a L y es cerrado bajo concatenacion;
es decir, que al concatenar dos palabras cualesquiera de ellos, la palabra resultante también estd en ese
lenguaje.
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Ejemplo 29 Sea L el lenguaje {a,b} sobre el alfabeto romano. La clausura y clausura positiva de este
lenguaje, son los lenguajes:

L* ={e, a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab, ...}
Lt = {a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab, aba, ...}
O

Esta definicién de las clausuras hace que las siguientes propiedades se cumplan para lenguajes sobre
cualquier alfabeto:

e Para todo lenguaje L : L C LT C L*.
eccLtsiysblosiee L.
e Para todo lenguaje L : € € L*.

En particular, para el lenguaje vacio y para aquél que sélo consta de la palabra nula se cumplen las
siguientes propiedades:

0 ={e}" = {e}

Notese que el uso de ¥* para denotar el conjunto de todas las palabras sobre X es consistente con la notaciéon
de la clausura del alfabeto X, visto como el lenguaje finito que es.

Ejemplo 30 En este ejemplo se muestra como es posible usar las definiciones ya vistas, para obtener algunas
conclusiones sobre los lenguajes. En particular, considere el lenguaje

L = {w € {0,1}*/w tiene distinto nimero de ceros (0) que de unos (1) }.

Se mostrard que L* = {0, 1}*.

Primero, nétese que por la definicién de la clausura de Kleene, se tiene que para cualquier par de lenguajes
Ly y Ly: si Ly C Ly, entonces L] C L3.

Ya que tanto la palabra 0 como la palabra 1 tienen diferente niimero de ceros que de unos, se sabe que
{0,1} C Ly, por lo tanto, que {0,1}* C L*.

Pero por la definicién de L, también se sabe que L* C {0,1}*. Y, por lo tanto, ya que cada uno es
subconjunto del otro, se concluye que L* = {0,1}*.

2.3.3 Representacion de Lenguajes

Un problema central en la teoria de la computacién es la representacién de lenguajes empleando especifica-
ciones finitas. Naturalmente, cualquier lenguaje finito es representable por la enumeracién explicita de todas
y cada una de las palabras en el lenguaje. El problema de la representacion finita se hace interesante sélo en
la medida que se consideran lenguajes infinitos. Pero, ;jqué es una especificacién finita de un lenguaje? jqué
caracteristicas debe cumplir para ser aceptable como tal? Lo primero que se puede decir es que debe, a su
vez, ser una palabra, es decir, una secuencia finita de simbolos tomados de algtin alfabeto. En segundo lugar,
interesa que sean tales que lenguajes diferentes tengan representaciones diferentes, de otra forma dificilmente
se les podria llamar representacién del lenguaje.

El problema es que estos dos requisitos ya implican que las posibles especificaciones finitas estan seria-
mente limitadas. El conjunto X* de palabras sobre un alfabeto X es infinito contable, por lo que el nimero
de posibles representaciones de lenguajes es, a su vez, infinito contable. Pero, por otro lado, el conjunto
de todos los posibles lenguajes sobre un alfabeto ¥ —esto es, 2> — es incontable, puesto que 2V y, por lo
tanto, el conjunto potencia de cualquier conjunto infinito contable, es incontable. Al tener s6lo un nimero
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contable de representaciones y un nimero incontable de cosas por representar, no debe extranar que no sea
posible representar en forma finita a todos los lenguajes. En realidad, a lo méds que se puede aspirar es a
encontrar una representacion finita, de algtin tipo, para al menos algunos de los lenguajes mas interesantes.

Este es el primer resultado importante de la teoria de computacion que se ha obtenido en estos apuntes:
No importando cuin poderosos puedan ser los métodos para describir lenguajes, sélo un ntimero contable
de lenguajes puede ser representado usando especificaciones finitas. Como hay un ntimero incontable de
lenguajes, un numero también incontable de ellos quedara irremediablemente fuera de cualquier esquema de
representacién finita. No es posible hablar de todos los lenguajes que existen, simplemente no hay suficientes
nombres para referirse a cada uno de ellos.

En el resto de estos apuntes se estudiaran diversas formas para describir y representar lenguajes, cada
una mas poderosa que la anterior, en el sentido de que es capaz de describir lenguajes indescriptibles por
la forma previa. Esta jerarquia de esquemas no contradice el hecho que todas ellas son inevitablemente
limitadas en los lenguajes que pueden representar. Al final de los apuntes, se veran formas de exhibir
lenguajes particulares que no pueden ser representados por ninguno de los métodos que se estudiaran. Se
sabe que el mundo de los lenguajes esta plagado por un vasto ntimero de estos lenguajes, sin embargo puede
ser muy dificil encontrar uno en particular y demostrarlo como tal. La técnica de diagonalizacion sera muy
util para estos efectos.

2.4 Autématas

Un autémata finito es un modelo matematico de un sistema con entrada y salida discretas. FEl sistema
puede estar en cualquiera de un conjunto finito de configuraciones internas o estados. FEl estado de un
sistema resume la informacién de las entradas pasadas, pero sélo en lo que es necesario para determinar el
comportamiento del sistema en las entradas por venir.

Ejemplos de sistemas de estado finito son el mecanismo de control de un ascensor, la unidad de control
de un computador, ciertos editores de texto y los analizadores léxicos de los compiladores.

Los analizadores 1éxicos procesan los simbolos que componen un programa de computador para ubicar
los que corresponden a identificadores, nimeros, palabras reservadas, etc. En este proceso sélo es necesario
recordar una cantidad finita de informacién, como por ejemplo qué tan largo ha sido el prefijo de una palabra
reservada que ya se ha visto.

El computador mismo puede ser visto como una maquina de estado finito. Tedricamente, el estado de
la CPU, memoria y almacenamiento secundario es, en cada instante, uno de un conjunto muy grande, pero
finito, de estados posibles; provisto, por supuesto, que hay un numero fijo de discos, cintas, etc., y que la
memoria no puede agrandarse indefinidamente. Sin embargo, este modelo no resulta muy 1til pues impone
un limite artificial en la capacidad de memoria y, por lo tanto, impide notar la esencia de lo que es una
computacion.

Antes de estudiar méas formalmente los sistemas de estado finito, se presentard un ejemplo de ellos.

Ejemplo 31 Un hombre, un lobo, una cabra y un repollo estan en la orilla izquierda de un rio. Existe un
bote con capacidad para transportar al hombre y sé6lo una de las otras tres cosas. El hombre quiere cruzar
a la otra orilla con todos y es capaz de acarrear a cualquiera de ellos en el bote. Sin embargo, si el hombre
deja al lobo y a la cabra juntos en una orilla, el lobo comerd a la cabra. Algo similar sucede si la cabra y el
repollo quedan en una orilla sin la presencia del hombre. El problema es saber si es posible y cémo puede el
hombre pasar a todos a la otra orilla.

El problema se modela observando que la informacién que interesa son los ocupantes en cada orilla,
después de cada cruce del hombre en bote. Hay 16 subconjuntos del hombre (H), lobo (L), cabra (C) y
repollo (R). Un estado corresponde al subconjunto que estd en la orilla izquierda (en la derecha esté el
complemento).

Los nombres de los estados corresponden entonces a pares como LR-HC, en que los simbolos a la
izquierda del guién forman el subconjunto que esta en la orilla izquierda del rio. Algunos de los estados,
como CR-HL, son fatales y el sistema nunca debe llegar a ellos.
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Las entradas al sistema son las acciones que el hombre toma. Puede cruzar solo (h), con el lobo (), con
la cabra (c) o con el repollo (r). La configuracién inicial es el estado HLCR—{() y el estado final deseado es
(—HLCR. El diagrama de transicién de este sistema se muestra en la Figura 2.1.

HLCR-®

Figure 2.1: Diagrama de transicién para el sistema H L C R

Hay dos soluciones igualmente cortas al problema, segiin puede verse al buscar caminos entre el estado
inicial y final (representado con linea doble). En realidad hay una infinidad de soluciones distintas al
problema, pero s6lo dos no emplean ciclos inttiles. Este sistema de estado finito puede verse como la
definicién de un lenguaje infinito, el conjunto de todos los strings que son etiquetas de caminos entre el
estado inicial y el final. Es decir el conjunto de todas las secuencias de acciones que puede emprender el
hombre para resolver su problema.

Debe notarse que hay al menos dos caracteristicas de este sistema que lo hacen atipico. Primero, hay
s6lo un estado final, cuando en general puede haber varios. Segundo, sucede que, para cada transiciéon hay
una transicién invertida en el mismo simbolo, lo que no es necesario que suceda en general.

También es conveniente notar que el término “estado final”, aunque tradicional, no implica una detencién
del proceso. El sistema puede seguir haciendo transiciones, por ejemplo, al estado HC-LR en el caso anterior.

a



Chapter 3

ACEPTACION Y GENERACION
DE LENGUAJES REGULARES

En este capitulo se estudiaran los lenguajes regulares, sus dispositivos de aceptacion y de generacién.

3.1 Autédmatas Finitos Deterministicos

Un autdmata finito (AF) consta de un conjunto finito de estados y un conjunto de transiciones de estado a
estado, que ocurren en simbolos tomados de un alfabeto X. Por cada simbolo hay exactamente una transicién
desde cada estado. Un estado, usualmente denominado qq, es el estado inicial en el que el autémata comienza;
algunos estados se designan como estados finales o de aceptacion.

Un grafo dirigido, llamado diagrama de transicion, es asociado con un AF como se indica a continuacion.
Los vértices del grafo corresponden a los estados del AF. Si hay una transicién del estado ¢ al estado p en
simbolo a, entonces hay un arco con etiqueta a, desde el estado ¢ al estado p en el diagrama de transicion.
El AF acepta un string x si y sélo si la secuencia de transiciones que corresponden a los simbolos de z, llevan
desde el estado inicial a uno de los estados de aceptacion.

0
, S
1 I 1 1
q ds
0

Figure 3.1: Autémata que acepta los strings binarios con nimero par de 0’s y nimero par de 1’s

Ejemplo 32 En la Figura 3.1 el estado inicial gg estd indicado por la flecha. Hay sélo un estado final,
también qp en este caso, indicado por el circulo doble. Este autémata acepta todos los strings binarios en
que hay un niimero par de 0’s y un ntimero par de 1’s.

35
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Formalmente, un autémata finito deterministico es una quintupla:

(Qa E7 6) q0, F)

en que @ es un conjunto finito de estados, 3 es un alfabeto de entrada, gy € Q es el estado inicial, FF C Q es
el conjunto de estados finales y § es la funcidn de transicion que va de Q@ x X a Q. Esto es, d(q,a) € @ para
todogeQyac.

Como se aprecia en la Figura 3.2, un autémata finito se visualiza como un control finito, que estd en
alguno de los estados de ), leyendo una secuencia de simbolos de X escritos sobre una cinta.

110/0}1]1(1]0]0

\
ON
Control

Finito

Figure 3.2: Representacién de un autémata finito

En una movida, el AF en estado ¢ y viendo el simbolo a, entra al estado §(g, a) y mueve su cabeza lectora
un simbolo hacia la derecha sobre la cinta. Si §(g,a) es un estado de aceptacién, el AF habria aceptado el
prefijo del string escrito en la cinta, a la izquierda del simbolo sobre el cual recién llegé la cabeza lectora,
sin incluirlo. Si la cabeza lectora se ha salido del final de la cinta (por la derecha), entonces acepta el
string completo. Nétese que mientras se mueve sobre el string, el AF puede aceptar (o no) muchos prefijos
diferentes.

Para describir formalmente el comportamiento de un AF en un string, es necesario extender la funcién
de transicién J, de forma tal que actie sobre un string y un estado, en lugar de un estado y un simbolo. Es
decir, se quiere una funcién 5 Q X ¥* — Q. La intencion es que 5(q, w) sea el estado en que el AF estaria
leyendo w a partir del estado ¢q. Dicho de otra forma, S(q, w) es el estado p (nico) tal que hay un camino
de g a p en el diagrama de transicién y en que las etiquetas de sus arcos forman w.

Formalmente:

° d(g,e) =g
e Para todo string w € £* y sfmbolo a € &, §(5(q, w), a)

La primera parte de esta definicién asegura que el AF no puede cambiar de estado sin leer simbolos. La
segunda, indica como encontrar el estado en que quedaréd después de leer un string no vacio wa.

Dado que (§(q7 a) = 6(5(q, €),a) = d(g,a), no hay diferencia entre 0 y § para aquellos argumentos en que
ambas estan definidas. Por lo tanto, por conveniencia, se usard ¢ en lugar de ) , siempre.

En general, se tratard de usar los mismos simbolos para significar las mismas cosas a través de todo el
material para autématas finitos. En particular se usaran los siguientes:

e () es un conjunto de estados. Los simbolos p y ¢, con o sin subindice serdn estados. El estado inicial
sera qo.

e 3 es un alfabeto de simbolos de entrada. Los simbolos a y b, con o sin subindice, y los digitos, seran
simbolos de entrada.

e ¢ es la funcién de transicién de un AF.
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e F es el conjunto de estados finales de un AF.

e w,x, Yy z, con o sin subindice, seran strings de simbolos de entrada.

Se dice que un string = es aceptado por un autémata finito M = (Q, X, d, qo, F) si y sélo si
d(qgo,x) € F

El lenguaje aceptado por M, llamado L(M), es el conjunto
{z/d(qo,x) € F'}

Un lenguaje es un conjunto reqular o, simplemente, es reqular si es el conjunto aceptado por algiin AF.

Debe notarse que al hablar del conjunto aceptado por un autémata finito, se esté refiriendo especifica-
mente al conjunto L(M) y no a cualquier conjunto de strings aceptados por M que, en general, serd sélo un
subconjunto.

Ejemplo 33 Considere el autémata finito descrito por el diagrama de transicién del ejemplo anterior (véase
Figura 3.1). Su descripcién formal es M = (Q, X, 6, qo, F'), en que

Q={q, 0,09}

> ={0,1}

do = qo

F={q}

y ¢ es la funcién descrita por la siguiente tabla de transicion:
Q\Z |0 1

do q1 Q2
a1 q g3
a2 a3 qo
a3 q2 Q1

Suponga que el input a M es el string binario 110101, entonces
(g0, 11) = 6(0(qo0,1),1) = 6(g2, 1) = qo

es decir, el prefijo 11 del input pertenece a L(M), la ampolleta del autémata se enciende al procesarlo; sin
embargo interesa el string completo y asi,

6(go, 110) = 8(6(qo, 11),0) = 6(q0,0) = @1

(qo, 1101) = 6(0(qo, 110),1) = 6(q1,1) = g3

(g0, 11010) = §(6(go, 1101),0) = 6(g3,0) = g2

§(qo, 110101) = §(8(qo, 11010),1) = 8(ga, 1) = qo € F

es decir, la secuencia de estados es:
1 1 0 1 0 1

q0 qz qo0 q1 q3 q2 q0
y el string 110101 € L(M).

d

Ejemplo 34 Un autémata finito que acepte todos los strings sobre ¥ = {a,b}, que tengan un ndimero par
de b’s. (Ver Figura 3.3)
Formalmente el autémata es M = (Q, X, §, qo, F'), en que
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Figure 3.3: Autémata finito que acepta los strings con nimero par de b’s

Q:{Pvl}

¥ ={a,b}

q =F

F={P}

y la funcién §:
Q\Z |a b
P P I
1 I P

El autémata pasa de P a I y de I a P al leer una b; los simbolos a son esencialmente ignorados al
permanecer en el mismo estado. Es decir, M cuenta las b’s en médulo 2 y como P es el estado inicial y tnico
estado final, M acepta los strings que tienen un nimero par de b’s.

d

Ejemplo 35 Un autémata finito (ver Figura 3.4) que acepta el lenguaje

L(M) ={w/w € {a,b}* y w no tiene tres b’s consecutivas }

@a, b

Figure 3.4: Autémata finito que acepta strings que no tienen tres b’s consecutivas

formalmente, M = (Q, X%, 6, qo, F'), en que

Q=1{0,1,2,3}
¥ ={a,b}

q0 =0
F={0,1,2}

y la funcién 9:

Q\%

w o o ol
W W N =
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3.2 Autédmatas Finitos No Deterministicos

En esta seccién se introduce el concepto de no-determinismo en un autémata finito. Como se verd mas
adelante, cualquier conjunto aceptado por un autémata finito no deterministico es aceptado por un autémata
finito deterministico. Sin embargo, la no-determinacién es un concepto 1til para probar teoremas y simplificar
la descripcion de los autématas. Mas ain, el concepto de indeterminacion es central en la teoria de lenguajes
y computacién y es ttil entenderlo en un contexto simple como el de estos autématas. Después se veran
autématas con versiones deterministicas y no-deterministicas que, se sabe, no son equivalentes o en que la
equivalencia esta todavia no resuelta.

Considere una modificaciéon del modelo de autématas finitos que permita cero, una o més transiciones
desde un estado en un mismo simbolo del alfabeto. Este modelo es llamado un autdmata finito no deter-
ministico (AFND). Un diagrama de transicién para un AFND se muestra a continuacion.

0
—{(x)
1
0
e
1

Figure 3.5: Diagrama de transicién para un AFND

Ejemplo 36 Considérese el autémata de la Figura 3.5. En él hay dos arcos con etiqueta 0 que salen desde
qo, uno vuelve a gy y el otro va al estado g¢s.

Un string de simbolos ajas...a, es aceptada por un autémata finito no deterministico si existe una
secuencia de transiciones, correspondientes al string, que lleve desde el estado inicial a algun estado final.
Por ejemplo, 01001 es aceptado por el AFND de la Figura 3.5, porque hay una secuencia de transiciones,
a través de qo, qo, o, g3, q4, G4, cuyas etiquetas son 01001, que van del estado inicial ¢¢ al estado final g4.
Nétese que, el que haya una secuencia (por ejemplo qo, qo, o, Go, 90, ¢1) que no conduce a un estado final
no importa; es decir, el no determinismo no molesta, basta que haya una secuencia para que el string sea
aceptado. El AFND del ejemplo acepta todos los strings binarios que tienen dos 1’s é dos 0’s consecutivos.

a

El autémata finito de la Seccién 3.1, es un caso especial del AFND, en que todos los estados tienen una
transicién tnica en cada simbolo. Es decir, en un AFD, por cada string w y estado ¢, hay exactamente un
camino con etiqueta w que comienza en q. Para saber si el AFD acepta w, es suficiente revisar ese camino.
Para un AFND, en cambio, puede haber muchos caminos posibles y todos deben revisarse, en general, para
saber si al menos uno conduce a un estado final.



40 CHAPTER 3. ACEPTACION Y GENERACION DE LENGUAJES REGULARES

Un AFND también puede ser visto como un control finito que lee una cinta. Sin embargo, en este caso, el
control finito puede estar, a cada instante, en cualquiera de un grupo de estados. Cuando es posible escoger
el proximo estado, se puede imaginar que se producen copias del autémata. Por cada préximo estado posible,
hay una copia del autémata cuyo control finito esta en ese estado. La Figura 3.6 muestra este proceso para
el AFND del Ejemplo 36, cuando lee el string 01001.

q0 q0 qO q() qO qO
N Na e N N

Na(y)

Figure 3.6: Secuencia de pasos al procesar el string 01001

Formalmente, un autémata finito no deterministico es
una quintupla:

(Qa 27 57 q0, F)

en que @, X, qo y F tienen el mismo significado que para el autémata finito deterministico, pero d es una
funcién que va de Q x ¥ a 29, es decir:

§:Qxx—29

La idea es que (g, a) es el conjunto de todos los estados a los que hay una transicién desde g con etiqueta
a. Recuerde que 29 es el conjunto potencia de @, el conjunto de todos los subconjuntos de Q.

Ejemplo 37 La funcién de transiciéon para el AFND de la Figura 3.5 estd dada por:

Q\X 0 1
qo0 {(Jo, q3} {(Jo, q}
q 0 {a2}

qz {CI2} {CI2}
qs {qa} )
qa {Q4} {Q4}

Nuevamente es posible extender la funcién de transicién § a la funcién
§:QxxF—29
para reflejar el comportamiento de un AFND en un string;:
o 3(g,2) = {q}
e (¢, wa) = {p/ para algtin estado r € §(q, w), p € d(r,a)}

La primera condicién impide cambios sin procesar simbolos. La segunda, indica que comenzando en
estado ¢ y leyendo el string w, seguido del simbolo a, es posible estar en un estado p, si y sélo si r es uno de
los estados en que se puede estar luego de leer w, y desde r es posible ir a p leyendo a.

Noétese que d(q,a) = 6(q,a), paratodo a € ¥y g € Q. Por lo tanto, nuevamente se usard 0 en lugar de 5.
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También es 1til extender § a argumentos en 2¢ x ¥* a través de

§(Pw) = | J é(q,w)

qeP

VP € Q, w € ¥* es decir, es el conjunto de todos los estados a los que se puede llegar, partiendo de algin
estado en P, al leer el string w.
El lenguaje aceptado por un AFND, M = (Q, X, d, qo, F'), es el conjunto:

L(M) = {x/F 1 6(qo, ) # 0}

Ejemplo 38 Para el AFND de la Figura 3.5 considere el string 01001.

6(q0,0) = {qo,q3}
5((]0701) = 5(6((]0)0)7 1) = 6({Q07Q3}3 1)
= 5(q071) Ué(q37]—) = {CIO7Q1}
similarmente,

5((]0) 010) = {QOa Q3}
8(q0,0100) = {qo,q3,q4}

y, finalmente,

5(q07 01001) = {q07 q1, Q4}

Noétese que

F N 6(go,01001) = {gs} # 0

Ejemplo 39 Un autémata finito no deterministico, M (ver Figura 3.7), que acepte el lenguaje:

L(M) ={w/w € {a,b}* y w tiene tres b’s consecutivas }

Qa,b a, b
Dy BRI 6y S €y

N N

Figure 3.7: Autémata finito que acepta strings con tres b’s consecutivas

Formalmente, M = (Q, %, 0, qo, F'), en que

Q:{OaLQaS}
¥ ={a,b}
g =0

F = {3}
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y la funcién de transicion 6:
Q\X | a b
0 {0} {01}
1 0 {2}
2 0 {3}
313 {3}

d

Dos autématas finitos M7 y My se dicen equivalentes siy sélo si ellos aceptan el mismo lenguaje, es decir,
si y sélo si

L(My) = L(M>)
no importa qué método usen para reconocer el lenguaje, son equivalentes si aceptan el mismo lenguaje.

Ejemplo 40 El AFD de la Figura 3.8 es equivalente al AFND del Ejemplo 39.

Figure 3.8: AFD que acepta strings con tres b’s consecutivas

a

Como todo AFD es un AFND, es claro que la clase de lenguajes aceptados por los AFND incluye a
los lenguajes regulares (aceptados por los AFD). Pero hay mds, sucede que estos son los tnicos lenguajes
aceptados por los AFND. La prueba se basa en mostrar que los AFD pueden simular a los AFND; ésto es,
por cada AFND es posible construir un AFD equivalente.

La forma de simular un AFND con un AFD es permitir que los estados del AFD correspondan a conjuntos
de estados del AFND, de manera que el AFD pueda almacenar en su control finito todos aquellos estados
en que el AFND podria estar, habiendo leido el mismo prefijo del input. La construccién formal se incluye
en la demostracién del siguiente teorema:

Teorema 1 Sea L un lenguaje aceptado por un autdmata finito no deterministico. Fxiste un autémata finito
deterministico que acepta L.

Demostracién : Sea M = (Q, %, 6, qo, F) el AFND que acepta L. Defina un autémata finito determinfstico
M =(Q',X%,0,q, F') como sigue: Los estados de M’ son todos los subconjuntos del conjunto de estados
de M, es decir, Q' = 29. M’ tendra en sus estados la informacién de todos los estados en que M podria
estar. I es el conjunto de todos los estados en Q" que contienen al menos un estado final de M. Un estado
en @' se denotard por [q1,q2,...,q] en que {q1,q2,...,¢} € Q. Nétese que [¢1, ¢, ..., q;] es un solo estado
del AFD M’ sélo que su nombre es compuesto. También se tiene que qo’ = [go]. Y se define

5/([(]17%;- 7%] 7a) = [plap?a' 7pj]
si y sélo si

5([Q17Q2)' .. an] ,CL) = {p17p27" apj}
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Es decir, §’ aplicado a un estado [g1, 2, . ..,¢] de Q’, se calcula aplicando ¢ a cada estado de Q repre-
sentado por el estado [p1, p2,...,p;] en @', el que es el valor de esta aplicacién de la funcién.
Es facil mostrar, por induccién en la longitud del string =, que

51((]0/755) = [q17 qz, ..., (]z]
siy sélo si
5(q07 IE) = {Qh q2,. .-, (]z}
Base (|z| = 0): Entonces x = ¢ y se tiene
(g0’ ) = 6'(q0’,€) = a0’ = [g0]

Induccién: Asuma que la hipdtesis se cumple para strings de largo n y considere xa, un string de largo
n+1, con |z| =n, x € ¥* y a € X. Entonces:

d"(qo", wa) = 6'(6'(qo’, z), a)
pero por la hipotesis

8 (qo"s ) = [p1,p2; - - -, pj]
siy sélo si

5(CIO,$) = {p1,p2,~-~7pj}
pero por la definicién de ¢,

8 (p1,p2,---,pj),a) = [r1,72, .., 7%
siy sélo si

0([p1,p2,---»pj].a) ={ri,re, ..., 1k}
Por lo tanto,

8 (qo’,wa) = [r1,r2, ...,k
si y sélo si

0(go,za) = {ri,ra, ..., 7k}

como se queria demostrar. Sélo falta agregar que 6’(qo’, x) € F’ exactamente cuando §(qg, z) contiene
un estado de @@ que estd en F'. Por lo tanto

L(M) = L(M')
O

Ejemplo 41 Considere el AFND que reconoce los strings que tienen tres b’s consecutivas, visto en el ejemplo
anterior. Se construird un AFD, a partir de él, usando el método implicito en el teorema 1. (Ver Figura 3.9)
Es conveniente comenzar con [go] v agregar estados sélo a medida que aparecen como transiciones desde
otros ya incluidos, porque la mayoria de los estados (en general) no son accesibles desde [go] y, por lo tanto,
son inutiles.
Nétese que el AFD anterior acepta el mismo lenguaje que el AFND del cual se partié y también que otro
AFD visto anteriormente para el mismo lenguaje. Todos ellos son equivalentes.
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Figure 3.9: AFD que acepta strings con tres b’s consecutivas

3.3 Autédmatas Finitos con Transiciones en Vacio

En esta seccién se extendera el modelo de los autématas finitos no deterministicos, para introducir una nueva
clase de indeterminacién: se permitird que el autémata tenga transiciones en el string vacio, es decir, sin
leer su input. Este modelo es llamado un Autdmata Finito (no deterministico) con transiciones en vacio
(AFND-¢). El siguiente es un diagrama de transicién para un AFND-e que acepta el lenguaje consistente
en los strings con cualquier nimero (cero incluido) de 0’s, seguidos de cualquier nimero de 1’s, seguidos de
cualquier nimero de 2’s.

Figure 3.10: AFND-¢ que acepta strings de la forma 0...01...12...2

Como siempre, un AFND-¢ acepta un string w, si y s6lo si hay un camino con etiqueta w desde el estado
inicial a alguno de los estados finales. Por supuesto que los arcos con etiqueta € pueden aparecer en ese
camino, ain cuando las € no se ven en el string w.

Ejemplo 42 En el AFND-¢ representado por el diagrama de transicién de la Figura 3.10, hay un camino
con etiqueta 002, que va de qp a qo:

9090904919292

los arcos tienen etiquetas 0, 0, €, &, 2, respectivamente. Por lo tanto, el string 002 es aceptado por ese
autéomata.

Formalmente, un autémata finito no deterministico con transiciones en vacio es una quintupla:
(Q,%,0,q0, F)
con Q, %, qo y F como en el caso de los AFND y la funcién de transicién 6§ va de Q x (XU {e}) a 29, es decir,
§:Qx (Bu{e}) —29

La idea es que (g, a) contiene a todos los estados a los cuales hay una transicién con etiqueta a desde ¢, ya
sea que a es un simbolo del alfabeto o €.
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Ejemplo 43 La funcién de transicién para el AFND-¢ anterior estd dada por
Q\™E | 0 1 2 €

q0 {QO} 0 0 {(h}
Q 0 A{a} 0 {g}
g2 0 0 {g2} 0

Nuevamente es conveniente extender la funcién de transicién a una nueva funcién
§:QxxF—29
de tal forma que B (¢, w) contenga todos los estados a los que se puede llegar desde ¢ por caminos con etiqueta
wj sin descartar la posible inclusion entre éstos de arcos con etiqueta e.
Para definir §, es importante calcular el conjunto de todos los estados alcanzables desde algtin estado g,
sin consumir input, sélo por transiciones en vacio. Esto es equivalente a encontrar el conjunto de vértices
alcanzables desde un vértice dado en un grafo dirigido; el vértice es el estado ¢ y el grafo dirigido es el

diagrama de transiciéon con todos y sélo los arcos que tienen etiqueta e, hacia ellos desde ¢ se le denotard
por clausura-¢(q), la clausura vacia de q.

Ejemplo 44 En el AFND-¢ anterior, se tiene:
clausura — e(qo) = {qo, 1,92}
clausura — e(q1) = {q1,q2}

clausura — e(q2) = {q2}

Es natural extender la clausura vacia a un conjunto de estados como sigue:

clausura — e(P) = U clausura — £(q) VP CQ
qeP

Ahora es posible definir la funcién de transiciéon extendida a strings, ¢:
e §(¢,e) = clausura — (q)

e Paratodow e ¥*,aeXyqeQ

0(q, wa) = clausura — e(P),
en que:
P ={p/3reb(gw)ypedra)}

Nuevamente es conveniente extender § y Sa conjuntos de estados, a través de:
®i(Pa)=U,pdlg,a) VPCQyaeXuU{e}

og(P,w):qupg(q,w) VPCQyweX*

Nétese que a diferencia de los casos anteriores, 4(¢,a) no es necesariamente igual a 8(¢,a), ya que el
primero incluye los estados alcanzables desde ¢ por caminos con etiqueta a (incluyendo posiblemente arcos
con etiqueta ¢), mientras que el segundo incluye sélo aquellos estados alcanzables desde ¢ por un arco con
etiqueta a. Similarmente, S(q, ¢) es distinto de d(g,¢). Por lo tanto, si se estd hablando de un AFND- ¢ es
necesario distinguir entre 8 y 4.

El lenguaje aceptado por un AFND-¢, M = (Q, X, 6, qo, F') es el conjunto

L(M) = {z/F Nd(qo,z) # 0}
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Ejemplo 45 Para el AFND-¢ anterior considere el string 01.
o(qo,€) = clausura —e(qo) = {qo, q1, 2}

(5(5(q0.€),0))

clausura — e(6({qo, q1,92},0))

clausura—eg ({90},0) U0({q1},0) Ud({g2},0))
(
(

5(q0,0) = clausura — (0
0
0
clausura — e({qgo} U U D)
{
q0

clausura —e({qo})

)

clausura — ¢

= {QOaCIl7Q2}
luAego7 R
0(q0,01) = clausura —e(6(6(qo,0),1))
= clausura —(6({qo0,91,42},1))
1)

= cdausura —e(q

= {q, ¢}
es decir, el AFND-¢ acepta el string 01 ya que

(g0, 01) N F = {q1,q2} N {q2} = {qo} # 0

a

Como todo AFND es un AFND-¢, es claro que la clase de lenguajes aceptados por los AFND-¢ incluye
a los lenguajes aceptados por los AFND, los lenguajes regulares. Pero hay més, sucede que éstos son los
Unicos lenguajes aceptados por los AFND-¢. La prueba se basa en mostrar que los AFND pueden simular
los AFND-¢; esto es: por cada AFND-¢ | es posible construir un AFND equivalente.

Teorema 2 Sea L un lenguaje aceptado por un autémata finito no deterministico con transiciones en vacio.
Exzxiste un automata finito no deterministico que acepta L.

Demostracién : Sea M = (Q,X, 4, qo, F') el AFND-¢ que acepta L. Se define un autémata finito no deter-
ministico M’ = (Q, %, ', qo, F') en que:

P FuU{q} ssiclausura—e(qo) contiene un estado de F (¢ € L)
S\ F en otro caso

y 0'(g,a) es 6 para todo g € Q y a € 2.

Nétese que M’ no tiene transiciones en vacio y se puede entonces usar ¢’ en lugar de 5.

Se quiere probar, por induccién en |z], que & (go, ) = 6(qo,¢) = clausura — £(qo). Sin embargo, esto
puede no ser cierto para = ¢, ya que §'(qo,e) = {qo}, mientras que §(qo,e) = clausura — (qp). Por lo
tanto la induccién empieza con |z| = 1.

Base (Jz| = 1): Entonces z es un simbolo a € ¥ y por la definicién de ¢,

5/((]07 CL) = 5(Q07 CL)
Induccién: Sea x = wa para un simbolo a € ¥, entonces (con |w| > 1).

¢’ (qo, wa) = &"(8' (g0, w), @)

pero, por la hipétesis de induccion

5/(%710) = 3((10710)
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basta mostrar entonces que
8'(5(a0, w), a) = 8(go, wa)

pero

§'(6(qo, w),a) = Qqeg(qoyw) §'(g,a) = qus(qoyw)d(%a)
= 5(3la0su)ra)
o

como se querfa. Para completar la prueba, se mostrard que §’(qo,x) contiene un estado de F' si y
sélo si 5(q0,x) contiene un estado de F. Si x = ¢ ésto es cierto por la definicién de F’; es decir,
8 (g0,€) = {qo} ¥ qo € F' cuando 6(qo,e) € F. Si z # ¢ entonces = = wa para algin a € . Si 6(qo, x)
contiene un estado de F, con toda seguridad d’(qo, ) contiene el mismo estado en F’. Si §'(qo,x)
contiene un estado en F’ que no sea qo, 6(qgo, ) lo contiene en F. Si §(qo,x) contiene a qo y qo & F,
entonces como 0(qo, ) es igual a la clausura — e(8(6(qo, w), a)), los estados en clausura — (qo) y en
F deben estar en 6(qo, ).

d

Ejemplo 46 Considere el AFND-¢ cuyo diagrama de transicién se muestra en la Figura 3.10. Se construird
un AFND usando el método implicito en la demostracién del teorema anterior, a partir de él.

clausura — e(qo) = {qo, 1,92}

incluye a g3 € F, por lo tanto
F' = FU{q} = {q0. ¢2}
0(q,a) = &'(g, )

Q\ 2 | 0 1 2
qo {eo. 01,02} {ar, 2} {2}
q1 0 {Qh QQ} {QQ}
q2 0 0 {a2}

y el diagrama del AFND resultante queda:

1 2

0,1,2

Figure 3.11: AFND obtenido, equivalente al AFND-¢

3.4 Teorema de Myhill-Nerode.

Con cualquier lenguaje L es posible asociar una relacién de equivalencia R definida por
XRLrY si y s6lo si (XZeLssiYZel) VZ € ¥F
En el peor caso, cada string estd en una clase de equivalencia por si solo, pero es posible que haya menos

clases de equivalencia. En particular, el indice (ntimero de clases de equivalencia) es siempre finito si L es
un lenguaje regular.
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Ejemplo 47 Considere el conjunto L compuesto por strings de paréntesis correctamente balanceados, en-
tonces

d

Ejemplo 48 Sea L el conjunto de strings binarios que tienen un nimero par de ceros y un nimero par de
unos, entonces

00 R 0101
10 Ry 1011
0 Ry 11

d

Existe también una relacién de equivalencia natural asociada con un AFD. Sea M = (Q, X, 9, g9, F') un
AFD. La relacién Ry, se define por

TxRyy siy sélo si 0(q0,z) = 0(q0,y)

Esta relacién divide al conjunto ¥* en clases de equivalencia, una por cada estado que es alcanzable desde
go. Ademds se cumple que

TRy = xzRypyz Vze ¥*
ya que 5((]07 {EZ) = 6(5((]07 IE), Z) = 5(5((]07 y)7 Z) = 5((]07 yZ)

Ejemplo 49 Sea L el conjunto de strings binarios que tienen un nimero par de ceros y un numero par de
unos, que es aceptado por

0
;
0
1 1 1 1
0
II
0

Figure 3.12: AFD que acepta strings binarios con nimero par de ceros y unos

Las clases de equivalencia para Rj; son
PP = {x/6(q,x)} = PP

1P = {u/8(go,a)} = IP
11 = {x/6(q,x)} =1II
PI = {x/6(qo,x)} =PI

Una relacién de equivalencia R, tal que se cumple
TRy = zzRyz Vz

es llamada invariante por la derecha (con respecto a la concatenacién). Asi, todo autémata finito induce
una equivalencia invariante por la derecha, la relacion Rj; definida anteriormente, en el conjunto de sus
strings de entrada.
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Teorema 3 Las siguientes tres aserciones son equivalentes:

1. El conjunto L C X* es aceptado por un AF.

2. L es la union de algunas de las clases de equivalencia de una relacion de equivalencia invariante por
la derecha, de indice finito.

3. Sea Ry una relacion de equivalencia definida por xRpy ssi para todo z € ¥*, xz € L precisamente
cuando yz € L. Entonces Ry, tiene indice finito.

Demostracién : Se probard que 1 = 2, 2 = 3 y 3 = 1, demostrando la equivalencia de las tres aserciones.

(1 =2) Asuma que L es aceptado por un AFD, M = (Q,X,d,qo, F). Sea Ry la relacién de equivalencia
xRy siy sélo si 0(qo, ) = d(go,y). Ras es invariante por la derecha ya que para todo z, si 6(qo,z) =
0(qo,y) entonces 0(qo, zz) = d(qo,yz). El indice de Rjs es finito ya que es, a lo sumo, el nimero de
estados en ). Ademds L es la unién de aquellas clases de equivalencia tales que incluyen un string w
con §(qo,w) € F, esto es, las clases que corresponden a estados finales.

(2 = 3) Se muestra que cualquier relacién de equivalencia E, que satisface 2 es un refinamiento de Ry ; es de-
cir, cada clase de equivalencia de F estd enteramente contenida en alguna de las clases de equivalencias
de Ry. Por lo tanto el indice de Ry no puede ser mayor que el de E y, por lo tanto, es finito.

Asuma que xFEy; entonces, ya que E es invariante por la derecha, para cada z € ¥*, xzFyz y, por
lo tanto, yz € L si y s6lo si xz € L. Por lo tanto, zRpy y entonces la clase de equivalencia que
contiene a x en F, estd contenida en la clase de equivalencia de x en Ry. Se concluye que cada clase
de equivalencia de E estd contenida completamente por una de las clases de equivalencia de Ry .

(3 = 1) Primero se mostrard que Ry, es invariante por la derecha. Suponga que xRy y sea w un string en
>*. Se debe probar que zwRpyw; esto es, para todo z € ¥*, zwz € L precisamente cuando ywz € L.
Pero ya que xRy, se sabe por la definicion de Ry que para todo v, zv € L, precisamente cuando
yv € Ryp. En particular, sea v = wz para probar que Ry, es invariante por la derecha.

Sea @' el conjunto finito de clases de equivalencia de Ry, y sea [z] el elemento de Q' que contiene al
string x. Defina ¢'([z], a) = [za]. La definicién es consistente ya que Ry, es invariante por la derecha. Si
se hubiese elegido y en lugar de x de la clase [z], se obtendria ¢'([z] ,a) = [ya]. Pero 2Ry, por lo tanto
zz € L precisamente cuando yz € L. En particular, si z = az’, zaz’ € L precisamente cuando yaz’ € L,
es decir, zaRrya y [ra] = [ya]. Sea q) = [¢] y sea F' = {[z] /x € L}. El AF M' = (Q',%,d, ¢}, F')
acepta L ya que §'(q),x) = [z] y por lo tanto € L(M') si y sélo si [x] estd en F.

Ejemplo 50 Sea L el lenguaje 0*10*. L es aceptado por el siguiente AFD, M.
Considere la relacion Ry; definida por M. Como todos los estados son alcanzables desde el estado inicial,
R)s tiene seis clases de equivalencia:

C, = (00)* Cs = (00)*01
C, = (00)*0 C. = 0100
C. = (00)*1 C; = 0°101(0 + 1)*

El lenguaje L es la unién de C,, Cyq y Ce.
La relaciéon Ry, para el lenguaje L tiene tres clases de equivalencia; zRpy si y sélo si

e x e y no tienen 1’s, ambos.
e x e y tienen un solo 1, cada uno.

e 1 e y tienen mas de un 1, ambos.
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Figure 3.13: AFD que acepta el lenguaje 0*10*

estas clases de equivalencia pueden describirse por

c, = 0
Cy = 010"
Cs = 0°10°1(0+ 1)*

La relacion entre las clases de equivalencia de Rj; y las de Ry se describe en la Figura 3.14.

A vpartir de Ry se puede construir un AFD como sigue. Elija representantes para Cy, Co y Cs, por
ejemplo, ¢, 1 y 11. La maquina se construye de acuerdo al método implicito en la tercera parte de la
demostracion del teorema anterior.

Por ejemplo, &’([1],0) = [1] porque si w es cualquier string en [1] (es decir, en Cs), supongamos 07107,
entonces w0 = 0°107+! también pertenece a Co = 0*10*.

3.5 Minimizaciéon de Autématas Finitos.

El teorema de Myhill-Nerode tiene, entre otras consecuencias, la implicacién de que existe esencialmente un
tinico AFD con minimo ntimero de estados, por cada conjunto regular.

Teorema 4 El AFD con un minimo numero de estados que acepta un lenguaje L, es unico hasta un iso-
morfismo (renombre de los estados) y estd dado por M' de la demostracion del teorema anterior.

Demostracién : En la demostracién de dicho teorema se vio que todo AFD, M = (Q, %, 6, qo, F') que acepta
L, define una relacién de equivalencia que es un refinamiento de Ry. Por lo tanto, el nimero de estados de
M es mayor o igual al nimero de estados de M’ construido, como en la demostracién del teorema anterior,
a partir de las clases de equivalencia de Rj. Si tienen el mismo nimero de estados, cada estado de M se
puede identificar con un estado de M’. Esto es, sea ¢ un estado de M. Debe haber algiin x € ¥*, tal que
d(qo,z) = g, si no g podria ser removido de () y un autémata mds pequeno resultaria. Se identifica ¢ con
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Figure 3.14: Relacion entre clases de equivalencia Ry y Rr
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Figure 3.15: AFD con minimo nimero de estados, para el lenguaje 0*10*

el estado ¢§'(qf),x) de M'. Esta identificacién serd consistente, pues, por la prueba del teorema anterior, si
5(go, ) = 8(qo,y) = ¢, « e y estdn en la misma clase de equivalencia de Ry, y, por lo tanto, §'(¢f, ) = §' (¢}, y)-

a

Hay un método simple para encontrar el AFD, M’, con el minimo niimero de estados y equivalente a un
AFD M = (Q,%,9,q0, F') dado. Sea = la relacién de equivalencia en los estados de M tal que p = ¢ siy
solo si para todo string x € ¥*, §(p,x) € F siy sélo si §(¢g,x) € F. Obviamente, hay un isomorfismo entre
las clases de equivalencia de = que contienen un estado alcanzable desde gy para algin string y los estados
de M’. Si p = q se dice que p es equivalente a g; se dice que p es distinguible de g si existe un string = tal
que 0(p,z) € F'y §(¢g,x) ¢ F o viceversa.

Ejemplo 51 Sea M el AFD siguiente:

A continuacién se muestra una tabla con una entrada por cada par de estados distintos. Se pone una X
en la tabla cuando se descubre que un par de estados son distinguibles.

Inicialmente se pone una x en todas las entradas de la tabla que corresponden a un estado final y a uno
no final. En este caso se pone una X en (a,c), (b,c), (¢,d), (¢, e), (¢, f), (¢,9) v (¢, h).

A continuacién, para cada par de estados p y ¢, que ain no se sabe si son distinguibles, se consideran los
pares de estados r = d(p,a) y s = d(q, a), para cada simbolo a. Si r y s son distinguibles por algin string
x, entonces p y ¢ son distinguibles por az. Por lo tanto, si en la entrada (r, s) hay una X, se pone una X
en (p,q). Sila entrada (r,s) no tiene una X auin, el par (p,q) se pone en una lista asociada a (r,s). En el
futuro, si (r, s) recibe una x, cada par en su lista asociada también la recibe.
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(a,b): (0(a,1),6(b,1)) = (f,¢) = (a,b) recibe x

(a,d): (0(a,0),6(d,0)) = (b,e) = (a,d) recibe x

(a,e): (0(a,0),d(e,0)) = (b,h) = (a,e) se pone en lista (b, h)
(a,e): (0(a,1),0(e,1)) = (f,f) = Noayuda

(a,f): (0(a,0),d(f,0)) =(b,c) = (a,f) recibe x

(a,9): (0(a,0),6(9,0)) = (a,9) = (a,g) se pone en lista (b, g)
(b,g): (8(b,1),0(g,1)) = (c,;e) = (b, g) ¥ (a,g) reciben x

y asi sucesivamente, se obtiene la tabla que aparece en la Figura 3.16. De ella, se concluye que los
siguientes pares de estados son equivalentes

a=e;b=h;d=f

El autémata finito con el minimo niimero de estados se presenta en la Figura 3.17

El algoritmo para marcar los pares de estados que son distinguibles es el siguiente:

begin
(1) FOR pen F y qen Q— F DO mark (p,q);
(2) FOR cada par de estados distintos (p,q) en F X F o (Q — F) x (Q — F) DO
(3) IF para algun a¢ € ¥ (d(p, a), (g, a)) esta marcado THEN BEGIN
(4) mark (p, q)
(5) Marque recursivamente todos los pares no marcados de la lista (p, q)
y de las listas de elementos marcados
END ELSE (* ningun (6(p, a), (g, a)) esta marcado
(6) FOR todo a € ¥ DO
(7) Ponga (p, ¢) en la lista de (6(p,a),d(q,a)) a menos que §(p,a) = d(q,a)
end

Lema 1 Sea M = (Q,%,0,q0, F) un AFD. Entonces p es distinguible de q si y sélo si la entrada (p,q) estd
marcada después de aplicar el algoritmo anterior.

Demostracién :  Asuma que p es distinguible de ¢ y sea z el string més corto que los distingue. Se prueba,
por induccién en la longitud de x que la entrada (p,q) es marcada por el algoritmo. Si z = &, entonces
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Figure 3.16: Tabla auxiliar en la construccién del AFD con minimo nimero de estados

exactamente uno de p y ¢ es final y es marcado en la linea (1). Suponga que la hipdtesis es verdadera para
|z] <iconi>1ysea|r| =1 Entoncesz =ayyseant = d(p,a)y u = 3(g,a). Ahora y distingue ¢ de u
y |ly| = ¢ — 1, por induccién, el par (¢,u) serd marcado eventualmente. Si esto ocurre después que (p,q) ha
sido considerado, entonces ya sea (p, q) estd marcado al considerar (¢,u) o bien (p, ¢) estd en la lista de (¢, u)
y es marcado en la linea (5). Si (p,q) se considera después que (t,u), (p,q) es marcado al ser considerado.
En cualquiera de los dos casos (p,q) es marcado. Una induccién similar en el nimero de pares marcados
muestra que si (p, ¢) es marcado, p y ¢ son distinguibles.

a

El algoritmo mostrado es mas eficiente que el algoritmo méas obvio; empero, no es el més eficiente posible.
Si ¥ tiene £ sfmbolos y @ tiene N estados, linea (1) toma 9¥(NN?) pasos. El loop de lineas (2) a (7) se ejecuta
Y(N?) veces, a lo mas una vez por cada par de estados. El tiempo en lineas (2) a (4), (6) y (7) es 9(kN?).
El tiempo en linea (5) es la suma de los largos de las listas. Pero cada par (7, s) se pone en, a lo més, k listas
en linea (7). Por lo tanto, el tiempo ocupado en linea (5) es ¥(kN?). Es decir, el tiempo total es 9(kN?).

Teorema 5 El AFD construido por el algoritmo anterior, con estados inaccesibles removidos, es el AFD
con minimo numero de estados para ese lenguage.

Demostracién : Sean M = (Q, %, 4§, qo, F) el AFD al que se le aplica el algoritmo y M’ = (Q', %, 8, [qo] , ')
el AFD construido. Esto es,

Q' = {[q] /q es accesible qo}
F'={la]/q € F}
d'(lg] ;@) = [0(q. )]
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Figure 3.17: AFD buscado, con minimo nimero de estados

Es fécil ver que ¢’ estd definida en forma consistente, ya que si ¢ = p, entonces 6(q, a) = §(p,a). Esto es,
si 6(g,a) se distingue de d(p, a) por el string x, entonces ax distingue g de p. Es también facil mostrar que
8 ([qo] , w) = [6(go, w)] por induccién en |w|. Por lo tanto L(M) = L(M').

Se debe ahora mostrar que M’ no tiene més estados que el indice de Ry, en que L = L(M). Supéngase
que tuviera mas estados, entonces habria dos estados accesibles, ¢ y p € @, tales que [q] # [p]; pero también
hay x e y tales que 6(qo,x) = q y 6(qo,y) = p, con xRpy. Entonces debe ser p = ¢ porque si no, algin
w € ¥* distingue p de q. Pero entonces xwRpyw es falso pues si z = ¢ exactamente uno de zwz y ywz
pertenece a L. Pero Ry, es invariante por la derecha, asi que zwRpyw es verdadero. Por lo tanto, ¢ y p no
existen y M’ no tiene mas estados que el indice de Rr. Es decir, M’ es el AFD minimo para L.

3.6 Traductores de Estado Finito

Una restriccion de los autématas finitos, tal como han sido definidos en este capitulo, es que su salida de
informacién estd limitada a una sefial binaria: acepta / no acepta. En esta seccién se considerard modelos
en que la salida se escoge de algin otro alfabeto. Hay dos enfoques diferentes; la salida estd asociada con el
estado (llamado una Mdquina de Moore) o con las transiciones (llamado una Mdquina de Mealy).

Una Mdquina de Moore es una séxtupla (Q, X, A,d, A, qo), en que @, X § y go son como en los autématas
finitos deterministicos. A es el alfabeto de salida y A es una funcién de @ — A, indicando el output asociado
a cada estado.

El output de estas maquinas en repuesta a un string de entrada a1as . . .an, N > 0, es M(qo)A(q1) - .- Mgn),
en que qigz ...gn es la secuencia de estados tales que 6(g;—1,a;) = ¢;, para 1 < i < N. Nétese que toda
maquina de Moore da output A(qp) en respuesta al string e.

Un AFD puede ser visto como un caso especial de una maquina de Moore, en que el alfabeto de salida,
A, es {0,1} y un estado ¢ es de aceptacién si y sélo si A(g) = 1.

Ejemplo 52 Suponga que se desea determinar el resto en médulo 3 de cada string binario, tratado como
un entero. Observe que si i, escrito en binario, es seguido por un 0, el string tiene valor 2i; si el binario ¢ es
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seguido por un 1, su valor es 2i + 1. Ademsds, si el resto de i/3 es p, el resto de 2i/3 es 2p mod 3. Sip = 0,
16 2,2pmod 3 es 0,26 1, respectivamente.

A ={0,1,2} i) =i

Si el string de entrada es 1010, el autémata entra a los estados 0-1-2—2—1 y produce el output 01221.
Esto es, € (que se ha supuesto, vale cero), tiene residuo 0, 1 tiene residuo 1, 2 decimal (10 binario) tiene
residuo 2, 101 (5 en decimal) tiene residuo 2 y, finalmente, 1010 (10 en decimal) tiene residuo 1.

a

Una mdquina de Mealy es también una séxtupla (Q, %, A, d, A, qo), en que todo es como en las mdquinas
de Moore, excepto que A va de @ x ¥ a A. Es decir, A(g, a) es el output asociado con la transicién desde el
estado ¢ en simbolo a.

El output de estas maquinas en respuesta al string de entrada a1as . .. an es A(qo, ao)A(q1,a1) ... A(gn, an),
donde ¢1¢2 . .. gy es la secuencia de estados tales que 0(g;—1,a;) = q; (1 <i < N). Obsérvese que el string
de salida tiene longitud N, y no N + 1 como en la médquina de Moore; y que si el string de entrada es €, una
maquina de Mealy tiene salida .

Ejemplo 53 Considere el lenguaje (04 1)*(00+11) de todos los strings binarios cuyos iltimos dos simbolos
son iguales. En el proximo capitulo se verdn técnicas que permiten demostrar que 5 estados son necesarios
para un AFD que lo acepte. Sin embargo se puede definir una maquina de Mealy con 3 estados, que usa sus
estados para recordar el ultimo simbolo leido y que emite una S cuando el simbolo actual es igual al previo,
en otro caso, emite una N. La secuencia de S’s y N’s emitida corresponde a la secuencia de estados de
aceptacién y no-aceptacion en los que entraria un AFD. hay una diferencia, la maquina de Mealy no emite
antes de ver un input, mientras el AFD habria rechazado el string € con go & F.

a

Sea M una maquina de Mealy o de Moore y definimos T (w) como el output producido por M si el
string de entrada es w. Es claro que no puede haber identidad exacta entre las funciones T y T (w) si
una de M o M’ es una mdquina de Mealy (M) y la otra de Moore (M'), ya que uno de los string de salida
serd mas corto. Sin embargo, es posible despreciar la respuesta de la maquina de Moore si la entrada es €,
y decir que una mdquina de Mealy, (M), y una maquina de Moore, (M'), son equivalentes si para todos
los strings de entrada w, bTp(w) = Th (w), en que b es el output de M’ en su estado inicial. Es posible,
entonces, probar los siguientes teoremas que igualan ambos modelos:

Teorema 6 Si M; = (Q,%2, A, 4, qo) es una mdquina de Moore, hay una mdaquina de Mealy, My, equiva-
lente a M;.

Demostracién : Sea Ma = (Q, 2, A, 5, N, qo) v definase la funcién A’ como
N(g,a) = A((q,a))

para todo estado ¢ € @) y simbolo a € ¥. Entonces M; y Ms pasan por la misma secuencia de estados, en
igules inputs y, en cada transicién, My emite el output que M; asocia con el estado al que entra.
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Teorema 7 Sea M; = (Q,X,A,0,\, qo) una mdquina de Mealy. Entonces existe una mdquina de Moore,
My, equivalente a M;.

Demostracion :  Sea My = (Q x A, X, A, 0", N, [qo, bo]) en que by es un miembro arbitrario de A. Los estados
de M; son pares [g, b] que consisten en un estado de M; y un simbolo de salida. Se define

&' ([g,b] ,a) = [0(q, a), A(g, a)]

N(lg,0],a) =b

La segunda componente de un estado [¢,b] de Ms es el output de M; en alguan transicién a ¢q. Sélo las
primeras componentes de los estados de My determinan las movidas hechas por Ms.
Es simple probar, por induccién en N, que si M entra a los estados ¢q1gs . ..qn en el input ajas...any y

emite el string b1by ... by, entonces My entra a estados [qo, bo , [q1,01],-- -, [an, bn] vy emite bobibs ... by.
O
Ejemplo 54 Se construye una maquina de Moore equivalente a la de Mealy del ejemplo anterior.
Nétese que [qo, S], que pudo ser elegido como estado inicial, es inttil y puede eliminarse.
O

3.7 Expresiones Regulares

Los lenguajes aceptados por los autématas finitos son facilmente descritos por expresiones simples llamadas
expresiones requlares quienes les dan el nombre de conjuntos regulares a dichos lenguajes.

Sea ¥ un alfabeto; las expresiones regulares sobre ¥, y los conjuntos que ellas representan, se definen
como sigue:

e () es una expresién regular y denota el conjunto vacio.
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e ¢ es una expresion regular y denota el conjunto {e}
e Por cada a € ¥, a es una expresién regular y denota el conjunto {a}
e Sir y s son expresiones regulares que denotan los lenguajes R y S, respectivamente, entonces:

(r + s) es una expresion regular y denota RU S.
(rs) es una expresién regular y denota RS.

(r*) es una expresién regular y denota R*.

Al escribir expresiones regulares, se acostumbra omitir muchos de los paréntesis, asumiendo que * tiene
la precedencia mas alta, seguida por la concatenacién y, finalmente, por +.

((0(1*)+0)=01"+0

También se acostumbra utilizar la siguiente abreviacién:

rr* =t
Cuando es necesario distinguir entre una expresién regular, r, y el lenguaje denotado por r, se usa L(r)
para el lenguaje.

Ejemplo 55 Considere las siguientes expresiones regulares:
00 representa {00}
0+ 1)* representa todos los strings binarios
(0+1)*00(0+ 1)* representa todos los strings binarios
con al menos un par de 0’s consecutivos
(0+1)*011 representa todos los strings binarios que terminan en 011

a

Ejemplo 56 (1 + 10)* representa todos los strings binarios que comienzan con un 1 y no tienen dos ceros
consecutivos.

Es facil probar por induccién en i que (1 + 10)% no tiene strings con dos ceros consecutivos. M4s atin,
dado cualquier string que comienza con un 1 y que no tiene dos 0’s consecutivos, es posible dividirlo en
substrings compuestos de un 1 seguido, posiblemente, de un cero, si los hay. Por ejemplo 10110111010 se
divide como 10-1-10-1-1-10-10. Esta divisién prueba que todos estos strings estdn en (14 10)¢, con i igual
al ntimero de 1’s.

La expresién regular (0+¢)(1410)* representa a todos los strings binarios que no tienen ceros consecutivos.
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a

Ejemplo 57 La expresién regular 0*1*2* representa cualquier niimero de ceros, seguidos de cualquier ni-
mero de 1’s, seguidos de cualquier nimero de 2’s. Este es el lenguaje aceptado por el AFND-¢ cuyo diagrama
de transicién aparece al comienzo de la seccion anterior. Véase Figura 3.10

La expresién regular 00*11*22* denota aquellos strings en 0*1*2* con al menos uno de cada simbolo. Es
posible abreviarlo como 071727%, en lugar de 00*¥11*22*.

a

Se probara ahora, que los lenguajes aceptados por los autématas finitos son, precisamente, los lenguajes
descritos por las expresiones regulares. Esta equivalencia es la razén por la que dichos lenguajes son llamados
conjuntos regulares. Para ello, es necesario probar dos teoremas. El primero mostrara que por cada expresion
regular es posible construir un AFND-e que acepte el mismo lenguaje que ella describe. El segundo, que
por cada AFD es posible construir una expresién regular que describa el mismo lenguaje que él acepta.
En conjunto con los dos teoremas demostrados anteriormente, éstos mostrardn que los cuatro mecanismos
de definicién de lenguajes mostrados en este capitulo, son esencialmente equivalentes, sirven para definir la
misma clase de lenguajes: los conjuntos regulares. En la Figura 3.18 se muestran las construcciones vistas
o por ver; un arco de A a B (A — B), indica que por cada descriptor de tipo A es posible construir uno
equivalente de tipo B:

AFND

/ -

AFD AFND-¢

| Expresion Regular

~——  Se ha visto cémo construir uno equivalente

————— = Se vera como construir uno equivalente

Es un caso particular de ...

Figure 3.18: Equivalencias entre lenguajes aceptados por distintos mecanismos

Teorema 8 Sea r una expresion regular. Eziste un AFND-e que acepta el lenguaje L(r).

Demostracién :  Se muestra, por induccién en el nimero de operadores de la expresion regular r, que existe
un AFND-e, M, con un solo estado final, sin transiciones que salgan de él, tal que L(M) = L(r).

Base (Cero operadores): La expresion regular debe ser ¢, {) o a, para algin a € ¥, los autématas siguien-
tes satisfacen las condiciones en estos casos:

Induccidén: Se asume que el teorema se cumple para expresiones regulares con N o menos operadores. Sea
r una expresién regular con N + 1 operadores; hay tres casos que dependen de la forma de 7.
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ao—(ar) : i

r=¢
Figure 3.19: Expresiones regulares y sus correspondientes autématas
Caso 1: r = (r1 + r3). Tanto 71 como ro tienen N o menos operadores, por lo tanto, por la hipdtesis
de induccién, existen AFND-e, My = (Q1,%1,01,q1,{f1}) y M2 = (Q2, X2, 02, q2,{f2}) con L(r1) =

L(My) y L(re) = L(M3). Ya que los estados pueden renombrarse, se puede asumir que Q1 y @2 son
disjuntos. Sean qg y fo nuevos estados. Se construye

M = (Q1UQ2U{q, fo}, X1 UX2,6,q0,{ fo})

en que 0 queda definido por:

b 5(%,5) = {(h,qQ}
* i(q,a) = d1(q,a) Vge Qi —{fi},a e U{e}
b 5(Qﬂa):52(qaa) VqEQQ_{f2}7a€ZQU{€}

L 5(f178) = 6(f27€) = {fO}

recuérdese que por la hipdtesis de induccién no hay transiciones que salgan de f1 o fo, por lo tanto
todas las transiciones de M7 y My estdan en M. La construccién conduce al diagrama de transiciones

de la Figura 3.20.

(W) M, () )

g ®)
/
@) M, ()7

Figure 3.20: Diagrama de transicién correspondiente a la operacién + aplicada a expresiones regulares

Cualquier camino entre gg y fo debe comenzar yendo a ¢; 0 a g2 en €. Si se va a ¢1, debe seguir un
camino en M; de ¢; a f1 y luego ir a fy en . Similarmente, los caminos que comienzan yendo a gs
pueden seguir cualquier camino a fo en My y luego ir a fo en M. Por lo tanto, hay un camino con
etiqueta x en M de qg a fo, si y sélo si hay un camino con etiqueta x, de ¢; a f1 en M1, o de g2 a fs
en Mj. Por lo tanto, L(M) = L(My) U L(Ms), como se queria mostrar.

Caso 2: r = (r172). Sean M7 y My, como en el caso anterior. Se construye

M=(Q1UQ2,%X1U%2,8,q1,{f2})

con ¢ definido por:
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i 5(Qﬂa’):51(qaa) VqEQl—{fl},CLEZlU{E}
e §(f1,6) = {a2}
* i(q,a) = d2(q,a) Vg€ Qa2 — {fa},a € By U {e}

el diagrama de transicién para M es, entonces, el que se muestra en la Figura 3.21.

—@ Ml@ : @Mz

Figure 3.21: Diagrama de transicién correspondiente a la concatenacién de expresiones regulares

Cada camino de ¢; a fy en M estd etiquetado por algin string « de ¢1 a f1 (en M), seguido por un
arco de f1 a g2 en &, seguido por un camino etiquetado por un string y de g2 a fa (en Ms). Por lo
tanto,

L(M) ={zy/xz € L(M;) e y € L(M>3)}
es decir, L(M) = L(M;)L(M,), como se queria mostrar.

Caso 3: r = (r}). Sea M; como en los casos anteriores. Se construye

M = (Ql U {QO7 f0}7 217 57 q0, {f()})
en que 0 queda definido por:

® 0(qo,e) ={q1, fo}
b 5(Qﬂa’):51(qaa) VqEQl—{fl},QGE;LU{E}
e 3(f1,e) ={aq, fo}

el diagrama de transicién para M es, entonces, el que se muestra en la Figura 3.22.

l/ 3 \

|
o) - (D=(")

Figure 3.22: Diagrama de transicién correspondiente a la operacion * aplicada a expresiones regulares

Cada camino de gp a fo en M consiste, ya sea de un arco directo de qo a fo (en ¢), seguido de algin
nimero (posiblemente cero) de caminos de ¢; a f; con un arco de vuelta a ¢; en ¢, cada uno con
etiqueta que corresponde a un string en L(M;), seguido de un camino de g1 a f1 en un string de L(M7)
y, finalmente, de f; a fy en . Por lo tanto hay un camino de gg a fp con etiqueta x en M, si y sélo
six =wmxas...x, (k> 0), tal que cada z; € L(My). Es decir, L(M) = L*(M;) = L(r*), como se
queria mostrar.
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a

Ejemplo 58 Se construye un AFND-e que acepta el lenguaje descrito por la expresién regular 01* + 0. Por
las reglas de precedencia, ya se vio que la expresion regular es realmente:

r=((0(1)) +0)

es decir, es de la forma 1 4+ 79, en que r; = 01* y o = 0. El autémata para ro es simple:

(=)

La expresién regular r; puede anotarse como r3ry, en que r3 = 0 y r4 = 1*. El autémata para r3 es

también simple:
. O ‘

A su vez, r4 es v5, en que r5 = 1, cuyo autémata es

—Co— ()

Para construir el autémata para 74, se usa el caso 3 del teoerema anterior, obteniéndose:

Para r; = r3ry, se usa el caso 2:
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Finalmente, usando el caso 1, se construye el autémata para r = ry + 7o

un autémata finito deterministico con transiciones en vacio que acepta el lenguaje descrito por la expresién
regular 01* + 0

Ejemplo 59 Un AFND-¢ equivalente a la expresién regular (ab + aab)*.

a

La demostracién del teorema anterior contiene un algoritmo para convertir una expresion regular en
un autémata finito (no deterministico con transiciones en vacio), asumiendo que la expresién regular esté
totalmente parentizada.

Teorema 9 Sea L un lenguaje aceptado por un AFD. Hay una expresion reqular que lo representa.

Demostracién : Sea L un lenguaje aceptado por un AFD M = ({q1,...,qn},2,9,q1, F). Se construird una
expresion regular que describe L(M).
Sea Rfj el conjunto de todos los strings x, tales que

3(qi, ) = g

y que si 0(gi,y) = qi, para cualquier y prefijo de z (que no sea x o €), entonces I < k.

Esto es, Rfj es el conjunto de todos los strings que llevan al AFD de ¢; a ¢;, sin pasar por ningtin estado
con numero (sub-indice) mayor que k. Por pasar se entiende entrar y salir. Por lo tanto ¢, j o ambos pueden
ser mayores que k.
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Ya que no hay estados con numeracién mayor que N, Rf}] denota todos los strings que llevan al AFD de
q; & gj.
Es posible definir Rfj de la siguiente manera formal:

Rj; = Ry (Ry ') Ry P URE (V1 <k <N)
RO :{ {a/0(gi-a) = ¢} Sii A
“ {a/0(¢;,a) = q;} U{e} sii=}

Informalmente, la definicién anterior para Rfj significa que los strings que hacen que el AFD vaya de g;
a ¢j, sin pasar por un estado mayor que g, son de dos tipos:

e estdn en Rfj_l, es decir, no pasan ni siquiera por g

e estan compuestos de un string en Rfkfl, que lleva a M de ¢ a g por primera vez, seguido por cero o
més strings en R,’j,:l, que lleva a M de qx a gx sin pasar ni por gx, ni por un estado mayor, seguido
finalmente por un string en RZ;I, que lleva a M de qx a g;.

Se debe demostrar que para cada 7, j y k, existe una expresién regular Tfj, que representa al lenguaje
R;j. La prueba es por induccién en k.

Base (k =0): R?j es un conjunto finito de strings, cada uno de los cuales es € o un solo simbolo del alfabeto.
Por lo tanto, r?j puede ser escrito como a1 +ag +---+ap (0 a1 +az+---+a, +esii=j), en que
{a1,...,a,} es el conjunto de todos los simbolos a, tales que 6(g;, a) = ¢;. Si no los hay, entonces () (o

€ si i = j) sirve como 77}

Induccidén: La férmula recursiva para Rfj envuelve sdlo las operaciones : unién, concatenacién y clausura.
Por la hipdtesis, para cada [ y m existe una expresién regular r’, tal que

k—1\ _ pk—1
L(Tlm ) - le
Por lo tanto, para rfjfl se puede usar la expresién regular

k— k— k— k—
(szl)(rkk 1)*(7’@' 1) + Ty !

lo que completa la prueba por induccién.
Para terminar la demostracién del teorema, basta con observar que
N
L(M) = Uy, er Ry

dado que R{\;— denota las etiquetas de los caminos de g, el estado inicial, a ¢;. Por lo tanto, L(M) se puede
representar por la expresion regular

N N N
15 + "1y + ...+ T1j,

en que F = {Qj17Qj27"'7ij}
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Ejemplo 60 Se construird una expresion regular que describe el lenguaje aceptado por el siguiente AFD

1

0 A 0,1 )

— 3 3
Interesa r = riy + 175

7“?2 = 7“%2 + 7“%3 (7“?2;3)*7"?2;2
iy = Tig+7ia(r5e) T
o = i F i (rf)
= 0+¢(e)*0 =0
oy = 199+ 19 (rd)) = e+0e"0 = 400
r2, = 04 0(c +00)*(c + 00) = 0+0(c+00)*t = 0(00)*
7“%3 = 7“%3 + 7“%3(7“%2)*7"%3
riz = i3+ (rd) s = 14¢(e)*1 =1
ray = 795+ (rd) Yy = 1+0(e)*1 = 1401
i3 = 140(e+00)*(1+01) — 140(00)1=¢
= 1400*1 = 0*1
T3 = T3z +T3a(r5e) T3
3y = 9519 (1)) s = e+0(e)1 = ¢
i = T8+ (rf) = (04+1)+0(e)*0 = 041
33 = e+ (0+1)(e+00)*(1+01) = e+ (0+1)0*1
T3y = T3g+73(r5n) T = (0+1)+(0+1)(e+00)*(e + 00)
= 0+1+(0+1)(00)* — (0+1)(00)*
luego
3y = 0(00)* +0*1(e + (0 4 1)0*1)*(0 4 1)(00)*

= 0(00)* + 0*1((0 + 1)0*1)*(0 + 1)(00)*

similarmente,



3.8. APLICACIONES DE LOS LENGUAJES REGULARES 65

3 _ .2 2 (2 V%2
Ti3 = Ti3+715(r33) 33

= 0*1+0*1(c+ (04 1)0*1)*(e + (0 + 1)0*1)

014 0%1(c 4 (0+ 1)0*1)+

— 01+ (e + (04 1)0*1)*

= 0°1((0 + 1)0*1)*

Por lo tanto
ro= 1l i

= 0(00)* + 0*1((0 + 1)0*1)*(0 + 1)(00)* + 0*1((0 + 1)0*1)*

3.8 Aplicaciones de los Lenguajes Regulares

Hay una cantidad de problemas de diseno de software que son simplificados por la conversiéon automatica
de la notacién de expresiones regulares a una eficiente implementacién en computador del autémata finito
correspondiente.

Los tokens en un lenguaje de programacién son, casi sin excepcion, expresables como conjuntos regulares.
Por ejemplo, los identificadores de Pascal pueden expresarse como

letra (letra + digito) *
en que

letra =a+b+...+2+A+B+...+ 7

digito =0+1+2+...4+9

y los identificadores de FORTRAN, con un limite de seis simbolos y sélo mayisculas, como
letra(e + letra + digito)®

en que, ahora,
letra =A+B+...+ 7

Una cantidad de generadores de analizadores léxicos toman como datos una secuencia de expresiones
regulares, describiendo los tokens, y producen un tnico autémata finito que reconoce cualquiera de ellos.

Usualmente, las expresiones regulares son convertidas a un AFND-¢ y de ahi, directamente, a un AFD, sin
eliminar primero las transiciones en vacio. Cada estado final indica el token particular que se ha reconocido,
asi que el autémata puede, en realidad, considerarse una maquina de Moore.

La funcién de transiciéon del AFD se puede almacenar de diversas maneras para que ocupe menos espacio
que representada como un arreglo de dos dimensiones con la tabla de transicién. El analizador 1éxico
producido por el generador es un programa fijo que interpreta esas tablas codificadas, junto con la tabla
particular que representa al AFD que reconoce los tokens. (Ver Figura 3.23) Este analizador 1éxico, as{
generado, puede ser usado como un médulo de un compilador.

Algunos editores de texto y programas similares permiten la sustitucién por un string dado, de cualquier
string representado por una expresion regular, también dada.
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Expresiones
Regulares

Generador de
Analizadores Lexicos

Texto Tokens

Tabla -,

Analizador Lexico

Figure 3.23: Construccién de analizadores 1éxicos

Por ejemplo, el editor de texto de UNIX permite un comando como:

s/ by LB

que sustituye por un solo blanco el primer string con dos o més blancos que se encuentre en una linea.

Si TODO denota la expresién a; + as + ...+ a, en que los a;’s son todos los caracteres del computador,
excepto el de cambio de linea (newline), es posible convertir una expresion regular » a un AFD que acepte
TODO*r. La presencia de TODO™* permite reconocer un miembro de L(r) que comience en cualquier parte
de una linea. Sin embargo, la conversién de la expresion regular a un AFD toma, en la mayoria de los casos,
mucho més tiempo que el que toma revisar una linea usando el AFD y, ademas, el AFD puede tener un
nimero de estados que es exponencial en la longitud de la expresién regular.

Lo que realmente sucede en el editor de texto de UNIX, es que la expresion regular TODO™*r es convertida
en un AFND-¢, el que es simulado directamente. A medida que se revisa la linea, una lista de estados posibles
(o actuales segin se mire), es mantenida, la que inicialmente es la clausura — ¢ del estado inicial. Si a es
el préximo caracter en la linea, se crea una nueva lista de todos los estados con una transicién en a desde
algunos de los estados de la lista antigua. La lista antigua se descarta y se computa la clausura vacia de la
nueva. Sino hay estados finales en la lista nueva, se repite el proceso con el préximo simbolo.



Chapter 4

PROPIEDADES DE LOS
LENGUAJES REGULARES

En este capitulo se estudiaran propiedades de clausura y problemas de decisiéon para los lenguajes regulares.
Hay varias preguntas que se pueden hacer respecto de los conjuntos regulares. Una pregunta es: dado un
lenguaje L, especificado en alguna forma, ;Es L regular? También es posible preguntarse si los lenguajes
descritos por expresiones regulares distintas son el mismo lenguaje

4.1 Lema de Bombeo para Conjuntos Regulares

En esta seccién se verd un resultado bdsico, llamado el Lema de Bombeo (o Pumping Lemma), que es un
instrumento muy poderoso para demostrar que ciertos lenguajes no son regulares. También es 1til para el
desarrollo de algoritmos que respondan preguntas tales como si un AF acepta un lenguaje finito o no.

Si un lenguaje es regular, es aceptado por un AFD, M = (Q, %, 9, qo, F') con algtiin nimero particular (y
finito) de estados, N. Considérese ahora un string de entrada con mas de N simbolos (o N):

aias...an (M >N)
yparat=1,2,..., M sea
3(qo, a1az . ..a;) = g; (1<i< M)

No es posible que los N + 1 estados (qo,¢1,---,qn) sean todos diferentes ya que hay sélo N estados
distintos. Por lo tanto hay dos enteros j y k (con 0 < j < k < N) tales que ¢; = ¢x. El camino con etiqueta
aias . ..aps se ilustra en la siguiente figuras:

i1y

al... aj ak._’_.laM
Figure 4.1: Esquema explicativo del Lema de Bombeo

Dado que j < k, el string a1 ...ax es de longitud 1 a lo menos y como k < N, su longitud no es mayor
aN.

67
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Sigym € F, esto es, ajaz...ay € L(M), entonces ajaz...aja4+1 ... ap también pertenece a L(M) ya
que hay un camino que va de qo a qar, pasando por g; pero no por el loop con etiqueta a;41 ... ax.
Formalmente
(5(QQ, ap...a;0k41 - - - aM) = 5(5((]0, aj ... aj), Ak+1 - - .aM)
= (5(%‘, Ak+1 - - .aM)
= 5(qk, Ap41 - - .CLM)
= gm € F
En forma similar, es posible reconocer el loop més de una vez, de hecho, tantas veces como se desee. Es
decir:

ar...a;(ajq1 ... ap)lapyr .. an

estd en L(M) para cualquier ¢ > 0. Lo que se ha demostrado es que dado un string suficientemente
largo, aceptado por un AF, se puede encontrar un substring cerca del comienzo del string, el que puede ser
bombeado, es decir repetido, cuantas veces se desee y el string resultante también serd aceptado por el AF.

Lema 2 Sea L un conjunto regular. Entonces hay una constante N tal que si z € L y |z| > N, se puede
escribir z = wvw, de tal forma que |uv| < N y|v| > 1 y, ademds, para todo i > 0 uwv'w € L. Ademds, N no
es mayor que el nimero de estados del mas pequeno AF que acepta L.

Demostracién :  Ver la discusién anterior al enunciado del lema. En ella z = ajas...ap; u = ajaz...aj;
UV=0j41...0 y W=0k41...-GM-

a

Notese que el lema de bombeo indica que si un lenguaje regular contiene un string suficientemente largo,
2z, entonces contiene un conjunto infinito de strings de la forma wv’w. El lema no establece que cada string
suficientemente largo de un conjunto regular sea de la forma uv’w para algiin valor de i. De hecho, (0+ 1)*
contiene strings arbitrariamente largos en que ningin substring aparece tres veces consecutivas.

El lema de bombeo es muy 1util para probar que ciertos conjuntos mo son lenguajes regulares. La
metodologia usual es un “argumento adverso” del siguiente tipo:

e Seleccione el lenguaje L que se desea probar no es regular.

e El “adversario” elige N, la constante que se menciona en el lema de bombeo. Este puede ser cualquier
valor entero finito, pero una vez elegido, el adversario no lo puede cambiar.

e Seleccione un string z € L. La eleccion del string puede depender del valor de N.
e El adversario divide z en u, v y w, sujeto a que |uv| < N y que |v| > 1.

e Se obtiene una contradiccién con el lema de bombeo, mostrando que para cualquier u, v y w elegidos
por el adversario, existe un entero i para el cual uv*w no pertenece a L. Se puede entonces concluir
que L no es regular. La seleccién de ¢ puede depender de N, u, v y w.

Es interesante notar que las selecciones propias corresponden a los cuantificadores universales y las
selecciones del adversario, a los cuantificadores existenciales en una presentacién formal del lema de bombeo:

(Para todo lenguaje regular L)
(Existe un entero positivo N)
(Para todo string z € L con |z| > N)
(Existen u, v y w con z = wvw, |uv] < N, |v] > 1)
(Para todo i no negativo uviw € L)
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Ejemplo 61 L = {Oiz /i > 1} no es regular. Asuma que L es regular y sea N la constante del lema de
bombeo. Considere:

z:ONZEL

Por el lema de bombeo z puede ser reescrito como uvw, en que |uv| < N, |[v] > 1y ww'w debiera
pertenecer a L, para todo ¢ > 0. En particular considere ¢ = 2, entonces como

N? < juvw| < N2+ N < (N +1)2

esto es, la longitud de uv?w estd entre N2 y (N + 1)? y, por lo tanto, no es un cuadrado perfecto; quiere
decir que uv?w no pertenece a L. Una contradiccién. Se concluye entonces que L no es regular.

d

Ejemplo 62 L = {a;b;/i > 1} no es regular. Asuma que L es regular y sea N la constante del lema de
bombeo. Considere:

z=a 0N e L

Por el lema de bombeo, z puede ser reescrito como wvw, en que |uv| < N y |v| > 1, es decir v es un
string de a’s de la forma

V= ag conl <k<N

Segun el lema de bombeo, el string

!
z = u’UQ’LU

debiera pertenecer a L. Sin embargo,
2 = NN (1<k<N)

y, por lo tanto, no tiene igual nimero de a’s que de b’s, es decir, no pertenece a L. Una contradiccién. Se
concluye que L no es un lenguaje regular.

4.2 Propiedades de Clausura

Hay muchas operaciones entre lenguajes que conservan a los lenguajes regulares, en el sentido que la operacion
aplicada a lenguajes regulares produce un lenguaje regular.

Por ejemplo, la unién de dos conjuntos regulares es un conjunto regular, ya que si 71 y ro son expresiones
regulares describiendo los lenguajes regulares L; y Lo, entonces r; + ro describe L; U Lo, por lo tanto la
unién es también regular. Similarmente, la concatenacién de conjuntos regulares y la clausura de Kleene de
un lenguaje regular es regular.

Si una clase de lenguajes es cerrada bajo una cierta operacién, ese hecho es llamado una propiedad de
clausura de esa clase de lenguajes. Se esta particularmente interesado en propiedades de clausura efectivas,
en que dado descriptores de los lenguajes en la clase, hay un algoritmo para construir una representacién para
el lenguaje que resulta de aplicar la operacion a esos lenguajes. Por ejemplo, se acaba de dar un algoritmo
para construir expresiones regulares para la unién de dos lenguajes descritos por expresiones regulares, por
lo tanto, la clase de conjuntos regulares es efectivamente cerrada bajo la unién.

Debe observarse que las equivalencias entre autématas finitos de distinto tipo y expresiones regulares,
mostradas en el capitulo anterior, fueron equivalencias efectivas en el sentido que se dieron algoritmos para
pasar de una representacién a otra.
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Teorema 10 Los conjuntos regulares son cerrados bajo union, concatenacion y clausura de Kleene.
Demostracién : Inmediata de la definicién de expresiones regulares.
O

Teorema 11 La clase de los conjuntos requlares es cerrada bajo complementacion. Esto es, si L es reqular
y L CX*, entonces X — L es un conjunto regular.

Demostracién : Sea M = (Q, X1, 0, qo, F') un AFD que acepta L C ¥*. Se puede asumir que 31 = ¥ porque
si hay simbolos en ¥; que no pertenecen a ¥ es posible eliminar las transiciones de M en los simbolos que
¢ ¥, el hecho que L C ¥* asegura que no se estd cambiando L(M). Si hay simbolos en ¥ que no estdn en
31, ninguno de ellos puede aparecer en strings de L, por lo tanto se puede agregar un estado “sumidero” S
en M con §(¢q,a) =5, paratodo g € Q y a € ¥ — ¥y y con 6(S,a) =S para todo a € X.

Para aceptar ¥* — L basta complementar los estados finales de M, esto es, sea M’ = (Q, %, 6, g0, Q — F),
entonces M’ acepta un string w si y sélo si M no lo acepta, es decir, si y sélo si w € X* — L. Nétese que es
esencial en la construccién que M sea deterministico.

Teorema 12 La clase de los conjuntos requlares es cerrada bajo interseccion.
Demostracién : De la teoria de conjuntos se sabe que la siguiente relacién se cumple:
LiNLy=L1ULy

por lo tanto, la clausura bajo interseccién es inmediata después de las clausuras bajo unién y comple-
mentacion.

a

Vale la pena notar que existe una construccién directa para el AFD que acepta la interseccién de dos
lenguajes regulares: Sean My = (Q1,%,01,¢1, F1) y My = (Q2,%, 02, g2, Fo) dos AFD, se construye

M = (Ql X Q272767 [Q1qu]7F1 X FQ)
en que para todo p1 € Q1, p2 € Q2 y a € X, se tiene

6([p1,p2], a) = [01(p1, @), 02(p2, )]

es facil mostrar que Ly = L(My) N L(My).

La clase de los lenguajes regulares tiene la propiedad de ser cerrada bajo sustitucion en el siguiente sentido.
Por cada simbolo a en el alfabeto de algin conjunto regular R, sea R, un conjunto regular. Suponga que se
reemplaza cada string en R, ajas...ay, por el conjunto de palabras de la forma wyws ... wx en que los w;
son palabras de R,,. El resultado es también un lenguaje regular.

Formalmente, una sustitucién f es una funcién desde un alfabeto ¥ a 227, para algin alfabeto A. Es
decir, f asocia un lenguaje con cada simbolo de 3. La sustitucion se extiende a strings de la siguiente forma:

.« fe)=¢
o f(za) = f(z)f(a)
y se extiende a lenguajes por

o f(L) = Unperf(w)
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Ejemplo 63 Sea f(0) =ay f(1) =b*, entonces f(010) = ab*a. También, si L = 0*(0 + 1)1* entonces
L) = a*(a+07)(b%)
= a*b*

Teorema 13 La clase de los conjuntos requlares es cerrada bajo sustitucion por conjuntos regulares.

Demostracién : Sea R C ¥* un lenguaje regular y por cada a € ¥ sea R, C A* un lenguaje regular.

Sea f: ¥ — 247 una sustitucién definida por f(a) = R,, para todo a € X.

Seleccione expresiones regulares denotando R y cada R,, reemplace cada ocurrencia de un simbolo a en
la expresién regular para R por la expresién regular para R,. Claramente, el resultado es otra expresién
regular.

Para probar que dicha expresién describe f(R), basta observar que la sustitucién de una unién, con-
catenacién o clausura, es la unién, concatenacién o clausura de la sustitucién. Es decir, por ejemplo,
f(L1 U Ly) = f(L1) U f(L2). Una simple induccién en el nimero de operadores de la expresién regular
completa la demostracion.

a

Un tipo de sustitucién especial es el homomorfismo. Un homomorfismo h es una sustitucion tal que para
cada simbolo a € X, h(a) contiene sélo un string. Generalmente se considera que h(a) es el string mismo
mas que el conjunto que sélo lo contiene a él.

Es también 1til definir la imagen homomérfica inversa de un lenguaje L como

R~YL) = {z/h(z) € L}
y también para un string w
B (w) = {a/h(x) = w)

Ejemplo 64 Sea h(0) = aa y h(1) = aba.

Entonces h(010) = aaabaaa. Si Ly = (01)* entonces h(L;) = (aaaba)*.

Sea Ly = (ab + ba)*a, entonces h=*(Lg) = {1}. Obsérvese que un string en Ly que comienza con una b
no puede ser h(z) para ningin z € {0,1}* ya que h(0) y h(1) comienzan con a. Por lo tanto si h=*(w) no
es vacio y w € Lo, entonces w comienza con a. Ahora, w = a en cuyo caso h~!(w) = 0; o w es abw’ para
algiin w’ en (ab + ba)*a. Se concluye que cada palabra en h~!(w) comienza con un 1y, ya que h(1) = aba,
w’ debe comenzar con a. Si w' = a se tiene w = aba y h™!(w) = {1}. Si w’ # a entonces w’ = abw” y por
lo tanto w = ababw”. Pero ningin string x en {0,1}* tiene h(x) comenzando con abab. Es decir, el tnico
string en L que tiene una imagen inversa bajo h es aba y, por lo tanto, h=!(Ls2) = {1}.

Obsérvese que h(h™1(L2)) = {aba} # Lo. Es facil probar que h(h=!(L)) C Ly L C h=(h(L)) para todo
lenguaje L.

d

Teorema 14 La clase de los conjuntos requlares es cerrada bajo homomorfismos y el inverso de un homo-
morfismo.

Demostracién : La clausura bajo homomorfismos es inmediata de la clausura bajo sustitucién por conjuntos
regulares, ya que todo homomorfismo es una sustitucién por un conjunto regular en que cada h(a) tiene un
solo elemento.

Para probar la clausura bajo el inverso de un homomorfismo, sea M = (Q, %, 6, go, F') un AFD que acepte
L y sea h un homomorfismo de A — ¥*. Se construye un AFD, M’, que acepte h~!(L) leyendo un sfmbolo
a € A y simulando M en h(a). Formalmente, sea M’ = (Q, X, ', qo, F') v se define ¢'(q, a), para todo q € Q
y a € A, como §(q, h(a)). Nétese que h(a) puede ser un string largo o €, pero § estd definida sobre todos los
strings por extensién. Es facil mostrar, por induccién en ||, que 8 (qo, z) = d(qo, h(x)); es decir, M’ acepta
x siy sélo si M acepta h(z). Esto es, L(M') = h=*(L(M)).
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a

Ejemplo 65 Como se vio en un ejemplo anterior, {a’V6" /N > 1} no es un lenguaje regular. Intuitivamente,

{0M10"¥ /N > 1} no es regular por las mismas razones. Si se tuviera un AF, M, que aceptara {010V /N > 1},

se podria aceptar {a™b" /N > 1} simulando M en 0 por cada a, al ver la primera b, simular M en 10 y luego

simular M en 0 por cada b. Sin embargo, es necesario probar que {0V10Y /N > 1} no es regular. Esto se

puede hacer aplicando el lema de bombeo, pero es més simple utilizar operaciones que conservan regularidad

para convertir {0N¥10Y /N > 1} en {aVb" /N > 1}. Por lo tanto {0V10Y /N > 1} no puede ser regular.
Sean hy y hy los homomorfismos

hi(0) = 0 h2(0) = a
hi(l) = 10 hao(l) = b
m2) = 0 ha(2) = b
Entonces

ho(hy*({ON10Y /N > 1}) N 0*12%) = {aVVV /N > 1}
porque
RTY{ON10N /N > 1}) = (0 +2)*1(0 + 2)*

en que el nimero de simbolos después del 1 es uno menor que los anteriores al 1.
Por lo tanto

rTY{ON10Y /N > 1)) no*12* = {oN 12V T /N > 1}

Si {0V10Y /N > 1} fuera regular, dado que el homomorfismo inverso de homomorfismos e interseccién
con un conjunto regular preservan la propiedad de ser regular, se concluirfa que {a’¥ o™ /N > 1} es regular,
lo que es una contradiccién. Por lo tanto {0V 10" /N > 1} no puede ser regular.

4.3 Algoritmos de Decision

El tipo de pregunta que nos preocupa incluye: ;es un lenguaje regular dado vacio, finito o infinito?, ;es
un conjunto regular igual a otro?, etc. Para estos propdsitos se supondra que los lenguajes regulares estan
descritos por autéomatas finitos.

Teorema 15 El conjunto de strings aceptado por un automata finito M con N estados es
e No vacio, si y solo si M acepta un string de largo inferior a N.
e Infinito, si y solo si M acepta un string de largo I, con N <[] < 2N.

Por lo tanto existe un algoritmo para determinar si un autdmata finito acepta cero, un numero finito o
un numero infinito de sentencias.

Demostracién :  Suponga que M acepta un conjunto no vacio. Sea w un string tan corto como cualquier
otro aceptado. Por el lema de bombeo, |w| < N, porque si fuera |w| > N, entonces w = uvy y uy serfa atin
més corto y estaria en el lenguaje. Una contradiccién con el hecho que w es el string més corto. La otra
direccion es obvia.

Siwe L(M)y N < |w| < 2N, por el lema de bombeo L(M) es infinito. Esto es, w = wiwews y para
todo i > 0, wiwiws € L. Por el otro lado, si L(M) es infinito, entonces existe w en L(M) con |w| > N;
si lw] < 2N no hay problemas. Si ninguna palabra tiene longitud entre (N) y (2N — 1), sea w de largo
al menos 2N, pero tan corta como cualquiera de longitud mayor o igual a 2N. Por el lema de bombeo, se
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puede escribir w = wywewsz con 1 < Jwy| < N y wyws € L(M). Por lo tanto, ya sea w no fue el més corto
string de largo 2N o més, o |wiws| estd entre N y 2N — 1, una contradiccién en cualquier caso.

El algoritmo para decidir si L(M) es vacio es: “Vea si algtn string de longitud hasta N estd en L(M)”.
Es claro que este método tiene garantizado terminar. Para decidir si L(M) es infinito: “Vea si algin string
de largo entre N y 2N — 1 estd en L(M)”. Nuevamente, hay un procedimiento que estd garantizado de
terminar.

a

Debe notarse que los algoritmos sugeridos por este teorema son tremendamente ineficientes. Sin embargo,
se puede verificar si un AFD acepta el conjunto vacio al eliminar de su diagrama de transicién todos los
estados no alcanzables desde el estado inicial. Si atin queda uno o méas estados finales, el lenguaje es no vacio.
Luego, sin cambiar el lenguaje aceptado, es posible eliminar todos los estados que no son finales y desde los
cuales no se puede llegar a un estado final. El AFD acepta un lenguaje infinito si y sélo si el diagrama que
resulta tiene un ciclo. El mismo método se puede usar para un AFND, pero hay que verificar que haya un
ciclo con etiqueta distinta de .

Ahora se mostrara que hay un algoritmo para determinar si dos AF aceptan el mismo lenguaje.

Teorema 16 FEziste un algoritmo para determinar si dos autdmatas finitos aceptan el mismo lenguaje (es
decir, son equivalentes).

Demostracién : Sean M; y M dos AF que aceptan los lenguajes Ly y Lo respectivamente. Por los teoremas
anteriores, (L1 N L2) U (L1 N Lo) es aceptado por un AF, Mj3. Es ficil ver que M3 acepta un string si y sélo
si Ly # Lo. Por lo tanto, por el teorema anterior, existe un algoritmo que determina si Ly = Lo.
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Chapter 5

ACEPTACION Y GENERACION
DE LENGUAJES LIBRES DE
CONTEXTO

Los lenguajes libres de contexto, como los conjuntos regulares, tienen gran importancia practica, especial-
mente para definir lenguajes de programacion, para formalizar la idea de “parsing”, simplificar la traduccién
de lenguajes de programacién, etc.

En este capitulo estudiaremos los lenguajes libres de contexto, concentrandonos fundamentalmente en
sus mecanismos de aceptacion y generacion.

Las primeras dos secciones abordan los mecanismos de aceptacién. Tal como las expresiones regulares
tienen un autémata equivalente, el autémata finito, las gramaticas libres de contexto, también tienen una
méaquina como contraparte: el autémata apilador (pushdown). La equivalencia es, en este caso, un poco
menos satisfactoria, ya que el autémata apilador es un dispositivo no deterministico en que la versiéon
deterministica sélo acepta un subconjunto de los lenguajes libres de contexto. Por fortuna, este subconjunto
incluye la sintaxis de la mayoria de los lenguajes de programacion.

En las restantes secciones se estudian las graméticas libres de contexto, como mecanismos de generacién
de lenguajes libres de contexto.

5.1 Autématas Apiladores

El autémata apilador es basicamente un autémata finito con control no sélo sobre la cinta con el input, sino
también sobre un stack con capacidad infinita.

Estos dispositivos pueden utilizarse para reconocer lenguajes no regulares. El conjunto L = {wecw” /w €
{0,1}*} es un lenguaje libre de contexto generado por la gramética

S — 050[151|c

No es dificil probar que L no puede ser regular, es decir no puede ser aceptado por ningun autémata
finito. Para aceptar L se hard uso de un control finito con dos estados, q1 y g2, y de un stack en que se
pondrén bolitas (simbolos) azules, verdes y rojas. El dispositivo tendrd las siguientes reglas de operacion:

1. La médquina comienza con una bolita roja puesta en el stack y con el control finito en estado ¢;.

2. Si el input tiene un simbolo 0 y el autémata esta en estado g1, se pone una bolita azul en el stack. Si
el simbolo de entrada es un 1 y esta en estado q;, se pone una bolita verde. En ambos casos el control
permanece en estado q;.

75
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3. Si el simbolo de entrada es una c y el control estd en estado g1, el control cambia a estado g2 sin
modificar el stack.

4. Siel simbolo de entrada es un 0 y el dispositivo esta en estado g2 con una bolita azul (que representa un
0) en el tope del stack, la bolita es removida del stack. Si el simbolo de entrada es un 1 y el dispositivo
estd en estado g2 con una bolita verde (que representa un 1) en el tope del stack, la bolita también es
removida del stack. En ambos casos el control permanece en estado gs.

5. Si el dispositivo estd en estado g2 y hay una bolita roja en el tope del stack, la bolita es removida sin
esperar input.

6. Para todos los casos no descritos anteriormente, el autémata no puede moverse.

Las reglas de operacién precedentes estan resumidas en la siguiente tabla:

Color de la Bolita Estado del Simbolo de Entrada
en el Tope del Stack | Control Finito | 0O 1 ¢
Azul q1 Poner bolita Azul | Poner bolita Verde
Permanece en ¢ Permanece en ¢ Cambiar a ¢
q2 Remover bolita
Permanece en ¢s
Verde q1 Poner bolita Azul | Poner bolita Verde
Permanece en ¢ Permanece en ¢ Cambiar a ¢
q2 Remover bolita Verde
Permanece en ¢o
Roja q1 Poner bolita Azul | Poner bolita Verde
Permanece en ¢ Permanece en ¢ Cambiar a ¢
q2 Sin esperar input remover bolita del Stack

Se dice que el dispositivo asi descrito acepta un string si al procesar el ultimo simbolo del string, el stack
de bolitas se vacia. Nétese que una vez vacio el stack, no mas movidas son posibles.

Esencialmente el dispositivo anterior funciona de la siguiente forma. En estado ¢; el dispositivo construye
una imagen de su input, poniendo una bolita azul por cada 0 y una verde por cada 1 en el string de entrada.
Cuando el input es una c el autémata entra a estado go. A continuacion, el input es comparado con el stack
al remover una bolita azul por cada 0 y una verde por cada 1. Si la bolita es de color equivocado respecto
del simbolo de entrada, el autémata se detiene sin procesar mas input. Si todas las bolitas correponden,
la bolita roja que esté en el fondo del stack aparece, y es inmediatamente removida. El stack se vacia y el
string es aceptado. Todas las bolitas seran removidas sélo si el string que sigue a la c es el reverso del prefijo
anterior a la c.

5.2 Definiciones

En esta seccidn se formalizard el concepto de autémata apilador (AA o PDA por su nombre en inglés). Los
AA tendran una cinta de entrada, un control finito y un stack. El stack es un string de simbolos tomados
de algun alfabeto. El simbolo de mas a la izquierda es el que se considera al tope del stack. El dispositivo
serd no deterministico, teniendo algin numero finito de alternativas en cada situacion. Las movidas serdan
de dos tipos. El primer tipo utiliza simbolos de entrada; dependiendo del simbolo de entrada, del simbolo en
el tope del stack y el estado del control finito, un nimero de alternativas es posible; cada alternativa consta
de un préximo estado para el control finito y un (posiblemente vacio) string de simbolos para reemplazar
el simbolo al tope del stack. Después de seleccionar una alternativa, la cabeza lectora avanza al préximo
simblo del string de entrada.



5.2. DEFINICIONES 77

El segundo tipo de movida, llamado movida vacia (movida- €), es similar a la anterior, con la excepcién
de que no se usa el simbolo de entrada y la cabeza lectora no se avanza. Este segundo tipo de movidas
permite al AA manipular el stack sin consumir simbolos de entrada.

Finalmente se debe definir el lenguaje que acepta un AA. Hay dos formas naturales de hacerlo. La
primera, que ya se ha sugerido, es definir el lenguaje aceptado como el conjunto de todos los inputs para
el cual alguna secuencia de movidas hace que el automata vacie su stack. Este es el lenguaje aceptado por
stack vacio.

La segunda forma de definir el lenguaje aceptado es similar a la forma en que un AF acepta strings. Esto
es, se designa a algunos estados como estados finales y se define el lenguaje aceptado como el conjunto de
todos los strings de entrada para los cuales alguna secuencia de movidas hace que el AA entre a un estado
final.

Como se vera, las dos definiciones de aceptacién son equivalentes en el sentido que si un conjunto es
aceptado por stack vacio por algin AA, entonces es aceptado por estado final por algtin otro AA, y viceversa.

Aceptacion por estado final es la nocién més comun, pero es mas facil probar el teorema bésico para los
autématas apiladores usando aceptacién por stack vacio. Ese teorema dice que un lenguaje es aceptado por
un AA siy sélo si es un lenguaje libre de contexto.

Formalmente, un autémata apilador M es una séxtupla (@, 3, T, 4, qo, Zo, F') en que

@ es un conjunto finito de estados

3 es el alfabeto de entrada

I' es el alfabeto del stack

qgo es el estado inicial (g0 € Q)

Zy es un simbolo especial del stack (Zy € I'), llamado simbolo inicial

F C @Q es el conjunto de estados finales

§ es una funcién de Q x (S Ue) x I' a 29%" (subconjuntos finitos de Q x I'*)

Por convencién se usaran letras minusculas del comienzo del alfabeto para los simbolos de entrada y del
final del alfabeto para strings de simbolos de entrada. Letras maytsculas serdan simbolos del stack y letras
griegas indican strings de simbolos del stack.

La interpretacion de

5((]? a, Z) = {(Pla"/l)v (p2a'72)7 sy (prYM)}

enque qypi, (1 <i< M)sonestadosen Q,a€ X, ZeTl'y~ el (1 <i< M), esque el autémata
apilador en estado ¢, viendo el simbolo de entrada a y teniendo a Z en el tope del stack puede, para cualquier
i, entrar a estado p;, reemplazar el simbolo Z por el string ~; en el stack y avanzar un lugar la cabeza de
lectura. Se adopta la convencion que el simbolo mas a la izquierda en y; serd el que queda al tope del stack.
Noétese que no es posible elegir un estado p; y un string «;, para j # ¢, en una sola movida.

La interpretacién de

5(q,€, Z) = {(p1771)7 (p2a'72)7 B (pMaA/M)}

es que el autémata en estado ¢, independientemente del simbolo de entrada y teniendo Z al tope del stack,
puede entrar al estado p; y reemplazar Z por +;, para cualquier i, 1 < ¢ < M. En este caso, la cabeza lectora
no es movida.

Ejemplo 66 Descripcién formal del autémata apilador que acepta {wcw” /w € {0,1}*} por stack vacio.

M = ({qla q?}7 {Oa 17C}a {A7 KR}a 67 qi, R7 9)
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con la funcién ¢ definida como sigue:

5((]170 R) = {((h,AR)} 6((]1717R) = {(thR)}
8(q1,0,4) = {(q1,4A)} 8(q1,1,4) = {(q1,VA)}
6(q1,0,V) = {(q1,AV)} 8(q, V) = {(q1,VV)}
5((117 R) = {(¢2,R)}

5(%0 A) = {(g2,A)}

5(%0 V) = {(eV)}

6(g2,0,4) = {(g2,¢)} 0(q2,1,V) = {(g2,8)}
5(11275 R) = {(g2.¢)}

Noétese que para cada movida en que el autémata escribe un simbolo en el tope del stack, d tiene un valor
(g¢,7) en que |y| = 2. Por ejemplo 6(q1,0,R) = {(¢1,AR)}. Si « fuera de longitud 1, el AA simplemente
reemplazaria el simbolo al tope del stack por un nuevo simbolo, sin incrementar el tamano del stack. Esto
hace que si 7y es ¢, el resultado es un pop del stack.

Noétese también que la regla §(g2,e, R) = {(qo,¢)} significa que el AA en estado g2 con R al tope del
stack puede borrar esa R independientemente del simbolo de entrada. En este caso, la cabeza lectora no se
avanza, y en realidad no es necesario que hubiese input adicional.

d

Para describir formalmente la configuracién en que se encuentra un AA en un instante dado, se define
una descripcion instantdnea (DI). La DI debe, por supuesto, registrar el estado y el contenido del stack; sin
embargo es util que ademas incluya el input atin no procesado. Por lo tanto una DI se define como una triple
(¢, w,7) en que ¢ es un estado, w un string de sfmbolos de entrada y + un string de simbolos el stack.

Si M= (Q,%,T,0,q0, Zo, F) es un AA, se dice que (g, aw, Z«) Iy (p,w, Ba) si d(q,a, Z) contiene (p, ).
Noétese que a puede ser tanto € como algiin simbolo de entrada, en esta definicién. Por ejemplo, en el AA
del ejemplo anterior el hecho de que (g1, AV') esté en d(¢1,0, V) asegura que

(1,011, VVR) F (q1,11, AVVR)

* * *
Se usa ]\Z para la clausura reflexiva y transitiva de ]\Z Esto es, I]’\;[ I para toda DI I, y si I]\Z Jy
* * 1
J J\'} K entonces I J\'} K. Se escribira I 1}\;[ K si la descripcién instantanea I se puede convertir a K después
de exactamente ¢ movidas.
Paraun AA, M = (Q,%,T,0,qo, Zo, F), se define L(M), el lenguaje aceptado por estado final a
F* %
{w/(q0,w, Zo)m (p,e,7) conp€e Fyyel™}
y se define N (M), el lenguaje aceptado por stack vacio a
}7 *
{w/(q0,w, Zo)mr (p,€,€) con p € Q}

Si la aceptacion es por stack vacio, el conjunto de estados finales es irrelevante y normalmente, en esos
casos, se define como el conjunto vacio.

Ejemplo 67 El siguiente autémata apilador acepta el lenguaje {ww”/w € {0,1}*}, por stack vacio.

M= ({QD Q2}7 {0, 1}7 {R, A, V}: 0,q1, R, @)

5(Q1) 07 R) = {(Q1a AR)}
5(Q1517R) = {(Q15VR)}
6(q1,0,4) = {(¢1,AA),(q2,¢)}
6(q17 07 V) = {(QL AV)}
5(Q1717A) = {(q1,VA)}
6(qi,1,V) = {(a1,VV),(q2,¢)}
5(Q2707A) = {(QQ,S)}
5((]2717‘/) = {(QQ,S)}
5(qr,e, ) = {(g2,¢)}
8(g2,6, ) = {(q2,¢)}
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En la tercera y sexta reglas, M tiene una eleccion de entre dos movidas. M puede decidir que ha
encontrado la mitad del string y elegir la segunda alternativa: ir al estado g5 y tratar de que el resto de los
simbolos de entrada coincidan con los del stack. Si M adivina correctamente y el string de entrada era de la
forma ww", entonces los simbolos van a coincidir, M va a vaciar su stack y por lo tanto aceptara el string.
Tgual que en los AF, un AA no deterministico M acepta un string si hay una secuencia de elecciones que lo
hacen vaciar su stack. M siempre adivina (escoge) bien, porque una eleccién equivocada no causa el rechazo
de un string. Un string se rechaza sélo si no hay eleccién correcta posible. La Figura 5.1 muestra las DI
accesibles cuando M procesa el string 001100.

Inicial : (q,001100,R) — (q,,001100,¢)

(q,,01100,AR)

(a;,1100,AAR) (a5,1100,R)

(q 1 aOO7VVAAR) (q 2 ,OO,AAR)

(q,,0,AVVAAR) (d4.0,AR)

(ql’ 0011007R) (q2a€7R> - (q2,€,€)
(a,,6,AAVVAAR) (q4,6,VVAAR) Acepta

Figure 5.1: Descripciones instantaneas al procesar el string 001100

a

El autémata apilador del primer ejemplo es deterministico en el sentido que a lo mas una sola movida es
posible dada una DI. Formalmente, se dice que AA M = (Q, X, T, 0, qo, Zo, F') es deterministico ssi

1. Paracada ¢ € Q y Z € T, cuando d(g, e, Z) no es vacio, entonces (g, a, Z) es vacio para todo a € X.

2. Paraningin ¢ € Q, Z €'y a € XU {e}, 6(q,a, Z) contiene mds de un elemento.

La condicién (1) previene la posibilidad de elegir entre una movida independiente del simbolo de entrada
(movida- €) y una movida que envuelva un simbolo. La condicién (2) previene una eleccién en la movida
para cualquier (q,a, Z) o para (q,¢, Z).

Contrario al caso de los autématas finitos, un autémata apilador se supone no deterministico. Para los
AF, los modelos deterministico y no deterministico eran equivalentes respecto de los lenguajes aceptados.
Esto no es cierto para los AA. De hecho, ww” es aceptado por un AA no deterministico, pero no existe un
AA deterministico que lo acepte.
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5.3 Gramaticas Libres de Contexto

Una gramatica libre de contexto es un conjunto finito de variables (también llamadas no-terminales o cate-
gorfas sintdcticas) cada una de las cuales representa un lenguaje. Estos lenguajes descritos por las variables
se definen recursivamente en términos de otros y de simbolos llamados terminales. Las reglas que relacionan
las variables son llamadas producciones. Una produccién tipica dird que el lenguaje asociado a una variable
estd formado por strings generados al concatenar strings de los lenguajes de algunas otras variables y algunos
terminales.

La motivacion original para las gramaticas libres de contexto fue la descripcién de lenguajes naturales.
Por ejemplo, es posible escribir reglas como:

< sentencia > — < sujeto > < predicado >

< sujeto > — < sujeto > < adjetivo >

< sujeto > — < articulo > < sustantivo >
< adjetivo > — < roja>

< sustantivo > — < casa >

< articulo > - <la>
en que las categorias sintdcticas estdn escritas entre paréntesis en dngulo (< >), y los terminales sin ellos.
Por ejemplo, < sujeto > es una categoria sintdctica y casa es un terminal.
El significado de la regla

< sentencia >—< sujeto > < predicado >

es que una manera de formar una sentencia (un string en el lenguaje de la categoria sintdctica < sentencia >)
es tomar un sujeto y seguirlo de un predicado. El significado de la regla

< sustantivo >—< casa >

es que el string que consta del simbolo terminal casa, estd en el lenguaje de la categoria < sustantivo >.
Notese que casa es un solo simbolo terminal en este caso, no un string de 4 simbolos.

Las gramaticas libres de contexto no se consideran, en general, apropiadas para la descripcién de lenguajes
regulares naturales como el Castellano. Por ejemplo, si se extienden las producciones anteriores a todo el
Castellano, es posible derivar “frio” como un sujeto y “es caliente” como un predicado. Por lo tanto “frio es
caliente” serfa una sentencia, lo que no tiene sentido. Aun asi, las gramaticas libres de contexto juegan un
rol importante en lingiifstica computacional.

Mientras los lingiiistas estudiaban gramaticas libres de contexto, los cientistas de computacién comen-
zaron a describir los lenguajes de programacién con una notacién llamada “Backus-Naur Form (BNF)”;
que en realidad corresponde a la notacién para gramaticas libres de contexto con algunos cambios menores
y algunas abreviaciones en la descripcién. Este uso de las gramaticas libres de contexto ha simplificado
enormemente la definicién de los lenguajes de programacién y la construccién de compiladores. La razén de
este éxito es debida, en parte, a la forma natural en que la mayoria de las construcciones de los lenguajes
de programacién se pueden describir usando gramaticas. Por ejemplo, considere el siguiente conjunto de
producciones.

< expresion > — < expresion > 4 < expresion >
< expresion > — < expresion > * < expresion >
< expresion > — (< expresion >)

< expresion > — id

que define las expresiones aritméticas con operadores + y *, y operandos representados por el simbolo
id. En ellas, < expresién > es la unica variable y los terminales son los simbolos +, *, (, ) e id.

Las dos primeras producciones indican que una expresién puede estar compuesta por dos expresiones
conectadas por un signo de suma o multiplicacién. La tercera indica que una expresién encerrada por
paréntesis es también una expresién. La tultima indica que un operando es también una expresién.

Utilizando repetidamente las producciones, se pueden obtener expresiones cada vez mas complicadas.
Por ejemplo,
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< expresion > < expresion > % < expresion >

(< expresion >)* < expresion >

(< expresion >) *id

(< expresion > + < expresion >) * id
(< expresion > + < id >) * id

(<id >+ <id >) *id

=
=
=
=
=

J

El simbolo =- denota derivacién, esto es, el reemplazo de una variable por el lado derecho de una pro-
duccién para esa variable. Asi, la primera linea se obtiene por la segunda produccién; la segunda linea
se obtiene al reemplazar la primera < expresiéon > de la linea anterior por el lado derecho de la tercera
produccién. Utilizando la cuarta, primera, cuarta y cuarta produccién se obtienen las demas lineas. La
ultima linea, (<id> 4 <id>)xid, contiene s6lo terminales y es por lo tanto un string en el lenguaje de
< expresion >.

5.4 Configuracion de las Gramaticas Libres de Contexto

En esta seccion se formalizara la nocién intuitiva de gramética, presentada en la seccién anterior.
Una gramética libre de contexto (CFG, por sus siglas en inglés: Context Free Grammar) o simplemente
gramatica, es una cuadrupla,

G =(V,T,P,S)

en que V y T son conjuntos finitos de variables y terminales respectivamente. Se asume que V y T son
conjuntos disjuntos. P es un conjunto finito de producciones; cada produccién es de la forma A — « en que
A €V y «a es un string de simbolos sobre (V UT). Por ultimo, S € V es una variable especial llamada el
simbolo inicial (start symbol).

Ejemplo 68 Si se usa E, en lugar de < expresiéon >, para la variable de la gramética anterior, es posible
expresarla formalmente como

({E}’ {+’ *7 (’ )7id}’ P’ E)

en que P consta de las siguientes producciones,

<E> — <E>+<E>
<E> — <E>*x<E>
<E> — (<E>)
<E> — id

En la especificacion de gramaticas se usaran las siguientes convenciones:

e Las letras maytsculas, A, B, C, D, E y S representan variables; S sera el simbolo inicial

e Las letras minusculas a, b, ¢, d y e, los digitos, simbolos y algunos strings como id, seran terminales
e Las letras maytusculas X, Y y Z representaran simbolos que pueden ser terminales o variables

e Las letras minusculas u, v, w, T, y y z representan strings de terminales

e Las letras griegas «, 0 y v denotan strings de variables y terminales

Usando las convenciones anteriores, es posible deducir cudles son las variables, terminales y simbolo
inicial de una gramatica con s6lo examinar las producciones. Por lo tanto, normalmente una gramatica se
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presentard simplemente listando sus producciones. Si A — a1, A — as, ...,A — ay, son producciones para
la variable A de alguna gramética, es posible expresarlas usando la notacién

A—>a1|a2| |aN
en que | es leido “0”. La gramdtica completa del ejemplo anterior puede escribirse como
E—-FE+FE|ExE|(E)|id

Ahora se definird formalmente el lenguaje generado por una gramética G = (V, T, P,S). Para ello es
necesario desarrollar una notacién que represente las derivaciones.

Primero, se definen dos relaciones: ¢ y = ¢, entre strings en (VUT)*. Si A — B es una produccién en
Py ay v son strings cualesquiera en (V UT)*, entonces

aAyGaBy

Se dice que la produccién A — 3 se le aplica al string aAy para obtener a7y, o que aA~y deriva
directamente a8y en la gramdtica G. Dos strings estdn relacionados por & exactamente cuando el segundo
se obtiene del primero por una aplicacién de alguna produccién.

Suponga que a1, @g, ..., ap son strings en (VUT)*, con M > 1, y que

= = =
ajgog, 2Ga3,..., AM—1GAOM

. * . s *
Entonces se dice que a1= gayps o que oy deriva ajs en la gramatica G. Esto es, = ¢ es la clausura
. g = ., * . . . . s ’ .
reflexiva y transitiva de &. También, a= ¢ si 8 proviene de a por la alicacién de cero o mas producciones
z * . . , sy
de P. Noétese que a= ga, para todo string a. Usualmente, si es claro cudl es la gramatica G, se usa = en

lugar de &, y = en lugar de = ¢. También, si a deriva § en exactamente i pasos, se dice que a=>.
El lenguaje generado por G, denotado por L(G), es el conjunto

{w/we Ty S= qw}
esto es, un string estd en L(G) si y sélo si
e ¢l string consiste sélo de terminales
e ¢l string es derivable desde S

Un lenguaje se llamard lenguaje libre de contexto si es L(G) para alguna gramética libre de contexto G.

Un string de terminales y variables, «, es llamado una forma sentencial si S= go. Dos graméticas se dicen
equivalentes si L(G1) = L(G2).

Ejemplo 69 Considere la gramética G = (V,T, P,S), con V = {S}, T = {a,b} y P dado por
S — aSbh
S — ab

S es la Unica variable; a y b son terminales. Usando la primera produccién N — 1 veces, seguidas de una
aplicacién de la segunda produccion, se obtiene:
N—leN— 1 bN

S=aSb= aaSbb=...=a = oV

Ademds, sélo strings de la forma a™b (N > 1) estdn en L(G). Cada vez que S — aSb es usada, se
mantiene el nimero de S’s. Después de usar la produccién S — ab, el nimero de S’s de la forma sentencial
disminuye en uno. Por lo tanto, ya que se empieza con S y ya que ambas producciones son para S, el
tnico orden en que ellas pueden ser usadas es empleando S — aSb algtin niimero de veces seguidas por una
aplicacién de S — ab. Por lo tanto,

L(G) = {a"bN /N > 1}

Este lenguaje es el ejemplo de un lenguaje libre de contexto que no es un lenguaje regular.
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a

Ejemplo 70 Considere la gramética G = (V,T,P,S), con V = {S,A,B}, T = {a,b} y P dado por las
siguientes producciones

S — aB A — bAA
S — bA B — b

A — a B — bS

A — aS B — aBB

El lenguaje L(G) es el conjunto de todos los strings en 7" que tienen el mismo nimero (> 1) de a’s y
b’s. Se probara, por induccién en la longitud del string que

* . 3 . .

e S=w siy sélo si w tiene tantas a’s como b’s
* . , . . ’

e A=w siy sélo si w tiene una a més que b’s
* . s . . 7

e B=-w si y sblo si w tiene una b més que a’s

La hipdtesis es obviamente cierta si |w| = 1, ya que A = a y B = b y ningtn string de largo 1 de
terminales es derivable de S. También, ya que todas las producciones, excepto A — a y B — b incrementan
el largo de un string, ningtn string de longitud 1, excepto a y b, son derivables de A y B, ni ninguno es
derivable de S.

Suponga ahora que la hipétesis inductiva es verdadera para todo w de largo k — 1 é menos. Se mostrarad
que se cumple para |w| = k. Si S=w entonces la derivacién debe comenzar con S — a 0 S — bA. En el
primer caso, w = aw; con |wi| =k — 1y B = w;. Por la hipdtesis inductiva, el ntimero de b’s en w; es 1
més que el numero de a’s; por lo tanto, w tiene igual niimero de b’s que de a’s. Un argumento similar es
vélido si la derivacién comienza con S — bA. Para la prueba en la otra direccién, esto es, si |w| =k y w
tiene tantas a’s como b’s, entonces S = w, considere que el primer simbolo de w es una a o una b. Suponga
que w = aws; pero |wi| = k — 1 y tiene una b mds que a’s. Por la hipétesis inductiva entonces B = wj.
Luego S = aB=aw; = w. Un argumento similar es vélido si el primer simbolo de w es una b.

Debe ahora probarse las aserciones para A y B, pero se hacen en forma similar a la de S.

Otra gramatica posible para este mismo lenguaje es

S — ab
S — ba
S — aSb
S — bSa
S — SS

5.5 Arboles de Derivacién

Es muy util representar las derivaciones como arboles. Estos drboles, llamados drboles de derivacion (o
de parse) imponen una estructura en los strings de un lenguaje que es muy 1util en aplicaciones como la
compilacién de lenguajes de programacion.

Los vértices o nodos de un arbol de derivacién tienen etiquetas que son terminales, variables o el string
nulo . Si un nodo interior n tiene etiqueta A y los hijos de n tienen etiquetas X1, Xo, ..., X (de izquierda
a derecha), entonces A — X7 X5 ... X debe ser una produccion.

La Figura 5.2 muestra el drbol para la derivacién de (id + id) * id mostrada anteriormente.

Noétese que si se leen las hojas de izquierda a derecha, se obtiene el string (id + id) * id.

M4s formalmente, sea G = (V, T, P, S) una gramatica libre de contexto. Un drbol es un &rbol de derivacién
si

e Cada vértice tiene una etiqueta que es un simboloen VUT Ue
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<expresion>

<expresion> « <expresion>

| T |

( <expresion> ) id

<expresion> + <expresion>

id id

Figure 5.2: Arbol de derivacién de (id + id) * id

e La etiqueta de la raiz es S
e Si a es un nodo interior y tiene etiqueta A, debe cumplirse que A € V

e Sin tiene etiqueta A y sus hijos de izquierda a derecha son ni, na, ..., ng con etiquetas X1, Xo, ...
X}, respectivamente, entonces

A—>X1X2...Xk

debe ser una produccién en P

e Si un vértice n tiene etiqueta ¢, entonces n es una hoja y es el tinico hijo de su padre

Ejemplo 71 Considere la gramdtica G = ({S, A}, {a,b}, P, S) en que P estd compuesto por
S — aAS|a

A — SbA|SS|ba

y el arbol de la Figura 5.3.

Los vértices interiores son 1, 3, 4, 5y 7. El vértice 1 tiene etiqueta S y sus hijos, de izquierda a derecha,
tienen etiquetas a, A y S. Nétese que S — aAS es una produccién en P. Igualmente, el nodo 3 tiene etiqueta
Ay las etiquetas de sus hijos son S, by A (de izquierda a derecha). A — SbA también es una produccién.
Los vértices 4 y 5 tienen etiqueta S, sus tnicos hijos tienen etiqueta a y S — a es una produccién. Por
dltimo, el vértice 7 tiene etiqueta A y sus hijos, de izquierda a derecha, tienen etiquetas b y a. A — ba
también es una produccién. Por lo tanto, este arbol es un arbol de derivacion para G.

d

Es posible extender el orden de los hijos de un nodo a un ordenamiento de izquierda a derecha de todas
las hojas. De hecho, dos vértices cualesquiera, ninguno de los cuales es un ancestro del otro, uno estd a la
izquierda del otro. Dados dos vértices v1 y vs, se siguen los caminos de cada uno de ellos hacia la raiz, hasta
que se encuentran en un vértice w. Sean X7 y X» los hijos de w en los caminos desde v y va, respectivamente.
Si w1 no es ancestro de vg, 0 viceversa, X1 # Xo. Si X; estd a la izquierda de X como hijos de w, entonces
vy estd a la izquierda de v1. Por ejemplo, en el arbol anterior, si v; =9 y vo = 11, entonces w = 3, X; = 5,
X5 =7T; y como 5 estd a la izquierda de 7, se deduce que 9 estd a la izquierda de 11.
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2 _—

s@/GNS

Lo/
|

Figure 5.3: Arbol correspondiente a la gramética G

Se vera que un arbol de derivacién es una descripcién natural de la derivacién de una forma sentencial de
la gramatica G. Si se leen las etiquetas de las hojas de izquierda a derecha, se obtiene una forma sentencial.
Este string es llamado el rédito (yield) del arbol de derivacién.

Se necesita también el concepto de subarbol. Un subarbol de un arbol de derivacion es un cierto vértice,
todos sus descendientes, los arcos que los conectan y sus etiquetas. Se ve igual que un arbol de derivacién
excepto que la etiqueta de su raiz puede no ser el simbolo inicial de la gramdtica. Si la variable A es la
etiqueta de la raiz, se dice que ese subdrbol es un drbol-A. Por lo tanto, 4rbol-S es un sinénimo para érbol
de derivacion si S es el simbolo inicial.

Ejemplo 72 Considere la gramética y el drbol de derivacién del ejemplo anterior que se reproduce a con-
tinuacion:

| /N

a

Figure 5.4: Arbol correspondiente a la gramética G
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El rédito de ese arbol es: aabbaa. Nétese que en este caso todas las hojas tienen etiquetas que son
terminales; pero esto no es necesario, podria haber hojas con etiqueta € o con una variable.
’ * . .z . .
Notese que S=- gaabbaa por la derivacién siguiente:

S = aAS = aSbAS = aabAS = aabbaS = aabbaa

La Figura 5.5 es un subarbol del arbol de derivacién anterior; corresponde al vértice 3 el arbol original y

sus descendientes.
A
S b A
b a
a

Figure 5.5: Vértice 3 del subéarbol original

El rédito de este subarbol es abba. La etiqueta de su raiz es a y A= gabba a través de la siguiente
derivacién:

A = SbA = abA = abba

d

Teorema 17 Sea G = (V,T,P,S) una gramdtica libre de contexto. Entonces S= qa si y sdlo si hay un
drbol de derivacion para G cuyo rédito sea «.

Demostracién :  Se probara algo un poco més general, que para cualquier A € V, A=a si y s6lo si existe
un arbol-A cuyo rédito sea «.

Suponga primero que « es el rédito de un arbol-A. Se prueba, por induccién en el nimero de vértices
interiores en el drbol, que A=a. Si hay un solo nodo interior, el drbol debe lucir como el de la Figura 5.6.

< %

Figure 5.6: Arbol de derivacién con un solo nodo interior

En ese caso, X1, Xs, ..., X,, debe ser @ y A — « debe ser una produccién de P, por la definicién de un
arbol de derivacion. Luego, A = a.

Supdngase ahora que el resultado es védlido para arboles con hasta k — 1 nodos interiores. Sea « el rédito
de un &arbol-A con k nodos interiores, para algin k > 1. Considere los hijos de la raiz; no pueden ser
todos hojas ya que k > 1. Sean las etiquetas de los hijos X1, Xo, ..., X, desde la izquierda. Entonces
A — X1X5...X, es una produccién en P. Note que en la discusién siguiente n > 1.

Si el i-ésimo hijo no es una hoja, es la raiz de un subarbol y X; € V. El subarbol debe ser un arbol-X;
y tendra algtn rédito «;. Si el vértice 7 es una hoja, sea a; = X;. Es facil ver que si j < 4, el vértice j y sus
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descendientes estan a la izquierda del vértice j y de todos sus descendientes. Por lo tanto, @ = ajas ... ay,.
Un subarbol debe tener menos vértices interiores que el arbol original, a menos que sean el mismo arbol.

. z . . .z 7 . . . * . *
Por la hipétesis de induccion, para cada vértice ¢ que no es una hoja X;=a;. Si X; = «;, entonces X;=q;,
trivialmente. Poniendo todas estas derivaciones parciales juntas,

A= X1 Xs. ..Xnéoéle. ..Xn:*>0[10éz. ..Xné. ..:*>O[1042. Oy =

Por lo tanto A= ¢a. Nétese que la anterior es s6lo una de las posiblemente muchas derivaciones que se
pueden obtener.

Suponga ahora que A=a. Se debe mostrar que existe un &rbol-A con rédito a. Si A = «, entonces
A — « estd en Py hay un drbol con rédito v que tiene la forma de la Figura 5.7.

A
// \ (con =X X,.. Xy
X, X, . Xy

Figure 5.7: Arbol-A con rédito a

Supéngase ahora que para cualquier variable A, si A=« en menos de k pasos, hay un arbol-A con rédito
«. Suponga que A=q por una derivacién de k pasos. Sea A = X1 Xs...X,, el primero de estos pasos;
cualquier simbolo de a debe ser uno de X1, Xo, ..., X,, o ser derivado de uno de ellos. También, la parte de
a derivada de X; debe estar a la izquierda de los simbolos derivados de X, si ¢ < j. Por lo tanto es posible
escribir & como s ... a,, en que para cada ¢ entre 1 y n,

e a; = X; si X; es un terminal, y
* . .
e X,=q; si X; es una variable

Si X; es una variable, la derivacién de «; desde ella debe tomar menos de k pasos. Por lo tanto, por la
hipétesis de induccién, por cada X; que es una variable, hay un arbol-X; con rédito «;, que se denominara

T;. Se construye un arbol-A con n hojas, con etiquetas X1, Xo, ..., X,. Cada vértice con etiqueta X; &€ T
se reemplaza por el arbol T;. Si X; es un terminal no se reemplaza el nodo.
A
X1 X9 X3 XN-1 XN
( terminal ) ( terminal )

Figure 5.8: Construccién del arbol-A

El rédito del arbol asi construido es a;, como se queria.
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Si en cada paso de una derivacion se usa una produccién para reemplazar la variable de mas a la izquierda
en la forma sentencial, se dice que esa es una derivacién por la izquierda. Similarmente, si es la variable de
mas a la derecha, se dice que es una derivacion por la derecha.

Siw € L(G) para alguna gramética libre de contexto G, entonces w tiene al menos un drbol de derivacion;
y correspondiente a un arbol de derivaciéon en particular, w tiene una tnica derivacién por la izquierda y
una unica derivacién por la derecha. Por supuesto que w puede tener varias derivaciones por la izquierda y
varias derivaciones por la derecha ya que puede haber més de un arbol de derivacién para w. Sin embargo,
es facil mostrar que por cada arbol de derivaciéon hay sélo una derivacion por la izquierda y, también, una
Unica derivacién por la derecha.

Ejemplo 73 La derivacién por la izquierda que corresponde al arbol del ejemplo anterior es
S = aAS = aSbAS = aabAS = aabbaS = aabbaa

y la derivacién por la derecha es
S = aAS = aAa = aSbAa = aSbbaa = aabbaa

d

Una gramatica G tal que algin string tiene dos arboles de derivacién se dice que es ambigua. Una
definicién equivalente es que algun string tenga méas de una derivacion por la izquierda o méas de una por la
derecha. Un lenguaje libre de contexto para el cual toda gramética es ambigua, se dice que es un lenguaje
inherentemente ambiguo. Més adelante se vera que existen lenguajes inherentemente ambiguos.

5.6 Simplificacion de Gramaticas

Hay varias maneras en que se puede restringir el formato de las producciones, sin reducir el poder generador
de las graméticas libres de contexto. Si L es un lenguaje libre de contexto no vacio, entonces puede ser
generado por una gramatica libre de contexto, G, con las siguientes propiedades:

e Cada variable y cada terminal de G aparece en la derivacién de algin string de L

e No hay producciones de la forma A — B, en que A y B son variables

Maés ain, si € € L, no es necesario que haya producciones de la forma A — €.
Primero se verd cémo eliminar simbolos inttiles de una gramética. Sea G = (V, T, P, S) una gramadtica.
Un simbolo X es 4til si existe una derivacién

S=aXp=w

para algin «, 8y w, con w € T*. Si un simbolo no es util, se dice que es inutil. Hay dos aspectos que
considerar en esto de la utilidad. Primero, algin string de terminales debe ser derivable de X y, segundo,
X debe ser parte de un string derivable de S. Pero no sélo eso, sino que ademas X debe ocurrir en alguna
forma sentencial de la que es posible derivar un string del lenguaje.

Lema 3 Dada una gramdtica libre de contexto G = (V,T, P,S), con L(G) # 0, es posible encontrar efecti-
vamente una gramdtica libre de contexto, G' = (V',T, P’,S), tal que para todo A € V' hay un w € T* para

el cual A=w.

Demostracién : Cada variable A con producciones A — w en P, pertenece a V'. Si A — X1X5...X, es
una produccién en que cada X; es un terminal o una variable que ya estd en V', entonces es posible derivar
un string de terminales desde A por una derivacién que comienza con A = X;X5... X, y, por lo tanto,
A € V'. El conjunto V' se puede calcular con el siguiente algoritmo:
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OLDV := {);
NEWV := {A/A — w € P con w € T*};
while OLDV # NEWYV do begin
OLDV := NEWYV;
NEWYV := OLDV U{A/A — w € P con o € (TU OLDV )*}

NS

W

NN N N~
(@) w
T O —

end
(6) V-PRIMA := NEWV

El algoritmo anterior encuentra todas las variables A que pertenecen a V’'. Si A es puesto en NEWV
en linea (2) 6 (5) es porque deriva un string de terminales. Para demostrar que NEWV tendra todas esas
variables, se debe probar que si A deriva un string de terminales, w, entonces A serd eventualmente puesto
en NEWV. La prueba es por induccién en el largo de la derivacién A=>w. Nétese que P’ es el conjunto de
todas las producciones cuyos simbolos estédn en V/ U T.

Base: Si el largo de la derivacién es 1, entonces A — w es una produccién y A es puesto en NEWYV en la
linea (2).

Induccién: Sea A — X;X5...X,—w una derivacién con k pasos. Entonces se puede escribir w =
WIW?2 . .. Wy, €N qUe Xi:*>wi, 1 < ¢ < n, por una derivaciéon de menos de k pasos. Por la hipdtesis
de induccién los X; que sean variables son eventualmente puestos en NEWYV. La condiciéon de la sen-
tencia while en la linea (3), justo después que el ltimo de los X; se agrega a NEWYV es falsa, ya que ese
X; no estd en OLDV. Por lo tanto hay una iteracién adicional (al menos), en la que A serd agregada
a NEWYV en la linea (5). Sea V' el conjunto calculado en linea (6) y sea P’ el conjunto de todas
las producciones cuyos simbolos estdn en V' UT. Con toda seguridad G’ = (V/, T, P', S) satisface la
propiedad de que si A € V', entonces A=w, para algin w € T*. También, como cada derivacién en G’
es una derivacién de G, se sabe que L(G’) C L(G). Si hubiera algin w € L(G) y no en L(G'), entonces
cualquier derivacién de w € G debe incluir una variable en V' — V o una produccién en P — P’ (que
implica que se usa una variable en V — V'). Pero entonces existe una variable en V — V' que deriva
un string de terminales, una contradiccion.

d

Lema 4 Dada una gramdtica libre de contexto G = (V,T,P,S), es posible encontrar efectivamente una
gramdtica libre de contexto equivalente, G' = (V',T', P',S), tal que por cada X en V' UT’ existen o y B en

(V' UT* tales que S= graXp3.

Demostracién :  El conjunto V' UT” de simbolos que aparecen en las formas sentenciales derivables de G se
puede construir por un algoritmo iterativo. Ponga S en V'. Si Aestd en V' 'y A — ail|as ... a,, entonces
agregue a V' todas las variables que aparezcan en aj, aso, ...0 n, y a T’ todos los terminales en «j,
asg, ..., an. P’ es el conjunto de producciones en P que sélo tienen simbolos de V/ U T".

a

Aplicando primero el lema anterior, y a continuacion este 1ltimo, es posible convertir una gramaética en
una equivalente sin simbolos inttiles. Es interesante notar que si se utilizan en el orden contrario es posible
que aun queden simbolos inttiles.

Teorema 18 Todo lenguage libre de contexto no vacio es generado por una gramdtica libre de contexto que
no tiene simbolos initiles.

Demostracién : Sea L = L(G) un lenguaje libre de contexto no vacio. Sea G el resultado de usar el primer
lema en G, y sea G4 el resultado de aplicar la construccién del segundo lema a G;. Suponga que G5 tiene
un sfmbolo inttil X. Por el tltimo lema, hay una derivacién S= GaaX 3. Ya que todos los simbolos de G
son simbolos de G, del primer lema se sabe que S= G1aX 3= Gyw para algin string de terminales w. Por
lo tanto, ningtn simbolo en la derivacién aX = Giw es eliminado por el segundo lema. Por lo tanto, X
deriva un string de terminales en G2 y no es inttil como se suponia.
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a

Ejemplo 74 Considere la gramatica
S — ABja
A — a
Por el primer lema, se nota que ningiin string de terminales es derivable de B. Por lo tanto se elimina B
y la produccién S — AB, con lo que queda
S — a
A — a
Aplicdndole el segundo lema, sélo S y a aparecen en formas sentenciales. Por lo tanto, ({S},{a},
{S — a}, S) es una gramatica equivalente sin simbolos intitiles.
Si se hubiera aplicado primero el segundo lema a la gramatica original, se hubiera deducido que todos los
simbolos aparecen en formas sentenciales. Aplicando luego el primer lema, se hubiese obtenido la segunda
gramatica, que ain tiene un simbolo inutil, A.

d

Se verd ahora cémo eliminar producciones de la forma A — &, llamadas producciones vacias (e-pro-
ductions). Es claro que si € € L(G), no es posible eliminar todas las producciones vacias de G, pero si
e & L(G), esto es posible. El método consiste en determinar, para cada variable A, si es posible que A=>¢,
en cuyo caso se dice que A es anulable. Es posible reemplazar cada producciéon B — X1 X5 ... X,, por todas
las producciones que se forman al eliminar algin subconjunto de aquellos X;’s que son anulables, pero sin
incluir B — ¢, atin cuando todos los X; sean anulables.

Teorema 19 Si L = L(G) para alguna gramdtica libre de contexto G = (V,T, P, S), entonces L—¢ es L(G')
para alguna gramdtica libre de contexto, G', sin simbolos initiles ni producciones vacias.

Demostracién :  Es posible determinar los simbolos anulables de G con el siguiente algoritmo. Si A — ¢
es una produccién, entonces A es anulable. Si B — «a es una produccién y todos los simbolos de a son
anulables, entonces B es anulable. Este proceso se repite hasta que ningiin otro simbolo anulable pueda ser
encontrado.

El conjunto de producciones P’ se construye como sigue. Si A — X1 X5...X,, estd en P, agregue a P’
todas las producciones A — aqas . .. ay, donde

e si X; no es anulable, entonces a; = X;
e si X; es anulable, entonces a; es X; o ¢

e no todos los a;’s son ¢

Sea G” = (V,T, P,S). Se mostraré que para todo A€V yw e T*, A= guw ssiw € e y A= gw.

Sea A= qw y w € e. Se prueba, por induccién en i, que A= gw. La base, i = 1, es trivial, pues A — w
debe ser una produccién en P. Dado que w ¢ &, también es una produccién en P’. Para la induccién, sea
i > 1. Entonces A:G>X1X2 .. Xn£>1 cw. Sea w = wiws ...w,, tal que para cada j, Xj:*>wj en menos de i
pasos. Siw; # ¢y X; es una variable, entonces por la hipétesis de induccién se tiene X ;= grnw;. Siw; = ¢
entonces X; es anulable. Por lo tanto, A — (1/52... 05, es una produccién en P’, con §; = X; siw; # ey
B; = e siwj =¢e. Como w # ¢ no todos los 3 son €. Por lo tanto se tiene una derivacién

* * * *
A:>ﬂlﬂg...6n$w162...6n:>’LU1’LU2...6n$...:>’wlw2...’wn:’LU

en G”. Es decir, A= gnw.
Suponga ahora que A= grw. Con toda seguridad w # ¢ ya que G” no tiene producciones vacias. Se
muestra por induccién en i que A= cw. Para la base, i = 1, observe que A — w estd en P’. Debe haber una
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produccién A — « en P tal que al eliminar algunos simbolos anulables desde «, se obtiene w. Por lo tanto
hay una derivacién A= ga= gw en que a=w envuelve el derivar ¢ de los simbolos anulables en o necesarios
de eliminar para obtener w. Para la induccidén, sea i > 1. Entonces Ag» X1 X5 ... Xn= grw. Debe haber
alguna producciéon A — 3 en P, tal que X1 X5 ... X, se logre al eliminar algunos simbolos anulables de (3.
Por lo tanto, A= X1 Xs ... X, Seaw = wiws . .. wy, tal que para todo j, Xj:*> grw; en menos de ¢ pasos.
Por la hipétesis de induccién, X;= cw; si X; es una variable. Si X, es un terminal, entonces w; = X; y
X;= gw; se cumple trivialmente. Por lo tanto A= gw.

El tltimo paso es aplicar el teorema anterior a G” para obtener G’ sin simbolos inttiles. Ya que las

construcciones de los lemas no introducen producciones nuevas, G’ no tiene simbolos intitiles ni producciones
vacfas. Ademds, S= g/w siy sélosi w # ey S= gw. Esto es, L(G') = L(G) = L(G) — {¢}.

a

De aqui en adelante se asumira que las gramaticas no tienen simbolos intitiles. Ahora se prestara atencién
a las producciones de la forma A — B cuyo lado derecho consiste sélo de una variable. Estas producciones
son llamadas producciones unitarias (unit productions). Todas las otras producciones, incluyendo aquellas
de la forma A — a, o producciones vacias, son llamadas producciones no unitarias (non unit).

Teorema 20 Todo lenguaje libre de contexto no vacio y sin € es definido por una gramdtica sin simbolos
indtiles, producciones vacias y producciones unitarias.

Demostracién : Sea L un lenguaje libre de contexto sin e y L = L(G) para alguna gramética G = (V, T, P, S).
Por el teorema anterior se puede asumir que G no tiene producciones vacias. Se construye un nuevo conjunto
de producciones P’, incluyendo primero todas las producciones no unitarias de P. Luego, si A= B, con
A, B €V, se agrega a P’ todas las producciones de la forma A — «a, en que B — « es una produccién no
unitaria en P.

Observe que es facil saber si A= ¢ B, ya que G no tiene producciones vacias y si

AGB1GB2G ... GBuGB

y alguna variable aparece dos veces en la secuencia, se puede encontrar una secuencia mas corta de produc-
ciones unitarias que resulten en A= ¢B. Por lo tanto es suficiente considerar sélo aquellas secuencias de
producciones unitarias que no repiten variables de G.

Suponga ahora que w € L(G) y considere una derivacién por la izquierda para w en G.

= = =
S=aydo1c...cany =w

Si, para 0 < i < N, aigaiﬂ por una produccién no unitaria, entonces aizai+1. O bien si Oéi:G>OZ7;+]_ por
una produccién unitaria, pero «o;_1Gra; por una no unitaria, o ¢+ = 0, y ademas ai+12ai+22 ... :G>aj, todas
por producciones unitarias con oy ZajH por una no unitaria; entonces a4 1042 . .. a; todos tienen el mismo
largo y ya que la derivacion es por la izquierda, el simbolo reemplazado en cada una de ellas estd en la misma
posicién. Pero entonces a;Grajy1 por una de las producciones en P’ — P. Por lo tanto, L(G') = L(G).
Para terminar la demostracién, basta notar que G’ no tiene producciones unitarias ni vacfas. Si se usan los
lemas anteriores para eliminar los simbolos intutiles no se agregan producciones, por lo tanto se obtiene una
gramatica como la pedida.

5.7 Formas Normales

En esta seccién se veran dos formas normales para gramaticas libres de contexto. Se vera que para toda
gramatica libre de contexto existe una gramadtica equivalente con restricciones en la forma de sus produc-
ciones.
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Teorema 21 (Forma Normal de Chomsky) Todo lenguaje libre de contexto sin e es generado por una
gramdtica en que todas las producciones son de la forma A — BC o0 A — a, en que A, B y C son variables
y a es un terminal.

Demostracién : Sea G una gramética libre de contexto que genera un lenguaje que no contiene €. Por
el teorema anterior es posible encontrar una gramética equivalente, G = (V,T, P, S), tal que P no tiene
producciones unitarias ni vacias. Por lo tanto, si una produccién tiene un tinico simbolo a la derecha, ese
simbolo es un terminal, y por lo tanto la produccién esta en una forma aceptable.

Considere una produccién en P, de la forma A — X1 X5... Xy, con N > 2. Si X; es un terminal a,
se introduce una nueva variable C; y una produccién C, — a que estd en una de las formas permitidas.
Luego se reemplaza X; por C, en la produccién original. Sea V' el nuevo conjunto de variables y P’ el nuevo
conjunto de producciones. Considere la gramética Go = (V', T, P’,S), que no est atin en la forma normal
de Chomsky. Si ag, (3, entonces a= g,3. Por lo tanto L(G1) C L(G2). Se muestra, por induccién en el
nimero de pasos de la derivacién, que si A= g,w, para A € V y w en T*, entonces Ag, w. El resultado es
trivial para derivaciones de un paso. Supéngase que se cumple para derivaciones de k pasos. Sea A= G, W
una derivacién de k + 1 pasos. El primer paso debe ser de la forma A — B1Bsy ... By, con N > 2. Se puede
escribir w = wyws ... wy, en que B> G,Wi, con 1 <4 < M.

Si B; es C,,, para algin terminal a;, entonces w; debe ser a;. Por la construccién de P’, hay una
producciéon A — X1X5...X,, de P, con X; = B; si B; estden V y con X; = a; si B; esta en V' — V.
Para los B; € V, se sabe que la derivacién B;= G, w; toma no més de k pasos, luego, por la hipdtesis de
induccién, X, = ¢, w;. Por lo tanto A= G W.

Se ha probado el resultado intermedio de que cualquier lenguaje libre de contexto puede ser generado
por una gramdtica en que cada produccién tiene la forma A — a o la forma A — B1By... By, (M > 2), en
que A, By, Bs, ..., By son variables y a es un terminal.

Considere una gramdtica de ese tipo, Go = (V', T, P’,S). Se modifica G2 agregando algunos simbolos adi-
cionales a V'’ y reemplazando algunas producciones de P’. Por cada produccién de la forma A — B1Bs ... By
en P’ con M > 3, se crean nuevas variables D1, Ds, ..., Dy o y se reemplaza A — B1Bs... By por el
conjunto

A — B1D1,Dy — B3Ds,...,Dyo2 — By 1By

Sea V" el nuevo conjunto de variables y P” el nuevo conjunto de producciones. Sea G = (V”, T, P",S).
La gramética G5 est4 en la forma normal de Chomsky. Es claro que si A= @, 03, entonces A G,y entonces
L(G2) C L(G3). Pero también se cumple que L(G3) C L(G3), como puede demostrarse en esencialmente la
misma forma en que se mostré que L(G2) C L(Gy).

Ejemplo 75 Considere la gramadtica ({S, 4, B}, {a, b}, P, S) con las producciones
S — bA|aB
A — bAA|aS|a
B — aBB|bS|b
Las tnicas producciones que ya estdn en la forma correcta son: A — a y B — b. Luego, primero se
transforma a la gramatica
S — ObA|CaB
A — CyAA|C,S|a
B — C(C,BB|CyS|b
C, — a
Ob — b
En la segunda etapa se reemplaza por la gramatica
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S — GyA|C,B
S — CpD1|C.S|a
B — CoDs|CyS|b
C, — a
Ob — b
D, — AA
D, — BB

que esta en la forma normal de Chomsky.

d

Ahora se vera otra forma normal que utiliza producciones cuyo lado derecho comienza con un terminal
seguido, posiblemente, por variables. Primero se presentan dos lemas que dicen que es posible modificar las
producciones de una gramatica en ciertas formas, sin alterar el lenguaje que genera.

Lema 5 Se define una produccion-A como una produccion que tiene la variable A en su lado izquierdo.
Sea G = (V,T,P,S) una gramdtica libre de contexto. Sea A — a1Bas una produccion en P y sean B —
B1)B2] ... |Bn todas las producciones-B de P. Sea G1 = (V,T,P1,S), obtenida al eliminar la produccion
A — a1 Bay de P y agregando las producciones A — a1 fran|arfeasl. .. |anBnas. Entonces L(G) = L(G1).

Demostracién :  Es claro que L(G1) C L(G), ya que si A — «a18;as es usada en alguna derivacién en Gy,
entonces AG a1 Bascaif;as puede usarse en G. Para ver que L(G) C L(G1) basta notar que A — a1 Bas es
la nica produccién de G que no estda en GG1. Sin embargo, si A — a1 Bag es usada en alguna derivacién en
G, la variable B debe ser reescrita posteriormente usando alguna de las producciones B — f3;, ya que ellas
son todas las producciones-B en P. Estos dos pasos pueden entonces reemplazarse por el paso AC:f1 a1 fB;as.

d

Lema 6 Sea G = (V,T, P, S) una gramdtica libre de contexto. Sean A — Aai|Aasg|...|Aan el conjunto
de producciones-A en que A es el simbolo de mds a la izquierda en el lado derecho de la produccion. Sean
A — (1182|...|BN las restantes producciones-A de P. Sea G; = (V',T,Py,S) la gramdtica formada
al agregar la variable B a V. (V' = V U B) y al reemplazar todas las producciones-A por las siguientes

producciones
A — ﬂ’L B — (67
A — (B (1<i<m) B — @B (1<i<N)

Entonces L(G1) = L(G).

Demostracién : En una derivacién por la izquierda, una secuencia de producciones de la forma A — Aq;
debe eventualmente terminar con una de la forma A — ;. La secuencia de pasos en G,

A= Aail = Aaizail = ... = Aailail_l e T ﬂjaipa%%l cee QG
puede reemplazarse por la secuencia en G
A= ﬂjB = ﬂjaipB = ﬂjaipaip_lB = ... =
ﬂjaipaip_l QG = ,Bjocipozip_l ceL QG

a

La transformacién inversa también puede hacerse. Por lo tanto, L(G) = L(G1). La Figura 5.9 ilustra esta
transformacién usando drboles de derivacién. Se ve que una cadena de A’s extendiéndose hacia la izquierda
en GG se reemplaza por una de B’s que se extiende hacia la derecha en Gj.

Teorema 22 (Forma Normal de Greibach) Todo lenguaje libre de contexto L, sin e, puede ser generado
por una gramdtica libre de contexto en que cada produccion es de la forma A — aa, en que A es una variable,
a es un terminal y « es un string (posiblemente vacio) de variables.



94 CHAPTER 5. ACEPTACION Y GENERACION DE LENGUAJES LIBRES DE CONTEXTO

A A

Figure 5.9: Transformacién haciendo uso de drboles de derivacion

Demostracién :  Sea G = (V,T, P,S) una gramadtica libre de contexto en la forma normal de Chomsky,
que genera L. Suponga que V = {41, As,..., Ay }. El primer paso en la construccién es modificar las
producciones, de manera que si A; — Aj;vy es una produccion, entonces j > i. Comenzando de A; y
procediendo hacia Aj; se asume que las producciones han sido modificadas de forma que, para 1 < 7 < k,
A; — Ajv es una produccién sélo si j > ¢. Luego se modifican las producciones-Ay.

Si Ap — Aj7 es una produccién, con j < k, se genera un nuevo conjunto de producciones sustituyendo
por A; el lado derecho de cada produccién-Aj;, de acuerdo al primero de los lemas previos. Repitiendo el
proceso k — 1 veces a lo mds, se obtienen producciones de la forma Ay — A;7, con [ > k. Las producciones
con [ = k son entonces reemplazadas de acuerdo al segundo de esos lemas, introduciendo una nueva variable
By.. El algoritmo es el que sigue
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(1) for k := 1 to M do begin
(2) forj:=1tok—1do
(3) for cada produccion de la forma Ay — Ao do begin
(4) for todas las producciones A; — 3 do
(5) agregue la produccion A — Sa;
(6) elimine Ay, — Aja
end

(7) for cada produccion de la forma A — Ara do begin
(8) agregue producciones de la forma By — a y By — aBg;
9) elimine Ay — Apa

end
(10) for cada produccion de la forma Ay —

en que (3 no empieza con Ay do
(11) agregue la produccion Ay — BBy

end

Repitiendo el proceso para cada variable original, se tienen sélo producciones de las formas

A —  Ajy 7>
A — ay aeT
B, — y S (VU{Bl,BQ,...,Bi_l})*

Note que el simbolo de més a la izquierda en el lado derecho de alguna produccién para Ajp; debe ser un
terminal, ya que Ay es la variable con niimero mayor. El simbolo de més a la izquierda en el lado derecho de
una produccién para A1 debe ser Aps o un simbolo terminal. Cuando sea Ajs, se puede generar nuevas
producciones al reemplazar Aj; por el lado derecho de las producciones para Aj,;, de acuerdo al primero
de los lemas. Estas producciones deben tener lados derechos que comiencen con un simbolo terminal. Se
procede entonces con las producciones para Ay_o, ..., As, Ay, hasta que el lado derecho de cada produccion,
para algin A;, comienza con un simbolo terminal.

Por tltimo, se examinan las producciones para las variables nuevas B1Bs ... By;. Ya que se comenzé con
una gramatica en la forma normal de Chomsky es facil probar, por induccién en el niimero de aplicaciones
de los lemas, que el lado derecho de cada produccion-A;, 1 < ¢ < M, comienza con un terminal o A; Ay, para
algin j y k. Por lo tanto « en linea (7) del algoritmo anterior nunca es vacio o comienza con algin Bj, es
decir las producciones-B; no pueden comenzar con otro B;. Por lo tanto todas las producciones-B; tienen
lados derechos que comienzan con terminales o A;’s; otra aplicacién del primer lema para cada produccién
B; completa la construccion.

d

Ejemplo 76 Se convertird a la forma normal de Greibach la gramdtica G = ({41, Az, 43}, {a,b}, P, A1), en
que P consiste de:

A1 — A2A3

A2 — A3A1 |b

Ag — A1A2|Cl

Paso 1: ya que el lado derecho de las producciones para A; y Ao comienzan con terminales o variables de
nimero mas alto, se comienza con la produccién As — A;As;. En lugar de A; se usa A3As, ya que
Ay — Ay Aj es la tnica produccién para A;. El resultado es

A1 — A2A3

Ag — A3A1 |b

A3 — A2A3A2|a
Como el lado derecho de la produccién Az — As A3 As empieza con una variable de menor nimero, se
sustituye Az (su primera ocurrencia) tanto por AzA; como por b. El resultado es
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Al — A2A3
Ag — A3A1 |b
A3 — A3A1A3A2|bA3A2|CL
Se aplica ahora el segundo lema a las producciones-Ag, con Bs, una nueva variable. El resultado es
A1 — A2A3
—  AsAqlb
Ag — bA3A2B3|CLBg|bA3AQ|a
— A1 A3A3|A1 A3 A2 B3

Paso 2: Ahora, todas las producciones-A3 tienen un lado derecho que comienza con un terminal. Ellos se
usan para reemplazar Az en A; — A3A; y entonces las producciones para As se usan para reemplazar
As en la produccion Ay — AsAsz. El resultado es

Ag — bA3A2B3|CLBg|bA3A2|a

— bA3AgB3A1|CLB3A1|bA3A2A1|CLA1|b

A1 — bAgAgB3A1A3|aB3A1A3|bA3A2A1A3|CLA1A3|bA3
— A1A3AQ|A1A3A233

Paso 3: Las dos producciones- B3 se convierten a la forma adecuada, resultando 10 producciones. Se reem-
plaza el lado derecho de las 5 producciones-A; por la ocurrencia de A; como primer simbolo del lado
derecho de las producciones-Bs. El resultado es

Ag — bA3A2B3|CLBg|bA3AQ|a

AQ — bAgAQBgAl|CLBgA1|bA3A2A1|CLA1|b

A1 — bAgAQBgAlAg|aB3A1A3|bA3A2A1A3|CLA1A3|bA3

B3 — bA3AQB3A1A3A3A2|CLB3A1A3A3A2|bA3A2A1A3A3A2|aA1A3A3A2|bA3A3A2

|bA3AgB3A1A3A3AgB3 |CLB3A1A3A3AQB3 |bA3A2A1A3A3AgB3 |G,A1A3A3AQB3
|bA3A3AgB3

una gramatica en la forma normal de Greibach, que es equivalente a la original.

5.8 Equivalencia entre LLC y Automatas Apiladores

En esta seccién se probara el resultado fundamental que la clase de lenguajes regulares aceptados por los
autématas apiladores es precisamente la clase de los lenguajes libres de contexto.

Primero se verd que los lenguajes aceptados por un AA por estado final son exactamente los lenguajes
aceptados por un AA por stack vacio. Luego se muestra que los lenguajes aceptados por stack vacio son
exactamente los lenguajes libres de contexto.

Teorema 23 Si L es L(Ms) para algin AA Ms, entonces L en N(My) para algin AA, M.

Demostracién : En resumen, se quiere que M7 simule a Ms, con la opcién para M; de vaciar su stack cada
vez que M entre a un estado final. Se usa un estado g. de M; para vaciar el stack y se usa un marcador
del fondo del stack Xy de M7, para que M7 no acepte un string en forma accidental si My vacia su stack en
un estado no final. Sea Ms = (Q, %, T, 0, qo, Zo, F') un AA tal que L = L(Ms). Sea

Ml - (Q U {qeaQ6}7 E7F U {X0}75/aQ65X05®)
con ¢ definida por
1. 5/(Q67€7X0) = {(QO7Z0XO)}

2. ¢'(q,a, Z) incluye los elementos de §(¢,a,2), Vg€ Q,ac X U{e}, Z €T
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3.Vqe FyZeTU{Xp}, §(q,¢e,Z) contiene (g, <)
4. VZ e TU{Xo}, ¢'(¢e, e, Z) contiene (ge,€)

La regla (1) hace que M; entre la descripcién instantdnea inicial de M, excepto que M tendra su propio
marcador, Xj, al fondo del stack. La regla (2) le permite a M; simular las movidas de M,. Si M, entra
alguna vez a un estado final, las reglas (3) y (4) le permiten a M; la eleccién de entrar al estado g. y vaciar
su stack (por lo tanto, aceptando el input) o de continuar simulando a Ms. Se debe notar que Ms podria
vaciar su stack para algin string X que no estd en L(Mz). Por esta razén M; tiene una marca propia al
fondo del stack. Si no Mj, simulando a My, podria vaciar su stack y aceptar X cuando no debiera.

Sea X € L(Ms,). Entonces (qo, X, ZO)J\'}2 (¢,€,7) para algin g € F. Considere M; con el string X. Por
regla (1)

(4h, X, Xo) a1, (90, X, ZoX0)

por regla (2), todas las movidas de My son legales en My, por lo tanto

(qo; Xa ZO)]\Z1 (q7 g, '7)

Si un AA puede hacer una secuencia de movidas desde una descripcién instantdnea dada, también puede
hacer la misma secuencia de movidas desde cualquier DI obtenida de la primera insertando un string de
simbolos del stack bajo el contenido original. Por lo tanto

(Q6a Xa XO)I\'/_Il (QOv X, ZOXO) F (Q7 g, rYXO)

Por las reglas (3) y (4), porque ¢q € F,

'7 *
(g,&,7X0)r (Ges€,€)

Por lo tanto,

(q67 XJ XO)]\Zl (qea &, 8)

y asi, M; acepta X por stack vacio, es decir, X € N(M).

En el otro sentido, si M7 acepta X por stack vacio, es facil mostrar que la secuencia de movidas debe ser
una movida por regla (1), luego una secuencia por regla (2) en que M; simula la aceptacién de X por Mo,
seguido del vaciamiento del stack de M; usando reglas (3) y (4). Por lo tanto X debe estar en L(Ms).

Teorema 24 Si L es N(M,) para algin AA My, entonces L es L(Ms) para algin AA, Ms.

Demostracién :  Ahora se quiere que M, simule a M; y pueda detectar cuando M; vacia su stack. La
méquina My entra a un estado final cuando y sélo cuando esto sucede. Sea M; = (Q, %, T, 4, qo, Zo, D) un
AA tal que L = N(M;). Sea

M = (QU{qp,qr} 2, T U{Xo}, 0", g5, Xo, {gr})
en que ¢’ se define como sigue
1. 5/(Q67€7X0) = {(QO7Z0XO)}
2.VqgeQ,aeXU{ety ZeTl: §(¢q,a,2)=0(q,a,2)

3. Vg € Q, d'(q,e,Xo) contiene (gy,¢)
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La regla (1) hace que M, entre la DI inicial de M7, excepto que My tendrd su propio marcador Xy, bajo
los simbolos que M; tendria en su stack. La regla (2) permite que My simule M;. Si alguna vez M vaciara
su stack completamente, entonces Mo, al simular a M7, vaciard su stack excepto por el simbolo Xg puesto
al fondo. La regla (3) hace entonces que My, al aparecer X, entre a su estado final, aceptando el string. La
prueba de que L(M2) = N (M) es similar a la del teorema anterior.

O
Teorema 25 Si L es un lenguaje libre de contexto, existe un AA, M, tal que L = N(M).

Demostracién : Se asume que € ¢ L(G). La construccién es muy similar cuando € € L(G). Sea G =
(V,T, P,S) una gramédtica libre de contexto en la forma normal de Greibach que genere L. Sea

M - ({q}’T7‘/76aQ757®)

en que d(q,a, A) contiene (g,7) si y sélo si A — a7y es una produccién en P.

El AA, M, simula derivaciones por la izquierda en G. Como G estd en la forma normal de Greibach,
cada forma sentencial en una derivacién por la izquierda consiste de un string de terminales X, seguido de
un string de variables . M almacena el sufijo a de la forma sentencial en su stack después de procesar el
prefijo X.

Formalmente, se muestra que

S=Xa por una derivacién por la izquierda
si y sélo si
- *
(Qa Xa S)M (Qa €, Oé)
i *

Primero, suponga que (g, X, S)]\F/[ (¢, €, a); se muestra, por induccién en i, que S=Xa. La base, i = 0,
es trivial ya que X = ¢y o = S. Para la induccién se asume que ¢ > 1 y sea X = Ya. Considérese el
pentltimo paso:

1—1
(¢.Ya,5) F (q,a,8) - (q,¢, )
si se remueve a desde el final del string de entrada en las primeras ¢ DI’s de la secuencia, se descubre que
i—1
(q7 Y7 S) '_ (q7 67 ﬂ)

yva que a no puede afectar las movidas de M hasta que es realmente eliminado del input. Por la hipdtesis
de induccién, S=Y 3. La movida (¢, a, 8) F (g, ¢, a) implica que 8 = Ay para algin A € V, A — an es una
produccién de G y a = ny. Por lo tanto

SSY B = Yany = Xa
Ahora supéngase que S=Xa por una derivacién por la izquierda. Se muestra, por induccién en I, que
(¢, X, S)li(q,e, «). La base, i = 0, es trivial nuevamente. Sea i > 1 y suponga que
S=Y Ay = Yany
en que X =Yay a=ny. Por la hipétesis de induccion

(q,Y,5)(q, ¢, Ay)

*
y por lo tanto (g,Ya,S)F(q,a,Ay). Ahora, como A — an es una produccién, se deduce que d(g,a, A)
contiene (g,7). Por lo tanto

(¢, X,S8)(q,a,Av) F (g€, )

Esto concluye la demostracién del teorema. Basta notar que si o« = &, S=X si y s6lo si (¢, X, S)F(q, €, €).
Esto es, X € L(G) ssi X € N(M).
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Teorema 26 Si L es N(M) para algin AA, M, entonces L es un lenguaje libre de contexto.

Demostracién : Sea M el AA Q,%,T,6,qo, Zo, D). Sea G = (V, X, P, S) una gramética libre de contexto en
que V es un conjunto de objetos de la forma [q, A,p], en que ¢y p € Q y A € T, ademds de un nuevo sfimbolo
S. P es el conjunto de producciones

1. S —[q0, Zo,q] VgeQ

2. g, A, qurv1] — alqi, Bi,g2] (g2, B2, q3] - - - [an, Bar, qur41] para cada q,q1, 42, ..., quy1 € @, cada a €
YU{e} y A, By,Bs,...,By en T tales que 6(q,a, A) contiene (g1, B1Bs...By). Si M = 0, la pro-

duccién es [g, A, ¢1] — a.

Las variables y producciones de G se han definido de forma que una derivacién por la izquierda de X
en GG es una simulacién del AA, M, en input X. En particular las variables que aparecen en cualquier paso
de una derivacion por la izquierda en G, corresponden a los simbolos en el stack de M al momento en que
M ha visto tanto del input como lo generado por la gramética. Puesto de otra forma, la intencién es que
[g, A, p] derive X siy s6lo si X hace que M elimine una A de su stack usando una secuencia de movidas que
comienzan en el estado ¢ y terminan en el estado p.

Para mostrar que L(G) = N (M), se prueba por induccién en el nimero de pasos en una derivacién de G
o numero de movidas de M, que

[, A,p] "X ssi (¢, X, A)ar (p,e,€)

Primero se muestra por induccién en 4, que si (g, X, A)li(p, €,¢€) entonces [¢, A,p] = X. Sii = 1 entonces
d(g, X, A) debe contener (p, ). Aqui X es € o un simbolo simple. Por lo tanto [¢, A, p] — X es una produccién
de G. Sii>1,sea X =aY y

i—1

(Qaa}/aA) F (QDYaBlBQ- BN) + (p,@,@)

el string ¥ puede escribirse Y = Y;Y5...Yy en que Y; tiene el efecto de hacer pop de B; desde el stack
(posiblemente después de muchas movidas). Esto es, sea Y7 el prefijo de Y al fin del cual el stack por primera
vez llega a tener N — 1 simbolos. Sea Y3 el substring de Y que sigue a Y7, tal que al final de Y5 por primera
vez el stack tiene N — 2 simbolos, y asi sucesivamente.

Noétese que B1 no es necesariamente el n-ésimo simbolo en el stack durante el tiempo en que Y7 esta siendo
leido por M; B; puede ser cambiado si estd al tope del stack y ser reemplazado por uno o mas simbolos.
Sin embargo, ninguno de By, Bs, ..., By estdn nunca al tope mientras Y7 estd siendo leido, por lo tanto no
pueden ser cambiados ni influenciar las movidas. En general B; permanece sin cambios en el stack mientras
Yi,...,Y;_1 es leido.

Existen estados ¢2,¢s,...,qn+1 = p tales que

*

(qja }/ja BJ)'_(qj-i-la g, 6)

en menos de ¢ movidas de M (g; es el estado al que se entra cuando por primera vez el stack tiene n —j 41
simbolos). Por la hipétesis de induccién

(4, B, aj+1] =Y (1<j<N)
De la primera movida: (g,aY, A) F (¢1,Y, B1 B2 ... By) se sabe que
lg. A,p] = alq1, B1,q2] g2, B2, g3] - - - [an, Bn, qn+1]
y por lo tanto

(¢, A, p] S>aY1Ys... Yy =aY = X
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Supéngase ahora que [g, A, p] = X, se muestra, por induccién en i, que (q, X, A)F(p, €, ). La base, i = 1,
es inmediata ya que [q, A,p] — X debe ser una produccién de G y por lo tanto §(g, X, A) debe contener
(p,e). Nétese que X es € o estd en X.

Para la induccién suponga

g, A,p] = alq1, Bi,q2) ... [an, Bnyqn1] = X

en que gy4+1 = p. Se puede escribir X = aX1 Xy ... Xy en que [g;, Bj, gj+1] :*>Xj, (1<j < N),y con cada
derivacién en menos de i-pasos. Por la hipétesis de induccion

*

(45, X, Bj)F(gjt1.¢€,¢€) (1<j<n)
Si se inserta Bji1 ... By al fondo del stack en la secuencia anterior de DI’s, se ve que
(q,X, A) = (ql,XlXQ .. .XN,BlBQ .. BN)

es una movida de M y, por lo tanto, usando la anterior para j = 1,2,..., N, se tiene que

(¢, X, A)=(p,¢,¢)

La demostracién concluye con la observacién de que si ¢ = gg y A = Zp, se ha probado que

*

[(]07 ZOap] :*>X ssi (qc}a XJ ZO)F(pagu‘g)

Esta observacion, junto con la primera regla para construir G, dicen que

*

S=X ssi (g0, X, Zo)F(p, e, ¢)

para algtin estado p. Es decir, X € L(G) ssi X € N(M)

Ejemplo 77 Sea M = ({qo0,q1},{0,1},{X, Zo}, 4, qo, Zo,0) con § dada por

6(90,0,20) = {(q0,X20)}
6(q0707X) = {(CIO,XX)}
6(g0,1,X) = {(q1.¢)}
5(Q1715X) = {(Q175)}
6(qr,6,X) = {(q1,¢)}
o(q1,6,Z0) = {(q1,¢)}
Para construir una gramédtica libre de contexto, G = (V, T, P, S), que genere N (M), sea
Vo= {Sq0,X,q],[90,X,q],q,X,q],[q, X, q1],
[90, Zo, 0] » [q0, Zo, q1]  [q1, Zo, q0] » a1, Zo, 1]}
yI'={0,1}.

Para construir el conjunto de producciones con facilidad, es 1til darse cuenta que algunas variables pueden
no aparecer en derivaciones que comienzan con S. Se puede ahorrar algo de esfuerzo si se comienza con las
producciones-S' y se agregan aquellas para variables que aparecen en el lado derecho de alguna ya incluida

en P.
Las producciones para S son

S — [QOa ZO? QO]

S — [q0, Zo, q1]
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se agregan producciones para [qo, Zo, qo):
90, Zo, g0] — 0 [g0, X, go] [90, Zo, qo]
[90, Z0, 0] — 0q0, X, @1] [q1, Zo, qo]
requeridas por 6(qo, 0, Zo) = {(g0, X Zo)} son
90, Zo, a1] — 0[qo, X, qo] [q0, Zo, 1]
[90, Zo, 1] — 0q0, X, a1] [q1, Zo, 1]

también requeridas por §(qo, 0, Zo) = {(g0, X Z0)}.
Las producciones para las variables y las movidas relevantes de M, son:
[90, X,q0] —  0][g0, X, q0] [90, X, q0

]
— 0]go, X, q1] [q1, X, q0]
[q07X7 QI] - [q X7 QO] [q X QI]
- [q X7 QI] [qlaX QI]
porque
5(q0507X) = {(QO;XX)}
[QO7X7 Q1] —1 porque 6(Q0) 17X) = {(Chaf)}
91, Zo, 1] — € porque 6(q1,¢€, Zo) = {(q1,€)}
g1, X, q1] — € porque 6(q1,¢, X) = {(q1,€)}
[(]17X7 QI] —1 porque 5((]17 ]-7X) = {(CIh@)}

Debe notarse que no hay producciones para las restantes variables ( [¢1, X, go0] ¥ [q1, Z0, q0] ). Como todas
las producciones para [go, X, qo0] ¥ [90, Z0,qo] tienen [g1, X, qo] 0 [q1, Zo, qo] & la derecha, ningiin string de
terminales puede derivarse de ellas. Eliminando las producciones en que aparecen esas variables, se llega a

S — [qo0, Zo, ¢1] (g1, Z0, 1] — €
[90, Zo, q1] — 0q0, X, q1] [q1, Zo, q1] (g1, X, q1] — ¢
[q0, X, q1] = 0qo, X, 1] [q1, X, q1] (¢, X, 1] — 1
[QO,X, QI] —1

En resumen de esta seccion, se puede concluir que las siguientes tres aserciones son equivalentes:
e [ es un lenguaje libre de contexto.

e L es N(Mj) para algin AA, M.

e L es L(My) para algin AA, M.

5.9 Ambigiiedad Inherente

Es muy facil exhibir gramdéticas libres de contexto que son ambiguas. Por ejemplo,

S — A|B
A — a
B — a

en que el dnico string del lenguaje (a) tiene dos drboles de derivacion.

Lo que no es tan simple es encontrar un lenguaje libre de contexto para el cual toda gramética sea
ambigua. En esta seccion se muestra que en realidad hay lenguajes libres de contexto que son inherentemente
ambiguos. Se mostrara que el lenguaje

L={a"VNMdM /N >1,M > 1} u{aVoMMaV /N > 1, M > 1}

es inherentemente ambiguo, probando que el conjunto infinito de strings de la forma aVbNcNdVN (N > 1),
deben tener dos derivaciones por la izquierda distintas.
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Lema 7 Sean (N;,M;), 1 < i < r, pares de conjuntos de enteros (los conjuntos pueden ser finitos o
infinitos). Sea

Si ={(n,m)/n € N; ym € M;}
y sea

S=5USU...US,

Si cada par de enteros (n,m) estd en S, para todo n y m, con n # m; entonces (n,n) estd en S para
todos, excepto un conjunto finito de n.

Demostracién : Asuma que para todo n y m, con n # m, cada par (n,m) € S, y que hay un nimero infinito
de n tales que (n,m) ¢ S. Sea § el conjunto de todos los n tales que (n,n) no estd en S. Se contruye una
secuencia de conjuntos 6, d,_1,...,d1, tales que

626, 20,-1...201
Cada §; serd infinito y para cada n,m en d;, (n,m) no esté en
SiUSiJrlU...UST

Para n € §, 0o n no estd en N, o n no estd en M,; sino, (n,m) estarfa en S, y por lo tanto en S. Hay,
por lo tanto, un subconjunto infinito de §, llamado d,, tal que para todo n € 8,, n & N,., o para todo n € 6,
n € M,. También, para n y m € §,, (n,m) no esta en S,.

Asuma que Or 0p—1,...,0;_1 ha sido construido para i < r —1; 5; se construye como sigue. Por cada
n € 841, n no estd en N; o n no estd en M;; si no (n,n) habria estado en S; y por lo tanto en S, una
contradiccién ya que d;41 C 6. Por lo tanto, ya sea un subconjunto infinito de d;41 no estd en N; o un
subconjunto infinito de d;41 no estd en M;. En cualquier caso, sea 0; ese conjunto infinito. Ahora, para todo
ny men d;, (n,m) no estd en S; y por lo tanto, no estd en S; US; 1 U...US,.

Ya que §; tiene un niimero infinito de elementos, existen n y m en &y, con n # m. Ahora, (n,m) no esta
en S1US2U...US, =S, contradiciendo la hipétesis de que todo (rn,m), con n # m estd en S. Por lo tanto,
(n,m) estd en S para todos excepto un conjunto finito de n.

a

Lema 8 Sea G una gramdtica libre de contexto mo ambigua. FEntonces se puede construir efectivamente
una gramdtica libre de conterto no ambigua, G’, equivalente a G, tal que G’ no tiene simbolos initiles, ni
producciones unitarias, ni producciones vacias y en que para toda variable A, excepto posiblemente el simbolo
inicial de G', se tiene una derivacion A= ¢ X1AXs, en que X1 y Xo no son ambos .

Demostracién : Las construcciones para remover simbolos intitiles no convierten una gramética no ambigua
en una ambigua, ya que el conjunto de arboles de derivaciéon no cambia. La construccién para remover
producciones unitarias no puede introducir ambiguedades, ya que si se incluye la produccién A — «, hay un
tinico B, tal que A=B y B — «a es una produccién, si no la gramética original era ambigua. Similarmente
la construccion para remover producciones vacias, tampoco introduce ambiguedades.

Se asume por lo tanto, que G no tiene simbolos initiles ni producciones unitarias ni producciones vacias.
Suponga que para ningin X, X, ambos no e, A=X;AX,. Reemplace cada ocurrencia de A en el lado
derecho de cada produccién por todos los lados derechos de las producciones-A. Como no hay producciones
unitarias ni producciones vacias ni simbolos inutiles, no puede haber una produccién A — a1 Aas, si no hay
una derivacién A=X;AX, con X; y X2 no ambos . El cambio descrito no altera el lenguaje generado,
como se mostré en un lema anterior. Cada nueva produccién viene de una tnica secuencia de producciones
antiguas, si no G era ambigua. Por lo tanto la gramédtica resultante no era ambigua. A es ahora inutil y
puede eliminarse. Después de remover la variables que violan la condicién del lema de la manera descrita,
la nueva gramatica es equivalente a la original, es atin no ambigua y satisface el lema.
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Teorema 27 FEl lenguaje libre de contexto
L={a"VNMdM /N >1yM>1}U{a"oMMdV /N >1y M > 1}
es inherentemente ambiguo.

Demostracién : Asuma que hay una gramaética no ambigua que genera L. Por el lema anterior, se puede
construir una gramdtica no ambigua G = (V, T, P, S), que genera L, que no tiene simbolos inttiles y en que
por cada A € V — {S}, A= X, AX, para algunos X;, X, € T*, en que no son ambos €.

Se hace notar que la gramatica G debe tener las siguientes propiedades:

1. Si A= X, AX,, entonces X; y X, consisten de un sélo tipo de simbolos (a,b,c o d); sino
S:*>w1Aw3:*>w1X1X1AX2X2w3:*>w1X1X1w2X2X2w3

para algunos wi, wg y ws. El dltimo string de terminales no perteneceria a L.

. * . , . . . .,
2. Si A= X, AXs, entonces X7 y Xo tienen simbolos diferentes, si no en una derivacién que usa A, se
aumentaria el nimero de uno de los simbolos en una sentencia sin incrementar el nimero de ningin
otro simbolo, generando sentencias que no estan en L.

3. Si A= X AX,, entonces | X;| y | X2|. Si no se podria formar strings que tienen més de un sfmbolo que
de ningtin otro.

4. Si ASX,AX, y A:*>X3AX4, entonces X1 y X3 consisten de los mismos simbolos. También Xo y Xjy.
Si no, la propiedad (1) seria violada.

5. Si A=X;AX5, entonces a.- X; consiste sélo de a’s y X5 sélo de b’s o de d’s b.- X consiste sélo de b’s
y X2 s6lo de ¢’s c.- X7 consiste sélo de ¢’s y X9 sélo de d’s

En cualquiera de los otros casos es facil derivar un string que no pertenece a L. Por lo tanto, las
variables que no sean S pueden agruparse en 4 clases, Cyp, Cyq, Cpe ¥ Ceq. Cap €s el conjunto de todas
las A € V, tales que A=X;AX,, con X; € a* v Xo € b*. Cuy, Cpe v Ceq se definen en forma andloga.

6. Una derivacion que contiene un simbolo en Cyp 0 C.q no puede contener un simbolo en Cyq 0 Cpe y
viceversa. Si no, seria posible incrementar el niimero de tres de los tipos de simbolos de una sentencia
en L, sin importar el cuarto. En ese caso habria un string en L para el cual un simbolo apareceria
menos veces que todos los otros.

Notese que si una derivacién contiene una variable en Cyp, o C.q, entonces el string terminal generado
debe estar en {aVbNeMdM /N > 1y M > 1}. Porque supéngase que una variable A € Cy;, aparece en
una derivacién de un string X que no esta en ese conjunto. Entonces X debe ser de la forma a™bMcM N,
con M # N. Ya que A € Cgp, es posible generar una sentencia a™+tPoM+PcMaN con M # N para algin
p > 0, la que no pertenece a L. Un argumento similar se cumple si A € C.q. Un razonamiento andlogo
implica que si una derivacién contiene una variable en C,q 0 Cp., entonces la sentencia generada debe estar
en {aNoMcMaN /N > 1y M > 1}.

Se divide G en dos gramaticas,

G = ({S} UCuwUCu, T, Py, S)

Gy = ({S} UCaq U Che, T, Ps, S)
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en que P; contiene todas las producciones de P con una variable de C,q 0 Cp. ya sea en su lado izquierdo o
derecho, y P; todas aquéllas con una variable de Cyq 0 Cp. ya sea en su lado izquierdo o derecho. Ademés
P, contiene todas las producciones en P, de la forma S — aVbNcMdM, N # M; y P, todas aquéllas de la
forma S — aVbMcMdN,| N # M. Producciones de la forma S — a™ 6™ cNdY no estédn ni en P; nien P,. Ya
que G genera

{a"oNMAM N > 1y M > 13U {aV oM MaN /N > 1y M > 1},
G4 debe generar todas las sentencias en
{a"WWN MM /N> 1, M >1y N # M}
maés, posiblemente, algunos strings en a™bNcNdY /N > 1, y G debe generar todos los strings en
{a"WMMN N> 1, M >1y N # M}

maés, posiblemente, algunos strings en {a™b"VcNd"N /N > 1}. Se muestra que esto no puede ser asi a menos
que G7 y G generen ambas todos, excepto un conjunto finito de strings en {aVbNcNd¥ /N > 1}. Por lo
tanto todos, excepto un nimero finito de strings en {aVbN ¢V d¥ /N > 1} son generados por G y G y tienen
entonces dos derivaciones diferentes en (G. Esto contradice la hipdtesis de que G no era ambigua, como se
queria.

Para ver que G y G2 generan todos, excepto un ntimero finito, de strings en {a™b™cNd¥ /N > 1}, se
numera las producciones de P; de la forma S — «, de 1 ar. Paral < i < r,si S — « es la i-ésima
produccién, sea N; el conjunto de todos los N tales que

= *
SG,a= g, a¥oN MaM

para algin M, y sea M; el conjunto de todos los M tales que
S&.a= g, a¥oN MaM

para algun N. Es facil probar que para cualquier N € N; y M € M;
S& a2 g, a¥oN MaM

(Recuerde que las variables de « estédn en Cyp, 0 Crq). De donde se concluye, por el lema inicial, que G; debe
generar todas, excepto un ntimero finito, las sentencias en {a™¥6™cVNd" /N > 1}. Un argumento similar es
aplicable a Go. (Ver en el libro).



Chapter 6

PROPIEDADES DE LOS
LENGUAJES LIBRES DE
CONTEXTO

Este capitulo es, respecto de los lenguajes libres de contexto, lo que el capitulo 4 es respecto de los lenguajes
regulares. En primer lugar se verd un lema de bombeo para probar que ciertos lenguajes no son libres de
contexto. Luego se considerardan algunas propiedades de clausura y, finalmente, se verdn algunos algoritmos
para responder ciertas preguntas sobre lenguajes libres de contexto.

6.1 Lema de Bombeo para Lenguajes Libres de Contexto

El lema de bombeo para conjuntos regulares establece que todo string suficientemente largo de un conjunto
regular contiene un substring corto que se puede bombear. Es decir, al insertar tantas copias del substring
como se desee, se obtiene siempre un string en el conjunto regular. El lema de bombeo para lenguajes libres
de contexto establece que hay siempre dos substrings cortos que pueden ser repetidos, el mismo nimero de
veces ambos, tanto como se desee.

Lema 9 Sea L un lenguaje libre de contexto. Entonces, hay una constante N, que sélo depende de L, tal
que si Z € L y |Z| > N, entonces es posible escribir Z = uwowxy tal que

1. |jvz| > 1
2. Jvwz] < N
3. Vi>0, uviwa:iy cL

Demostracién : Sea G una gramética libre de contexto en la forma normal de Chomsky que genera L — {c}.
Obsérvese que si Z € L(G) y Z es largo, entonces cualquier arbol de derivacién para Z debe contener un
camino largo. Més precisamente, se muestra por induccién en 4, que si el arbol de derivacién de un string
generado por una gramatica en la forma normal de Chomsky no tiene caminos de largo mayor que 4, entonces
la palabra (string) es de longitud no mayor que 2¢~1. La base, i = 1, es trivial ya que el 4rbol debe tener la
forma de la Figura 6.1.

Para la induccién, sea i > 1. Sea el arbol de derivacién de la forma de la Figura 6.2

Si no hay caminos de largo mayor que ¢ — 1 en los arboles T; y T5, entonces ellos generan strings de a lo
sumo 2°~2 simbolos y, por lo tanto, el 4rbol completo genera strings de no més de 2! simbolos.

Sean k las variables de G y sea N = 2%. Si Z € L(G) y |Z| > N, como |Z| > 2*~!, cualquier arbol de
derivacién para Z debe tener un camino de largo k£ + 1 al menos. Pero un camino de ese largo tiene al menos

105
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S

a

Figure 6.1: Arbol de derivacién para i = 1

S
/ \
A B
T Ty

Figure 6.2: Arbol de derivacién para i > 1

k + 2 vértices, todos los cuales, excepto el tltimo, son variables. Debe haber alguna variable que aparece dos
veces en ese camino.

En realidad se puede precisar méds. Alguna variable debe aparecer dos veces cerca del fin del camino. En
particular, sea P un camino tan largo como el que mas en el drbol. Debe haber dos vértices v1 y v2 en ese
camino, que satisfacen las siguientes condiciones,

1. Los vértices vy y vo tienen la misma etiqueta, A.
2. El vértice v; estd mas cerca de la raiz que vs.
3. El camino entre v; y la hoja es de largo k + 1 a lo maés.

Para ver que v1 y vy existen, basta proceder hacia arriba por el camino P desde la hoja; de los primeros
k+ 2 vértices, sélo la hoja tiene un terminal como etiqueta. Los demas k+ 1 no pueden tener todos etiquetas
distintas.

El subérbol T}, con raiz v;, representa la derivacién de un substring de largo 2* a lo sumo. Esto es cierto
pues P fue el camino mas largo de todo el drbol. Sea Z; el rédito del arbol T7. Si T es el subarbol con raiz
en vg y Zs es su rédito, entonces se puede escribir Z; como Z3ZsZ4. Ademéas Zs y Z4 no pueden ser ambos
€ ya que la primera produccién usada en la derivacién de Z; es de la forma A — BC'y el subdrbol T debe
estar completamente dentro del arbol generado de B, o completamente dentro del generado de C.

Se sabe que

ASZ3AZ, y AS, con |Z3Z27,| <28 =N

Por lo tanto A:*>Z§AZZL:*>Z§ZQZX para todo i > 0. Claramente, el string Z puede ser escrito como
uZsZsZyy para algunos u e y. Si Zs = v, Zo =w 'y Z4 = x, el lema queda demostrado.

a

Este lema de bombeo puede utilizarse para probar que un ntimero de lenguajes no son libres de contexto,
utilizando un argumento con adversario similar al usado con el lema de bombeo para lenguajes regulares.
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S

Z

Figure 6.3: Derivacién de un substring

Ejemplo 78 Considere el lenguaje Ly = {a’b’c’/i > 1}. Asuma que L es libre de contexto y sea N la
constante del lema de bombeo. Considere el string Z = a¥b™cN. Por el lema, se puede escribir Z = wvwzy,
con |vz| > 1y Jvwz| < N. Como |vwz| < N, no es posible que vx contenga a’s y ¢'s ya que hay N + 1
posiciones entre la tltima a y la primera c. Si v y x sélo contienen a’s, entonces uwy (uviwz'y, con i = 0)
tiene N b’s y N ¢’s, pero menos de N a’s, ya que |vz| > 1. Por lo tanto no es de la forma a’b’c?, es decir, no
pertenece a L, contradiciendo el lema de bombeo. Los casos en que v y x sélo tienen b’s o ¢’s son similares.

Si v tiene a’s y b’s, entonces uwy tiene mas ¢’s que a’s o b’s y, por lo tanto, no estd en L1, contradiciendo
el lema de bombeo. Si vz contiene b’s y ¢’s, sucede algo similar.

En todos los casos posibles, se contradice el lema de bombeo, por lo tanto se concluye que L no es un

lenguaje libre de contexto.

a

Ejemplo 79 Sea Ly = {a'b'c'd’/i > 1y j > 1}. Suponga que Lo es un lenguaje libre de contexto y sea
N la constante del lema de bombeo. Considere el string Z = a™¥bVcVdV. Por el lema, se puede escribir
Z = wvway, con |vz| > 1y |vwz| < N. Como |vwz| < N, va puede tener a lo méds dos simbolos diferentes,
los que deben ser consecutivos (ab, be, cd).

Si vz sélo tiene a’s, entonces uwy tiene menos a’s que ¢’s y no estd en Lo, contradiciendo el lema de
bombeo. El mismo resultado se obtiene si va contiene sélo b’s, sélo ¢’s o sdlo d’s.

Si vz tiene a’s y b’s, entonces uwy tiene menos a’s que ¢’s. Una contradiccién similar con el lema de
bombeo ocurre si vz tiene b’s y ¢’'s 0 ¢’s y d’s.

Ya que en todos los casos posibles se contradice el lema de bombeo, se concluye que L, no es un lenguaje
libre de contexto.

d

Hay algunos lenguajes que no son libres de contexto, para los cuales el lema de bombeo no es suficiente.
Por ejemplo

Ly={a'tc*d)i=06j=k=1}
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no es libre de contexto. Sin embargo, si se escoge Z = bicFd! y se escribe Z = uvwzy, es siempre posible
escoger u, v, w, x e ¥, tales que uv™wzMy € L3, VM. Por ejemplo, se escoge vwz de manera que sélo tenga
b’s. Si se escoge Z = a'b/c/d’, entonces v y = podrian tener sélo a’s, en cuyo caso uv™waMy € Ls, VM.

Se requiere una versiéon mas poderosa del lema de bombeo que permita enfocar un niimero de posiciones
en el string y luego bombearlas. Una extension similar es simple para lenguajes regulares ya que en cualquier
secuencia de N + 1 estados en un AFD de N estados, debe contener alguno dos veces; y el substring en el
medio puede ser bombeado. El resultado para lenguajes libres de contexto es més dificil de obtener pero se
puede mostrar. Se establece y prueba una versién simple de lo que se conoce como el lema de Ogden.

Lema 10 (Lema de Ogden) Sea L un lenguaje libre de contexto. Entonces hay una contante N (que puede
ser la misma que para el lema de bombeo), tal que si Z € L y se marcan N o mds posiciones (simbolos)
cualesquiera de Z como “distinguidas”, entonces se puede escribir Z = uwvwxy, tal que

1. vz tiene al menos una posicion distinguida
2. vwz tiene a lo mds N posiciones distinguidas
3. Vi > 0;uvlwaly € L

Demostracién :  Sea G una gramética en la forma normal de Chomsky que genera L — {e}. Sean k las
variables de G y sea N = 2Ff1. Se debe construir un camino P en el &rbol, similar al de la prueba del
lema de bombeo. Sin embargo, ya que estamos interesados sélo en las posiciones distinguidas, no interesaran
todos los vértices , peor sélo los “puntos de quiebre” (branch points), que son vértices en que ambos hijos
tienen descendientes distinguidos.

P se construye como sigue. La raiz pertenece a P. Si r es el dltimo vértice incluido en P, se sigue como
se indica a continuacién. Si r tiene un hijo con descendientes distinguidos, ese hijo se agrega a P. Si r es
una hoja, se termina el proceso. Si ambos hijos de 7 tienen descendientes distinguidos, r es un punto de
quiebre y se agrega el hijo con el mayor niimero de descendientes distinguidos a P (en caso de empate, se
escoge arbitrariamente).

Por lo tanto, cada punto de quiebre en P tiene al menos la mitad de descendientes distinguidos que el
punto de quiebre anterior. Ya que hay al menos N posiciones distinguidas en Z, y todas son descendientes
de la raiz, hay al menos k+ 1 puntos de quiebre en P. Por lo tanto, entre los tiltimos k + 1 puntos de quiebre
debe haber dos con igual etiqueta. Se escoge v y vy como dichos puntos de quiebre y la demostracién
continiia exactamente como en el lema de bombeo.

d

Ejemplo 80 Sea Ly = {a'bicF/i # j,j # k,i # k}. Asuma que L4 es un lenguaje libre de contexto y
sea N la constante del lema de Ogden y considere el string Z = aVbN+N'cN+2N! - Sean las posiciones de
las a’s distinguidas y sea Z = uvwzy, satisfaciendo las condiciones del lema de Ogden. Si v o x contienen
sfmbolos diferentes, entonces uv?wzy & Ly ya que tendrs simbolos no en el orden correcto. Al menos uno
de v y x debe tener a’s, ya que sélo las a’s han sido distinguidas. Por lo tanto si z esta en b* o ¢*, v debe
estar en at. Si € at, entonces v € a*. Considere el caso en que = € b*, los demé&s son similares; entonces
v € at. Sea p = |v|. Entonces 1 < p < N y, por lo tanto, p divide N!, sea ¢ tal que pg = n!. Entonces
2 = ww?Tlwr?9tly debiera estar en Ly. Pero v29t! = ¢2P4tP = ¢2N'*P Como wwy tiene exactamente
(n—p) a’s, Z' tiene (2N!+ N) a’s; sin embargo como v y z no tienen ¢’s, Z’' también tiene (2N!+ N) ¢’s y,
por lo tanto, no estd en L. Una contradiccion con el lema de Ogden. Una contradiccién similar ocurre si z
estd en at o ¢*. Por lo tanto L4 no es un lenguaje libre de contexto.

a

Debe notarse que el lema de bombeo es un caso especial del lema de Ogden en que todas las posiciones
son distinguidas.
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6.2 Propiedades de Clausura

En esta seccién se consideran algunas operaciones que preservan los lenguajes libres de contexto. Las
operaciones son utiles no sélo para construir o probar que ciertos lenguajes son libres de contexto, sino que
para probar que algunos no lo son. Un lenguaje L puede probarse no libre de contexto construyendo, a
partir de L, un lenguaje no libre de contexto, usando sélo operaciones que preserven los lenguajes libres de
contexto.

Teorema 28 Los lenguajes libres de contexto son cerrados bajo union, concatenacion y clausura de Kleene.

Demostracién : Sean L; y Lo lenguajes libres de contexto generados por las gramaticas

Gl - (V17T17P17‘S’1)

G = (Vao, T3, P, S2)

respectivamente. Se asume que V7 y V5 son disjuntos y que Ss, Sy y S5 no estdn en V; U V5.

Para L1 U Ly se construye la gramdtica Gz = (V3 U Vo U{S3},T1 U Ty, P53, S3) en que P3 es P; U P, més
las producciones 535; Sléi*w es también posible en G3 ya que P, C Ps. En forma similar, todo string en
Ls tiene una derivacién en G5 que comienza con S3 = Se. Por lo tanto, L1 U Ly € L(G3). Ahora, sea
w € L(G3). Entonces la derivacién S3G:>3S16:>3*U} 0 con 5’3525’252*10. En el primer caso, como Vi y V5 son
disjuntos, sélo simbolos de (G; aparecen en Sléz*w. Como las tnicas producciones de Ps que usan sélo
simbolos de GG; son las de Pj, se concluye que s6lo producciones de P; son usadas en la derivacién SlG:Z*w.
Por lo tanto, Sléi*w y, luego, w € L;. Andlogamente, si la derivaciéon comienza S3G:>3 So, se concluye que
w € Ly. De aqui, Ly € L1 U L. Por lo tanto, L(G3) = L1 U Lz, como se deseaba.

Para la concatenacion, sea G4 = (V1 UVo U{Sy4},Th UTs, Py, S4), en que Py es Py U P, més la produccién
S4 — 5155. La prueba de que L(G4) = L1Ly es similar a la anterior.

Para la clausura de Kleene, sea G4 = (V4 U {S5},T1, P5,S5), donde Ps es P, mds la produccién S5 —
S1S5|e. La prueba de que L(G5) = Lj es también similar a las anteriores.

O
Teorema 29 Los lenguajes libres de contexto son cerrados bajo sustitucion por lenguages libres de contexto.

Demostracién :  Sea L un lenguaje libre de contexto, L C ¥* y por cada a € ¥ sea L, = L(G,). Asuma que
las variables de G y de G, son disjuntas. Construya una gramdtica G’ de la siguiente forma. Las variables
de G’ son las de G y de las G,’s. El simbolo inicial de G’ es el sfmbolo inicial de G. Las producciones de G’
son todas las producciones de las G,’s junto a las producciones formadas tomando una produccién A — «
de G y sustituyendo S,, el simbolo inicial de G,, por cada aparicién de todo a € 3 en el lado derecho «.

d

Ejemplo 81 Sea L el conjunto de palabras con igual nimero de a’s y b’s y sean L, = {ON1V/N > 1} y
Ly = {ww" /w € (0+2)*}.

Para G se puede escoger
S — aSbS|bSaS|e
Para G, se toma

S, — 05,101
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Para Gy se toma
Sy — 05,0(2552|e

Para la sustitucién f(a) = L, y fi» = Lp; entonces f(L) es generado por la siguiente gramética
S = 5,55,5|5,55,5]e
S, — 08,1/01
Sy —  05,0]25,2]e

d

Debiera observarse que, ya sea que a,b, ab y a* son lenguajes libres de contexto, la clausura de los
lenguajes libres de contexto bajo sustitucion por LLC, implica clausura bajo unién, concatenacién y clausura
de Kleene. La unién de L, y L; es simplemente la sustitucién de L, y Ly en {a, b}; similarmente, L, Ly y L%
son las sustituciones en {ab} y a*, respectivamente. Es decir, el primer teorema puede ser presentado como
un corolario de este Ultimo.

Ya que un homomorfismo es un caso especial de una sustitucion, se establece el siguiente corolario:

Corolario 1 Los lenguajes libres de contexto son cerrados bajo homomorfismos.
Teorema 30 Los lenguajes libres de contexto son cerrados bajo el inverso de un homomorfismo.

Demostracién :  Sea h : ¥ — A* un homomorfismo y sea L un lenguaje libre de contexto. Sea L = L(M)
en que M es el AA (Q,A,T,6,q0, Zo, F). Se construye un AA, M’, que acepta h~!(L) como sigue. Dado un
input a, M’ genera h(a) y simula a M en h(a). Si M fuera un AF, todo lo que podria hacer en h(a) serfa
cambiar estados y M’ podria simularlo en una sola movida. Pero como M es un AA, puede hacer pop de
muchos simbolos o (por ser no deterministico) hacer movidas que ponen un nimero arbitrario de simbolos
en el stack. Es decir, M’ no puede, necesariamente, simular las movidas de M en h(a) con una (o cualquier
numero finito) de sus propias movidas.

Se da, entonces, a M’ un buffer en que puede almacenar h(a). M’ puede entonces simular cualquier
movida de M que desee, consumiendo un simbolo de h(a) a la vez, como si fuera el input de M. Como el
buffer es parte del control finito de M’, no se le puede permitir crecer en forma arbitraria. Para asegurar
ésto, se permite que M’ lea un simbolo del input sélo cuando el buffer estd vacio. Es decir, el buffer siempre
contiene un sufijo de h(a) para algin a. M’ acepta su input w si el buffer estd vacio y M estd en un estado
final. Esto es, M ha aceptado h(w). Es decir,

L(M') = {w/h(w) € L} = h™*(L(M))
Sea M' = (Q',%,T, ¢, [qo, €], Zo, F x {e}) en que Q' consta de los pares [q, x| tales que ¢ € Q y = es un

sufijo (no necesariamente propio) de h(a) para algin a € X. La funcién 0’ se define como sigue:

1. ¢'([g,z],€,Y) contiene todos los ([p, x],~) tales que 6(g,&,Y") contiene (p,~). Simula las movidas-¢ de
M independientemente del contenido del buffer.

2. ¢'(lg,ax],e,Y) contiene todos los ([p,z],~) tales que §(q,a,Y") contiene (p,v). Simula a M en input
a € A, removiendo a del primer lugar del buffer.

3. §([g,€],a,Y) contiene ([g, h(a)],Y) Va € ¥ eY €T. Pone h(a) en el buffer leyendo a € ¥ desde
el input de M’; el estado y stack de M no cambian.

Para mostrar que L(M') = h=Y(L(M)) obsérvese primero que , por una aplicacién de la regla (3) seguida

*

por aplicaciones de las reglas (1) y (2), si (¢, h(a), OZ)I}\;[ (p, €, B), entonces

(9], ) (lg, h(@)] &, )i ([p,e) e, B)
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Input a M’
h
Control Buffer Control
de M’ de M
Stack
de
My M

Figure 6.4: Construccién de un AA que acepte h~*(L)

Por lo tanto si M acepta h(w), esto es,

(g0, h(w), Zo) ki (p<, B)

parap € Fy 8 €I'* se concluye que

(lg0:€),w, Zo)azr ([pre] e, B)

es decir, M’ acepta w. Por lo tanto L(M') D h=Y(L(M)).

Al revés, suponga que M’ acepta w = ajas...ay. Como regla (3) sélo puede aplicarse con el buffer
(segundo componente de Q') vacio, la secuencia de movidas de M’ que conducen a aceptar w, puede escribirse
como:

*

(lg0,€],aras . .an, Zo) ar ([p1,€],a1as . ..an,a1)
s ([p1,h(ar)] as...an, 1)
'7 *
M’ ([Pzaﬁ] 7CL2~~CLN70¢2)
v ([p2, h(a2)],as...an, a2)
o
M’ ([PN717€] ,GN,CYN)
- ([pv_1,h(an)], e an)
'7 *
M’ ([pNaa] ,57O[N+1)

En que py € F. Las transiciones de estados [p;, €] a [pi, h(a;)] son por regla (3); las demds, por reglas

(1) y (2). Por lo tanto (qo, ¢, ZQ)]\F/[ (p1,€, 1) y, para todo 4,

*

'_
(piv h(a‘i)a Oéi)M (pi+1a g, Oé1'+1)

lo que indica que

(qo;h(a1a2--~aN)7Z0)J';1 (PN, € aN41)

es decir, h(ajaz...ay) € L(M).
h=H(L(DM)).

Luego, L(M') € h=Y(L(M)) y por lo tanto se concluye que L(M') =
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a

Hay varias propiedades de clausura de los lenguajes regulares que los lenguajes libres de contexto no
poseen. Notable es el caso de la interseccién y de la complementacion.

Teorema 31 Los lenguages libres de contexto no son cerrados bajo interseccion.

Demostracién :  Ya se mostré que Ly = {a’bc’/i > 1} no es un lenguaje libre de contexto. Se muestra que
los siguientes lenguajes si son libres de contexto.

Ly ={a'b'c)i>1yj>1}
Ly ={a't’d/i>1yj>1}

Por ejemplo, las siguientes gramaticas los generan

Se2 — AB Sy — CD
A — aAblab C — aCla
B — ¢Ble D — bDclbe

Sin embargo Ly = Ly N L3 y entonces, si fueran cerrados bajo interseccidon, L; debiera ser libre de
contexto. Se concluye que los lenguajes libres de contexto no son cerrados bajo interseccién.

Corolario 2 Los lenguajes libres de contexto no son cerrados bajo complementacion.

Demostracién :  Ya que son cerrados bajo unién, si fueran cerrados bajo complementacién serian, por la ley
de De Morgan, (L; N Ly = L1 U Ly), cerrados bajo interseccion.

d

Teorema 32 Si L es un lenguaje libre de contexto y R es un conjunto regular, entonces L N R es libre de
contexto.

Demostracién : Sea L = L(M) paraun AA, M = (Qar, 2, T, 00, q0, Zo, Far) y sea R = L(A) para un AFD,
A= (Qa,X,04,p0,Fa). Se construye un AA M’ para L N R ejecutando M y A en paralelo. M’ simula
movidas de M en input € sin cambiar el estado de A. Cuando M hace una movida en simbolo a, M’ simula
esa movida y también simula los cambios de estado de A en input a. M’ acepta si y sélo si tanto A como
M aceptan. Formalmente sea

MI:(QA XQM727P767@07q0]7Z07FA XFM)

con ¢ definida por 6([p, q],a, X) D {([p’,¢'] ,7)} ssi 0a(p,a) ="y onm(q,a, X) D {(¢',7)}. Sia = e, entonces
/

p =D

Graficamente, la méquina se comporta como sigue

Una simple induccién en ¢ muestra que

L
([pOa qo] , W, ZO)M/ ([ B q] €, 7)

siy sélo si

i
(Q(),U),ZO)M (Q7E77) Yy 5(p0,11)) =D
La base, i = 0, es trivial pues p=poy ¢ = qo, 7 = Zo y w = €. Para la induccién, asuma que es verdad
para ¢ — 1, y sea
s U -
([pano]ama’a ZO)M’ ([p7Q]aa76)M’([p7Q]7677)
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Input a A, M y M’

Control Control Control
de M’ de A de M
Stack
de
My M’

Figure 6.5: Construccién de un AA para LN R

en que w = za; con a € 3 U{e}. Por la hipdtesis de induccién

1—1
Sapo,x)=p vy (qw®Z)m  (d,ef)

Por la definicién de d, el hecho de que ([p/, ¢] , a, 5)AZ/([P7 q],e,7) indicaque d4(p',a) = py (¢, a, 5)1\51((]7 £,7).
Por lo tanto §4(po,w) = p, y

|_’L
(QOa w, ZO)M (Q7 g, ’Y)

F i .. @ .
El converso, que (qo,w, Zo)am (¢,&,7) ¥ da(po, w) = p implica ([po, o] , w, ZO)]Q ([p, q] ,&,7) es similar.

d

Ejemplo 82 Sea L = {ww/w € {a,b}*}. Esto es, L consiste de todas las palabras cuyas primeras y
segundas mitades son las mismas. Si L fuera libre de contexto, entonces L1 = L NaTbTatht debiera serlo,
ya que son cerrados bajo interseccién con un lenguaje regular. Pero L; es claramente {a’b/a’b? /i > 1,5 > 1}
casi idéntico a uno que ya se probé no era libre de contexto.

Sea h el homomorfismo h(a) = h(c) = a y h(b) = h(d) = b. Entonces h=1(L;) contiene strings de la
forma z1w27374 en que x1 y 3 tienen igual largo y pertenecen a (a + ¢)* y my y 4 tienen igual largo y
estan en (b + d)*. Por lo tanto h=1(L1) Na*b*c*d* es igual a {a’b/c'd’ /i > 1,5 > 1}. Como este tltimo no
es libre de contexto, L tampoco lo es.

6.3 Algoritmos de Decision

Hay varias preguntas sobre los lenguajes libres de contexto que se puede responder. Ellas incluyen determinar
si un lenguaje dado es vacio, finito o infinito y si un string estd en un lenguaje. Sin embargo, hay otras
preguntas acerca de los lenguajes libres de contexto para los cuales no existe algoritmo que las responda.
Entre éstas esta el saber si dos gramaéticas son equivalentes, si un lenguaje es cofinito, si el complemento de
un lenguaje libre de contexto es también libre de contexto y si una cierta gramética es o no ambigua. En
esta seccion se veran algoritmos para algunas de las preguntas que tienen algoritmos.

Como en el caso de los lenguajes regulares, hay varias representaciones posibles para los lenguajes libres
de contexto, es decir, gramaticas libres de contexto y autématas apiladores que aceptan por stack vacio o
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por estado final. Como las construcciones del capitulo 5 son todas efectivas, un algoritmo que usa una rep-
resentacién se puede hacer funcionar para cualquiera de las otras. En esta seccién se usara la representacion
por gramaticas libres de contexto.

Teorema 33 FEuxisten algoritmos para determinar si un lenguaje libre de contexto es
1. wacio,
2. finito, o
3. infinito.

Demostracién :  Ya se ha dado un algoritmo para probar si un lenguaje libre de contexto es vacio. Para una
gramdtica G = (V, T, P, S), el test del primer lema para remover simbolos intitiles determina si una variable
genera algun string de terminales. Obviamente L(G) es no vacio si y sélo si el simbolo inicial, S, genera
algin string de terminales.

Para saber si L(G) es finito, utilice el algoritmo del teorema correspondiente para construir una gramatica
G' = (V',T,P',S) en la forma normal de Chomsky, que genera L(G) — {e}. L(G’) es finito si y sélo si L(G)
es finito. Un test simple para la finitud de una gramética en forma normal de Chomsky sin simbolos inftiles,
es construir un grafo dirigido con un vértice por variable y un arco de A a B, si hay una produccién de la
forma A — BC o A — CB para algtin C. El lenguaje generado es finito si y sélo si este grafo no tiene ciclos.
(Ver texto).

a

Otra pregunta que se puede responder es: dada una gramadtica libre de contexto, G = (V,T, P, S) y un
string # en T*, jestd x € L(G)? Aqui se presentard un algoritmo simple de orden 9(|z|) conocido como el
algoritmo de Cocke-Younger-Kasami o CYK. Dado z de longitud N > 1 y una gramatica GG, que se asume
estd en la forma normal de Chomsky, se determina para cada i, para cada j y para cada variable A, si
A:*>Xij, en que X;; es el substring de x que tiene largo j y comienza en la posicién ¢.

El proceso es por induccién en j. Para j =1, A:*>Xij si y s6lo si A — X;; es una produccién, ya que
X;; tiene largo 1. Para valores mayores de j, si j > 1, entonces A:*>X1'j si y s6lo si hay alguna produccién
A — BC y algtn k, 1 < k < j, tal que B deriva los primeros k simbolos de X;; y C' deriva los tltimos
j — k simbolos de X;;. Esto es, B:*>X¢j y C = Xtk j+r. Ya que tanto k& como j — k son menores que j,
en el proceso ya se sabe si estas dos ultimas derivaciones son posibles. Por lo tanto, se puede determinar si
A:*>Xij. Cuando j = N, se puede determinar si S= X,y = z. Es decir, se puede saber si z € L(G).

Para definir el algoritmo de CYK en forma precisa, sea Vj; el conjunto de variables A, tales que A:*>Xij.
Se puede asumir que 1 <47 < N — j+ 1 ya que no hay string més largo de N —i+ 1 que comienza en posicién
i.

(1) FOR i := 1 TO N DO

(2) Vi1 :={A/A — a € Py a es el i-esimo simbolo de z }

(3) FOR j := 2 TO N DO

(4) FOR i:=1TO N — j + 1 DO BEGIN

(5) Vij = 0;

(6) FOR k:=1TO J —1 DO

(7) V;j = V;jU{A/AﬁBCGP,BEV;‘kYCE‘/;JrkJ‘,k}

END

El loop de lineas (1) y (2) inicializan para j = 1. Como la gramética es fija, linea (2) toma tiempo
constante. Por lo tanto el ciclo toma ¥(N) pasos.

Los loops anidados de lineas (3) y (4) hacen que las lineas (5) a (7) se ejecuten a lo mas N2 veces.

La linea (5) toma tiempo constante cada vez, es decir, en total se ejecuta J(N?2) veces. El loop de la
linea (6) hace que la linea (7) se ejecute 9(N?3)veces. Es decir el algoritmo es J(N?).
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Ejemplo 83 Considere la gramatica libre de contexto que se indica a continuacién:
S — AB|BC
A — BAa
B — CCJb
C — ABla
y el string baaba.

b a a b a
i
Vi 1 2 3 4 5
1 B A, C A C B A C
2 S, A B S, C S, A
j 3 0 B B
4 0 S, A, C
5 1S, A C
Para calcular Voq:
‘/21 = {A7C} ‘/33 = {B} = S7C
Vo = {B} Vie = {54) = 4
Vo = {B} Vs1 = {A7C} = A,S

es decir, Voy = {S, A, C}.
Ya que S € Vi35, se concluye que el string baaba € L(QG).
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Chapter 7

ACEPTACION Y GENERACION
DE LENGUAJES ENUMERABLES
RECURSIVAMENTE Y
LENGUAJES RECURSIVOS

En este capitulo se estudiardan las méquinas de Turing, un modelo matema&tico simple de lo que es un
computador. A pesar de su simpleza, esta mdquina modela la capacidad de computacién de un computador
de proposito general. Las méaquinas de Turing son estudiadas tanto por la clase de lenguajes que definen
(lamados enumerables recursivamente), como también por la clase de funciones enteras que pueden computar
(lamadas funciones recursivas parciales). Un ntmero de otros modelos de computacién se presentan y se
muestra que ellos son equivalentes a la maquina de Turing en su poder de computacién.

7.1 Algoritmos

La nocién intuitiva de algoritmo o procedimiento efectivo ha aparecido varias veces. Por ejemplo, se vio
un procedimiento efectivo para determinar si el conjunto aceptado por un AF es vacio, finito o infinito.
Inocentemente, se podria pensar que para cualquier clase de lenguajes con descripciones finitas, habria un
procedimiento efectivo que respondiera tales preguntas. Sin embargo, no es asi. Por ejemplo, no hay un
algoritmo que indique si el complemento de un lenguaje libre de contexto es vacio; ain cuando si se puede
saber si el lenguaje en si es vacio. Esta discusion no se refiere a un procedimiento que responda la pregunta
para un lenguaje especifico, sino que a un unico procedimiento que responda correctamente la pregunta,
cualquiera fuera el lenguaje.

Es obvio que si se tratara de responder si un lenguaje libre de contexto especifico tiene un complemento
vacio, entonces existe el algoritmo. Basta tener uno que responda siempre SI y otro que siempre responda
NO ; uno de ellos es el algoritmo deseado en este caso. Por supuesto que puede no ser obvio cudl es el
algoritmo que responde correctamente.

A comienzos de siglo, el matemédtico David Hilbert se embarca en la bisqueda de un algoritmo para
determinar la veracidad o falsedad de cualquier proposicion matemaética. En particular, él buscaba un
procedimento para determinar si una férmula arbitraria del calculo de predicados de primer orden, aplicada
a enteros, es verdadera. Como el cilculo de predicados de primer orden es suficientemente poderoso para
expresar la sentencia de que el lenguaje generado por una gramatica libre de contexto es igual a >*, si Hilbert
hubiese tenido éxito, el problema de decidir si el complemento de un lenguaje libre de contexto es vacio, se
habria resuelto. Sin embargo, en 1931, Kurt Gédel publicé su famoso teorema de incompletitud, que probé
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que dicho procedimiento efectivo no puede existir. Para ello, Godel construyé una férmula en calculo de
predicados aplicados a enteros, cuya misma definicion establecia que no podia ser probada ni refutada en
ese sistema logico. La formalizacion de este argumento y la subsecuente clarificaciéon y formalizacién del
concepto intuitivo de lo que es un procedimiento efectivo es uno de los mayores logros de este siglo.

Una vez formalizada la nocién de procedimiento efectivo, fue posible demostrar que no hay uno para
computar muchas funciones especificas. En realidad, la existencia de estas funciones es facil de ver usando
un argumento de conteo. Hay, simplemente, demasiadas funciones, un nimero incontable y sélo hay un
numero contable de procedimientos. Por lo tanto, la existencia de tales funciones no debiera sorprender. Lo
que si es sorprendente es que algunos problemas y funciones de importancia en matematicas, ciencias de la
computacion y otras disciplinas sean no computables.

Hoy en dia, la maquina de Turing es la formalizacién aceptada de lo que es un procedimiento efectivo.
Obviamente, no es posible demostrar que este modelo es equivalente a la nocién intuitiva de lo que es un
computador, pero hay fuertes argumentos para esta equivalencia, que se conoce como la hipdtesis de Church.
En particular, la maquina de Turing es equivalente, en poder de computacién, a los computadores digitales
como se los conoce hoy, y también a las nociones matematicas mas generales de lo que es computacion.

7.2 Modelo de la Maquina de Turing

Un modelo para un procedimiento efectivo debiera proveer ciertas caracteristicas. En primer lugar, cada
procedimiento debe consistir de pasos discretos , cada uno de los cuales se puede efectuar mecédnicamente.
Un modelo como ése fue definido por Alan Turing en 1936. Aqui se presenta una variante de él.

El modelo béasico tiene un control finito, una cinta dividida en celdas y una cabeza sobre la cinta que
recorre una celda de la cinta a la vez. La cinta es finita por la izquierda, pero infinita por la derecha. Cada
celda contiene exactamente uno, de entre un nimero finito de simbolos posibles. Inicialmente, las n celdas
de més a la izquierda de la cinta (para algin n > 0) contienen el string de entrada, que es un string de
simbolos tomados de un subconjunto de los simbolos de la cinta, llamados los simbolos de entrada. Las
celdas restantes (infinitas), contienen el simbolo blanco, un simbolo especial de la cinta, que no es un simbolo
de entrada.

CONTROL
FINITO

Figure 7.1: Modelo bésico de una Méquina de Turing

En una movida, la maquina de Turing, dependiendo del simbolo en la cinta que estd bajo la cabeza y del
estado en el control finito, efectta los siguientes cambios:
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1. Cambia de estado.
2. Escribe un simbolo en la celda de la cinta que estd bajo la cabeza, reemplazando lo que alli habia.
3. Mueve la cabeza a la izquierda o la derecha, exactamente una celda.
Formalmente, una méquina de Turing (MT) se denota por la séxtupla
M=(Q,%,T,6,q0,B,F)
en que
@ es un conjunto finito de estados.
T" es el conjunto finito de simbolos de la cinta posibles.
B €T es el simbolo blanco.
3 C T, que no incluye B, es el conjunto de simbolos de entrada.
qo € @ es el estado inicial.
F C Q es el conjunto de estados finales (o de aceptacién).
0 es la funcién que determina las movidas.
§:QxT — QxT x{I,D}

y puede estar indefinida para algunos argumentos.

Una descripcién instantdnea (DI) de una méquina de Turing, M, se denota por aigas. En ella, g es el
estado en que se encuentra M y oy a9 € I'* es el contenido de la cinta hasta el simbolo no blanco de mas
a la derecha o el simbolo a la izquierda de la cabeza, el que esté mas a la derecha. Nétese que B puede estar
en oy alphas. Para evitar confusién se supone que I' y @ sn disjuntos. Finalmente, se asume que la cabeza
esta sobre el simbolo de més a la izquierda de a2, 0 si as = ¢, la cabeza esta sobre un blanco.

Una movida de M se define como sigue. Sea X1 Xo...X;-1¢X; ... X, una DI y suponga que 6(q, X;) =
(p,Y,I), donde si i — 1 = u, entonces X; = B. Si i = 1 entonces no hay una préxima DI, ya que la cabeza
no puede caerse hacia la izquierda de la cinta. Si 7 > 1, entonces se escribe.

',
X1XQ . Xi—qui e Xn M X1XQ e Xi—?pXi—1YXi+1 e Xn

sin embargo, si cualquier sufijo de X;_1Y X;1 ... X, es completamente blanco, ese sufijo es eliminado.
Alternativamente, si 6(q, X;) = (p,Y, D), entonces

'_
X1XQ . Xi—qui e Xn M X1XQ e X¢_1YpX¢+1 . Xn
en el caso it — 1 = n, el string X; ... X,, es vacio y la DI nueva ha alargado el string en la cinta.

'_
Si dos DI estdn relacionadas por M, se dice que la segunda resulta de la primera por una movida. Si
una DI resulta de otra después de un nimero finito de movidas (incluidas cero movidas), ellas estdn en la

*

relacién = M, la clausura refleja y transitiva de ]\t[ .

El lenguaje aceptado por M, L(M), es el conjunto de strings en ¥*, que hacen que M entre en un estado
final, cuando se pone a la izquierda de la cinta, con M en g y la cabeza en la celda de mas a la izquierda.
Formalmente, el lenguaje aceptado por M = (Q, %, T, 6, qo, B, F') es el conjunto:

L(M) = {w € ¥ /gow I c1paz conp€ Fyaja €}

Dada una maquina de Turing que reconoce L, se puede asumir, sin pérdida de generalidad, que la MT se
detiene, es decir, no tiene una préxima movida al aceptar un string. Sin embargo, para strings que no estan
en L, es posible que nunca se detenga.
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Ejemplo 84 Una miquina de Turing, M, que acepta el lenguaje L = {0V 1V /N > 1}. Inicialmente, la cinta
de M contiene 01V seguido de un nimero infinito de blancos. En forma repetida, M reemplaza el 0 de
mas a la izquierda por X y se mueve hacia la derecha hasta el 1 de mas a la izquierda y lo reemplaza por Y,
luego se mueve hacia la izquierda hasta la X de méas a la derecha y luego se mueve una celda a la derecha,
hasta el 0 de mas a la izquierda y repite el ciclo. Si al buscar un 1, M encuentra un blanco, entonces M se
detiene sin aceptar. Si después de cambiar un 1 por Y, M no encuentra mas ceros, entonces revisa que no
hayan méas 1’s, en cuyo caso acepta.

Sea @ = {q0,q1,92,q3,q4}, & = {0,1}, T' = {0,1,X,Y,B} y F = {q4}. Informalmente cada estado
representa una o un grupo de sentencias de un programa. Al estado gg se entra inicialmente y también antes
de cada reemplazo del 0 de més a la izquierda por una X. El estado ¢; es usado para buscar un 1 hacia la
derecha, saltandose 0’s e Y’s. Si encuentra un 1, M lo cambia por Y y entra en g. En este estado busca
una X hacia la izquierda y entra gg luego de encontrarlo, moviéndose una celda a la derecha al cambiar de
estado. Si mientras M busca hacia la derecha en estado g1, encuentra una B o X antes de un 1, entonces el
string es rechazado; hay demasiados ceros o el string no pertenece a 0*1*.

El estado qp juega también otro papel. Si, después que el estado g2 encuentra la X de méds a la derecha,
entonces se han acabado los ceros. De qq, sobre Y, se entra g3 para recorrer las Y’s y revisar que no quedan
1’s. Silas Y'’s son seguidas de B, se entra g4 aceptando; si no, el string es rechazado. La funcién de transicion
se muestra a continuacién:

ESTADO SIMBOLO
0 1 X Y B
q0 (91, X, D) (g3.Y,D)
q1 (Q1,0,D) (QQ7Y7I) (thaD)
q2 (QQ,O,I) (q()vaD) (QQaYaI)
g3 (Q3,Y,D) (Q4,B,D)
44

Si el input es 0011 se producen las siguientes movidas:
qo0011 F Xq011 F X0qg 11 F X¢0Y1 FgpX0Y1H
Xqgp0Yl FXX@Y1l FXXYql FXX@YY F X@pXYY F
XXqYY FXXYq@Y FXXYYq FXXYYBg

7.3 Técnicas para la construccion de Maquinas de Turing

El diseno de maquinas de Turing describiendo el conjunto completo de estados y movidas es bastante engor-
roso. Para describir maquinas complejas, se necesitan herramientas conceptualmente de més alto nivel. En
esta seccion se discutiran algunas de ellas.

7.3.1 Almacenamiento en el Control Finito

El control finito puede usarse para almacenar una cantidad finita de informacién. Para hacerlo, el estado es
considerado un par de elementos, uno ejerciendo el control y el otro almacenando un simbolo. Debe notarse
que este es un arreglo conceptual, no se ha modificado lo que es una MT. En general se puede permitir que
los estados tengan k componentes, de los cuales todos menos uno, almacenan informacion.

Ejemplo 85 Considere una MT, M, que mire el primer simbolo de su input, lo almacene en su control finito
y revise que dicho simbolo no aparezca en otra parte del input. Noétese que M acepta un lenguaje regular:

M = (Q,{0,1},{0,1, B}, 4, [q0, B] , B, F)
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en que Q es {qo,q1} % {0,1, B}. El conjunto F es {[q1, B]}. La intencién es que la primera componente del
estado controle la accion, mientras que la segunda recuerda un simbolo. La funcién § se define como:
6([q0, B],0) = ([¢1,0],0,D)  6([g0, B, 1) = ([a1,1] . 1, D)
5([Q1a 0] 1) = ([(hv 0] ,1,D) 5([(]1’ 1] ,0) = ([QM 1] ,0,D)
5([Q150] ,B) = ([qlvB] , B, T) 5([(]1’ 1] ,B) = ([QMB] , B, T)

7.3.2 Pistas Multiples

Es también posible suponer que la cinta de la maquina de Turing estd dividida en un ntmero finito, k, de
pistas. Por ejemplo, para k = 3

O 1) 0] 1] 1] 1| 1| $|B|B Pista 1
B|B|B|B| 1] 0/ 1/B|B|B Pista 2
Bl 1] 0] 0] 1 1|B|B|B Pista 3

CONTROL
FINITO

Figure 7.2: Maquina de Turing con pistas miltiples
Los simbolos en la cinta se consideran k-tuplas, con una componente por cada pista.

Ejemplo 86 La cinta de la figura 7.2 pertenece a una MT que toma un input binario mayor que 2, escrito
en la primera pista y determina si es un nimero primo. El input esta enmarcado por los simbolos C' y $.
Por lo tanto los simbolos de entrada son las tuplas [C, B, B], [0, B, B],[1, B, B] y [$, B, B]. Estos simbolos se
pueden identificar con C, 0, 1 y $ respectivamente al verlos como simbolos de entrada. El blanco, se identifica
con [B, B, B]. Para saber si el input es un ntimero primo, la MT primero escribe el ntimero 2 (en binario)
en la segunda pista y copia la primera pista en la tercera. Luego, la segunda pista es sustraida tantas veces
como sea posible de la tercera, dividiendo la tercera pista por la segunda y dejando en ella el resto.

Si el resto es cero, el nimero en la primera pista, el input, no es primo. Si el resto no es cero, se incrementa
en 1 el nimero de la segunda pista. Si ella iguala a la primera, el nimero era primo, porque no puede ser
dividido por ningin nimero entre 1 y si mismo. Si el nimero de la segunda pista es menor que el de la
primera, toda la operacién se repite para el nuevo nimero en la segunda pista.

En la figura 7.2 la MT estd chequeando si 47 es un primo, lo estd dividiendo por 5, el que ya ha sido
sustraido dos veces, por lo que el niimero 37 esta en la tercera pista.

7.3.3 Marcar Simbolos

Poner marcas en algunos simbolos es una forma 1til de visualizar cémo una MT reconoce lenguajes definidos
por strings repetidos, tales como

{ww/w e ¥}, {wey/w ey € ¥ y w # y}, {ww" /w € ¥*}
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Y también es 1itil cuando deben compararse longitudes de algunos substrings, tales como en los lenguajes
{a'b'/i > 1}, {a'VcFfi# joj #k}

Para ello se usa una segunda pista en la cinta, la que s6lo contiene un blanco o un v (visto). El sfmbolo
|/ aparece bajo uno de la primera pista, que ya ha sido considerado por la MT en una de las comparaciones.

7.3.4 Correr Simbolos

Una méaquina de Turing puede hacer espacio en su cinta al mover todos los simbolos no blancos un niimero
finito de celdas hacia la derecha. Para ello, la cabeza se mueve hacia la derecha almacenando repetidamente
los simbolos leidos en celdas de més a la izquierda. La MT puede entonces volver a las celdas vaciadas y
escribir los simbolos que desee. Si hay espacio disponible, también es posible empujar grupos de simbolos
hacia la izquierda de manera similar.

7.3.5 Subrutinas

Tal como sucede con programas, un diseno modular o “top-down” se facilita al usar subrutinas que definen
procesos elementales. Una méquina de Turing puede simular cualquier tipo de subrutinas encontradas en
lenguajes de programacion, incluso procedimientos recursivos y cualquiera de los métodos conocidos para
pasar parametros. Aqui sélo se describira el uso de subrutinas sin pardmetros y no recursivas, pero aun éstas
son bastante poderosas.

La idea general es escribir una parte de una MT que sirva como subrutina; ella tendra un estado inicial y
uno de regreso que momentianeamente no tendra movidas y que se usara para efectuar el regreso a la rutina
que la llamé. Para designar una MT que “llama” a la subrutina, un conjunto nuevo de estados para la
subrutina se llama y se especifica una movida para el estado de regreso. La llamada se efectia entrando al
estado inicial de la subrutina y el regreso, por la movida definida para el estado de regreso.

7.4 Lenguajes y Funciones Computables

Un lenguaje aceptado por una mdquina de Turing se llama enumerable recursivamente (recursively enu-
merable o r.e., en inglés). El término enumerable deriva del hecho que son precisamente estos lenguajes
cuyos strings pueden ser enumerados (listados) por una maquina de Turing. Recursivamente, es un término
matematico previo a la existencia de los computadores y su significado es similar a lo que se llama recursiéon
en ciencia de la computacién. La clase de los lenguajes enumerables recursivamente es muy amplia e incluye
con propiedad a la clase de los lenguajes libres de contexto.

La clase de los lenguajes enumerables recursivamente incluye algunos lenguajes para los que no se puede
determinar pertenencia en forma mecédnica. Si L(M) es uno de esos lenguajes, entonces cualquier maquina
de Turing que reconozca L(M) debe no detenerse en algunos strings que no pertenecen al lenguaje. Si
w € L(M), M se detendra eventualmente en input w. Sin embargo, mientras M esté ejecutando en algin
input, no es posible saber si parard y aceptard si se la deja ejecutar lo suficiente, o si M no se detendra
nunca y correra para siempre.

Es conveniente singularizar un subconjunto de los conjuntos enumerables recursivamente, llamados los
conjuntos recursivos, que son aquellos lenguajes aceptados por al menos una méaquina de Turing que se
detiene en todos sus inputs, ya sea aceptando o no. Posteriormente se vera que los conjuntos recursivos
son una subclase propia de los conjuntos enumerables recursivamente. Notese también que por el algoritmo
CYK, todo lenguaje libre de contexto es un conjunto recursivo.

Ademas de ser un dispositivo de aceptacion, la maquina de Turing puede verse como un computador de
funciones de enteros a enteros. La forma tradicional es representar los enteros en unario; es decir, i > 0 se
representa por el string 0°. Si una funcién tiene k argumentos, 41,42, ..., i, entonces estos enteros se ponen
inicialmente en la cinta separados por 1’s, como: 0410721 ...10%.



7.4. LENGUAJES Y FUNCIONES COMPUTABLES 123

Si la maquina de Turing se detiene, aceptando o no, con una cinta que consiste de 0¥ (para algin M),
entonces se dice que f(i1,42,...,9) = M, en que f es la funcién de k argumentos que computa esa maquina
de Turing. Nétese que una unica MT puede computar una funcién de un argumento, una diferente de dos
argumentos, etcétera. También debe notarse que si una MT, M, computa una funcién de k argumentos, no
es necesario que f tenga un valor para todas las diferentes k-tuplas de enteros que sean posibles argumentos.

Si f(i1,i2,...,4x) estd definida para toda tupla (i1,%2,...,1k), entonces se dice que es una funcidén re-
cursiva total. Una funcién f(i1,42,...,7;) computada por una méquina de Turing es llamada una funcidn
recursiva parcial. En cierto sentido, las funciones recursivas parciales son andlogas a los lenguajes enumer-
ables recursivamente, ya que son computadas por MT que pueden o no detenerse en ciertos inputs. Las
funciones recursivas totales corresponden a los lenguajes recursivos, ya que son computadas por maquinas
que siempre se detienen. Todas las funciones aritméticas comunes en enteros, tales como multiplicacién, n!
y 2V, son funciones recursivas totales.

m-—-n sim>n
0 sim<n
La siguiente maquina de Turing, inicialmente con el string 0™10™ en su cinta, se detiene con el string

Omi" en ella.

Ejemplo 87 La sustracciéon propia, m=n, se define de la siguiente forma: min =

M = ({QO7 qiy-- -, qﬁ}a {07 ]-}a {07 ]-7 B}7 (57 qo, 37 {QG})

M reemplaza repetidamente el primer 0 por blanco y luego busca hacia la derecha un 1 seguido de un 0,
y cambia el 0 por un 1. Luego, M se mueve a la izquierda hasta que encuentra un blanco y entonces repite
el ciclo. La repeticién termina si:

(i) Buscando un 0 hacia la derecha, se encuentra un blanco. En ese caso, los n 0’s de 0™10™ han sido
cambiados a 1’'sy n+ 1 de los m 0’s a B. M reemplaza entonces los n + 1 1’s por un 0 y n blancos,
dejando m — n 0’s en la cinta.

(ii) Al comenzar el ciclo, M no encuentra un 0 que cambiar por un blanco, ya que los primeros m 0’s han
sido cambiados. Entonces n > m y, por lo tanto, m — n = 0. En ese caso, M reemplaza todos los 1’s
y 0’s que queden por blancos.

La funcién de transicién ¢ se describe a continuacion:

1. 5(QQ,0) = (ql,B,D).

Comienza el ciclo reemplazando el cero inicial por un blanco.

2. 6(q1,0) = (¢q1,0, D).
5(Q1, ]-) = (qQa 1, D)

Se mueve hacia la derecha buscando el primer 1.
3. 5(QQ, 1) = (QQ, 1, D)

5((]2; 0) = (q3a 17 I)

Busca sobre los primeros 1’s hasta encontrar un 0; lo cambia a un 1.
4. 5(Q3, ].) = (q;),, ]., I)

5(q37 0) = (q37 07 I)

5(q37 B) = (qO; Ba D)

Se mueve a la izquierda hasta un blanco y entra gy para repetir ciclo.
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5. 0(q2, B) = (qa, B, I).
6(qa,1) = (qa, B, I).
6(q4,0) = (q4,0,1).
6(q4, B) = (46,0, D).
Si en estado g2 se encuentra un B antes de un 0, se estd en el caso (i) descrito mds arriba. Se entra

estado g4 y se mueve a la izquierda cambiando los 1’s a B’s, hasta encontrar una B, la que se cambia
a 0, se entra en estado gg y M para.

65q ):(Q5,B,D)

(qo,1

6(gs,0) = (g5, B, D).
6(g5,1) = (¢5, B, D).
6(q5, B) = (g6, B, D).

Si en estado gg se encuentra un 1 en vez de un 0, el primer bloque de 0’s se ha acabado y se estd en el
caso (ii) descrito anteriormente. M entra ¢s para borrar con blancos el resto de la cinta y luego entra
ge v se detiene.

Notar que si m,n o ambos son 0’s, la funcién se comporta perfectamente bien.

7.5 Extensiones al Modelo

Una de las razones para aceptar que la maquina de Turing es un modelo general de computabilidad, es que
el modelo que ya se ha visto es equivalente a muchas versiones modificadas que, de antemano, aparecerian
incrementando la capacidad de computacién. En esta seccion se dan pruebas informales de estos teoremas
de equivalencia.

7.5.1 Cinta Infinita en Ambas Direcciones

Una mdquina de Turing con cinta infinita en ambas direcciones se denota como M = (Q,%,T, 4, qo, B, F),
como en el modelo original. Sin embargo, como su nombre lo indica, su cinta es infinita no sélo hacia la
derecha, sino que también hacia la izquierda. Las DI se denotan en igual forma que antes, asumiendo que
hay una infinidad de blancos, tanto a la izquierda como a la derecha del trozo actualmente no blanco.

}_
La relacion M entre DI que define las movidas, es como en el modelo original, con la excepcién que
F
si 0(¢, X) = (p,Y,I), entonces gXa M pBY« (en el modelo original no hay movida posible), y que si
'_
d(q,X) = (p, B, D), entonces gXa M pa (en el original, el simbolo B apareceria a la izquierda de p).

La DI inicial es gow. La relacién - M, como antes, relaciona dos DI, si la de la derecha se puede obtener
de la de la izquierda en algin ndmero (posiblemente cero) de movidas de la méquina.

Teorema 34 L es reconocido por una maquina de Turing con cinta infinita en ambas direcciones si y sélo
si es reconocido por una MT con cinta infinita en sélo una direccion.

Demostracién : La prueba de que una MT con cinta infinita en dos direcciones puede simular una MT con
cinta infinita sélo hacia la derecha es facil. Aquélla marca la celda a la izquierda de la posicion inicial de su
cabeza y luego simula a la otra. Si durante la simulacién aparece la celda marcada, la méquina se detiene
sin aceptar.

En la otra direccion, sea My = (Q2, X2, T2, d2, g2, B, F) una MT con cinta infinita en dos direcciones. Se
construye una maquina de Turing M;, que simula Ms y tiene cinta infinita sélo hacia la derecha. M; tendra
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A A A A A
= 1 2 -3 4 -5

Figure 7.3: Reconocimiento del lenguaje aceptado por Ms usando una MT con cinta infinita en una direccién

2 pistas, una representando las celdas de My que estédn desde la celda inicial (inclusive) hacia la derecha; la
otra pista representa (invertida) a las celdas que estan a la izquierda de la celda inicial de M.

La primera celda de M; tiene el simbolo A en su pista inferior, para indicar que es el de més a la
izquierda. El control finito de M7 “recuerda” si My estaria sobre un simbolo que aparece en la pista superior
o inferior de M.

Debiera ser bastante obvio que M7 puede simular a My, en el sentido que si M5 estd a la derecha de su
posicién inicial, M; trabaja con la pista superior; mientras que si My estd a la izquierda, M; trabaja con la
pista inferior, moviéndose en direccién opuesta a Ms. Los simbolos de entrada a M7 son simbolos con blanco
en la pista inferior y un simbolo de entrada de M en la pista superior; los que pueden identificarse con los
de Ms. B se identifica con [B, BJ.

La construccién formal es la siguiente, M1 = (Q1,%1,'1, 61,41, B, F1). Los estados en ()1 son objetos de
la forma [g,S] o [¢,I], en que ¢ € Q2 U {¢1}. La segunda componente indica si M; estd trabajando en la
pista superior (S) o inferior (I). I'1 =Ty x (T U{,C}). L1 = X2 x {B}. F1 = {[q,5],[q,I]/q € F2}. La
funcién §; se define como sigue

1. VYa € 33 U {B}

d1(q1, la, B]) = (lg, 51, [X, €], D) si 62(g2,a) = (¢, X, D).
2. Va € ¥, U{B}

61(q1, [a, B]) = (lg, I}, [X, L], D) si b2(q2, a) = (¢, X, I).
3.VX,Y]eT1conY #CyA=10D.

01(lg, ), [X, Y]) = ([p, 51,12, Y], A) si 02(q, X) = (p, Z, A).
4. V[X,Y]eT1conY #CyA=10D.

01(la, 11, [X,Y]) = (Ip, 1], [X, Z], A) si 02(¢,Y) = (p, Z, A).

Con A representando la direccién contraria a la que representa A.

5 0ulla SLIX, C)) =dile, 1], [X, £)
. Z([p7C],[Y7 /C]vD) si 52((]7X):(p7Y7A)

En que
C=SsiA=D
C=1siA=1
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7.5.2 Maquinas de Turing con Varias Cintas

Una maquina de Turing con varias cintas consta de un control finito con k cabezas y k cintas infinitas en
ambas direcciones. Por ejemplo, para k = 3:

CONTROL
FINITO

Figure 7.4: Maquina de Turing con varias cintas

En cada movida, dependiendo del estado en que se encuentre el control finito y del simbolo bajo cada
una de las cabezas, la mdquina puede:

1. Cambiar de estado.
2. Escribir un nuevo simbolo en cada celda bajo las cabezas.
3. Mover cada cabeza, independientemente, una celda a la izquierda, a la derecha o mantenerla inmévil.

Inicialmente el input esta en la primera cinta y las demas estan en blanco.

Teorema 35 Si un lenguaje L es aceptado por una MT con varias cintas, es aceptado por una MT con una
sola cinta.

Demostracién :  Sea L acpetado por M, una MT con k cintas. Se consruye Ms, una maquina con una cinta
dividida en 2k pistas; 2 pistas por cada cinta correspondiente de M;. Una pista contiene el simbolo donde
estd la cabeza correspondiente de M;. El control finito de My almacena el estado de M7 y un contador del
numero de cabezas de M7 que estan a la derecha de Ms.

Cada movida de M; es simulada por un recorrido de izquierda a derecha y luego de derecha a izquierda
por la cabeza de M. Inicialmente, la cabeza de M, estd en la celda de més a la izquierda que contiene una
marca de cabeza. La cabeza de M> se mueve hacia la derecha visitando cada celda con marcas y recordando
el simbolo leido por la cabeza correspondiente de M;. Cuando Ms cruza una marca, debe actualizar el
contador de marcas a su derecha. Cuando no quedan mas, Ms ha visto los simbolos leidos por cada cabeza
de My, con lo que M, tiene la informacién necesaria para determinar la movida de M;. Ahora M5 hace una
pasada hacia la izquierda, hasta que llega a la marca de maés a la izquierda. El contador le permite saber
hasta dénde llegar. A medida que My pasa cada marca, cambia el simbolo correspondiente a esa cinta de
M, mueve la marca una celda a la izquierda o la derecha (o no la mueve) para simular la movida de M en
esa cinta. Por 1ltimo, Ms cambia el estado de M; que almacena en su control para finalizar la movida de
M. Si ese estado de M es final, My acepta.
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a

Notese que al simular la MT con cinta infinita en ambas direcciones por una MT con cinta infinita sélo
hacia la derecha, la simulacién fue movida por movida. En la que se acaba de presentar, cada movida de M,
requiere de varias de My para ser simulada. De hecho, para simular N movidas de M7, se requieren O(N?)
movidas de Ms.

7.5.3 Movidas No Deterministicas

Una maquina de Turing no deterministica es un dispositivo con un control finito y una cinta infinita sélo
hacia la derecha. Dado un estado y simbolo bajo la cabeza, la maquina tiene un ntmero finito de movidas
posibles. Cada opcién consiste de un nuevo estado, un simbolo para escribir y una direccién de movimiento
de la cabeza. La maquina acepta un input si hay una secuencia de movidas que la lleve a un estado final.

Como en el caso de los autématas finitos, el agregar no determinismo a la maquina de Turing no permite
aceptar nuevos lenguajes. De hecho, la combinacién de no determinismo con las otras extensiones de esta
secciéon, no le anaden poder adicional.

Teorema 36 Si L es aceptado por una MT no deterministica My, entonces L es aceptado por una MT
deterministica M.

Demostracién : Para cada estado y simbolo de la cinta de M; hay un nimero finito de opciones para la
préxima movida. Sea 7 el nimero maximo de opciones para todos los pares estado-simbolo.

Luego, cualquier secuencia finita de elecciones puede representarse por una secuencia de los digitos 1 a
r. Es posible que no todas dichas secuencias representen elecciones de movidas, ya que puede haber menos
de r opciones en algunas situaciones.

M tendrd tres cintas. La primera contendra el input; en la segunda M, generara secuencias de digitos
de 1 a r en forma sistematica. Especificamente, las secuencias serdn generadas con las més cortas primero.
Secuencias del mismo largo son generadas en orden numérico.

Por cada secuencia generada en la segunda cinta, Ms copia el input a la tercera cinta y simula a M;
sobre la cinta 3; usando la secuencia definida en la cinta 2 para dictar las movidas de M;. Si M; entra a
un estado de aceptacién, My también acepta. Si existe una secuencia de opciones que lleve a M7 a aceptar,
ella serd eventualmente generada en la cinta 2. Cuando sea simulada, Mo aceptard. Si no hay secuencia de
elecciones que haga que M; acepte, M> no aceptara.

7.5.4 Maquinas Multidimensionales

Considérese otra modificacién a las maquinas de Turing que tampoco les da poder adicional. Este dispositivo
tiene un control finito, pero la cinta consiste de un arreglo k-dimensional de celdas infinitas en las 2k
direcciones, para algun k fijo. Dependiendo del estado y simbolo, la médquina cambia de estado, escribe un
simbolo y mueve la cabeza en alguna de las 2k direcciones. Inicialmente, el input estd a lo largo de un eje y
la cabeza en su primer simbolo a la izquierda.

En cualquier instante, s6lo un nimero finito de filas en cualquier dimensién contiene simbolos no-blancos y
de ellas cada una tiene sélo un nimero finito de estos simbolos. Se probard que una maquina uni-dimensional
puede simular una MT de 2 dimensiones. La generalizacién se deja como ejercicio.

Teorema 37 Si L es aceptado por una mdquina de Turing de dos dimensiones, Ms, entonces L es aceptado
por una MT de una dimension, M.

Demostracién : M, representa la cinta de My de la siguiente manera (ver Figura 7.5)

M : *x BBBA1BBB * BBasasasasB * agaragagaigB * ... * *
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M : B B B A B B B

1

2 3 4 5
a a a a B a B
6 7 8 9 10
B a a a B a a
11 12 13 14 15

B B a a B B B
16 17

Figure 7.5: Representacion de My usando My

M, también tendrd una segunda cinta, ambas infinitas por ambos lados. Si Ms hace una movida que
no la saca del rectangulo ya representado en la cinta de My, si la movida es horizontal, M; simplemente
mueve el marcador de la cabeza un lugar; si es vertical, M7 usa su segunda cinta para contar el niimero
de celdas entre la posicién de la cabeza y el * a su izquierda. Luego M; se mueve al * a la derecha, si la
movida es hacia abajo, o al * de la izquierda si la movida es hacia arriba, y pone la cabeza en la posicién
correspondiente del nuevo bloque (regién entre *’s), usando el contador de la segunda cinta.

Considérese ahora la situacién cuando la cabeza de My se mueve fuera del rectdngulo representado por
M. Sila movida es vertical, se agrega un nuevo bloque de blancos a la izquierda o derecha, usando la
segunda cinta para contar el largo actual de los bloques. Si la movida es horizontal, M; usa la técnica de
correr simbolos para agregar un blanco en el extremo izquierdo o derecho de cada bloque. Como ** marca
el final de la regién usada para los bloques, M; sabe cuando ha crecido todos los bloques. Luego de hacer el
espacio necesario, M7 simula la movida de M5 como ya se ha descrito.

7.5.5 Maquinas de Varias Cabezas

Una MT de k-cabezas tiene un ntmero fijo, k, de cabezas numeradas de 1 a k. Una movida depende del
estado y del simbolo leido por cada cabeza. En una movida, las cabezas se pueden mover independientemente
hacia la izquierda, derecha o permanecer estacionaria.

Teorema 38 Si L es aceptado por una MT de k cabezas, My, es aceptado por una MT de una cabeza, M.

Demostracién : La prueba es similar a la hecha para el caso de maquinas de varias cintas. My tiene K + 1
pistas en su cinta; la ultima tiene el contenido de la cinta de M;. La i-ésima pista (1 < i < k) tiene una
marca indicando la posicién de la i-ésima cabeza.

7.5.6 Maquinas Off-Line

Una MT off-line es una MT de varias cintas, cuya cinta con el string de entrada es sélo leible (read-only).
Usualmente se encierra el string de entrada entre los simbolos £ (a la izquierda) y $ (a la derecha). La
maquina no puede mover la cabeza fuera de la regién entre £y $. Deberfa ser claro que éste es sélo un caso
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especial de una maquina con varias cintas y, por lo tanto, no es més poderosa que ninguno de los modelos
vistos. Al revés, una MT off-line puede simular cualquier MT, M, usando una cinta mas que M. Lo primero
que hard es copiar su input en esta cinta extra y simular a M como si ella fuera el input de M.

7.6 Hipotesis de Church

La suposicién de que la nocién intuitiva de “funcién computable” puede identificarse con la clase de funciones
recursivas parciales, es conocida como la Hipdtesis de Church o la Tesis de Church-Turing.

Aun cuando no se puede esperar tener una “prueba” de la hipdtesis de Church, al menos mientras la
nocién informal de “computable” permanezca como nocién informal, es sin embargo posible dar evidencia
de porqué es una suposicion rezonable.

Si nuestra nocién intuitiva de “computable” no posee limite en el nimero de pasos o la cantidad de
almacenamiento necesaria, parece que las funciones recursivas parciales son (intuitivamente) computables.
Aun cuando alguien podria argiiir que una funcién no es “computable”, a menos que se pueda limitar la
computacion de antemano, o al menos saber si ella terminara o no.

Lo que es més discutible es si la clase de funciones recursivas parciales incluye a todas las funciones
computables. Los légicos-matematicos han presentado muchos otros formalismos, como el calculo-\, sistemas
de Post y funciones recursivas generales. Para todos ellos se ha demostrado que definen la misma clase de
funciones, es decir las funciones recursivas parciales. Ademads, modelos abstractos de los computadores como
la RAM (Random Access Machine) dan también lugar a las funciones recursivas parciales.

La RAM consiste de un nimero infinito de palabras de memoria, numeradas desde 0, cada una de las
cuales puede almacenar un ndmero entero; y un numero finito de registros aritméticos, también capaces
de almacenar un entero. Los enteros pueden ser decodificados como instrucciones en la forma usual de los
computadores. No se definird la RAM més formalmente, pero debiera ser claro que si se escoge un conjunto
adecuado de instrucciones, la RAM puede simular cualquier computador existente.

Teorema 39 Una mdquina de Turing puede simular una RAM, provisto que las instrucciones de la RAM
puedan ser simuladas por una MT.

Demostracién :  Se usa una MT, M, de varias cintas para hacer la simulacién. Una cinta de M tiene las
palabras de memoria de la RAM, a las que se les ha dado valores. La cinta se ve como

H#0 x vo#L * V1 HL0 x voFE ... Fixv;HE ...

en que v; es el contenido, en binario, de la - ésima palabra. En todo momento, habra algtin nimero finito de
palabras de la RAM que han sido usadas y M sélo necesita mantener los valores hasta la palabra de niimero
mayor que se haya usado.

La RAM tiene un ndmero finito de registros aritméticos. M usa una cinta para almacenar el contenido
de cada registro; otra cinta contiene el “contador de posicion”, que contiene el nimero de la palabra de
memoria de donde se debe tomar la préxima instruccién y una cinta “memory address register” en que se
puede poner el nimero de una palabra de memoria.

Supoéngase que los primeros 10 bits de una instruccién denotan una de las operaciones estandar en los
computadores, como load, store, add, etc., y que los bits restantes denotan la direccién del operando. Si
bien no se discutira los detalles de implementacién para todas las instrucciones estandar, un ejemplo debiera
poner las cosas claras. Supdéngase que la cinta con el contador de posicién tiene el nimero i en binario. M
busca en su primera cinta desde la izquierda, buscando #i*. Si se encuentra un blanco antes de encontrar
#i%, no hay instruccién en la palabra i y, por lo tanto, la RAM y M se detienen. Si #ix* es encontrado, los
bits que siguen a *, hasta el siguiente # (v;) se examinan. Suponga que los primeros 10 bits estédn codificados
para add al registro 2 y los bits restantes son un cierto niimero j en binario. M agrega 1 a ¢ en el contador
de posicién y copia j en la “memory address register”. Luego M busca #j* en la primera cinta, comenzando
desde la izquierda (#0% marca el final por la izquierda). Si #j* no se encuentra, se supone que j tiene 0y



130 ACEPTACION Y GENERACION DE L. ENUMERABLES RECURSIVAMENTE Y RECURSIVOS

se sigue con la préxima instruccién de la RAM. Si #j * v;# es encontrado, v; es sumado al registro 2, que
estd en su propia cinta, y se contintia con la préxima instruccion.

Obsérvese que atin cuando la simulacién de la RAM hizo uso de una MT con varias cintas, por teorema
35, una MT con una cinta seria mucho mas compleja.

7.7 Maquinas de Turing como Generadores

Se ha visto a las méquinas de Turing como reconocedoras de lenguajes y como computadoras de funciones
en los enteros no negativos. Hay una tercera visién til de las MT, como dispositivos generadores. Considere
una MT, M, que usa una cinta como cinta de output, en la cual un simbolo, una vez escrito, no puede ser
cambiado y cuya cabeza (escritora en este caso) nunca se mueve a la izquierda. Suponga también que en la
cinta de output M escribe strings sobre algun alfabeto X, separados por un simbolo especial #. Se puede
definir G(M), el lenguaje generado por M, como el conjunto de w € ¥*, tal que w es eventualmente escrito
entre un par de #’s en la cinta de output de M.

Noétese que a menos que M no pare, G(M) es finito. Tampoco se requiere que las palabras sean generadas
en algtin orden en particular, o que cualquier palabra sea generada una sola vez. Si L es G(M) para alguna
MT, M, entonces L es un conjunto enumerable recursivamente y viceversa. Los conjuntos recursivos también
tienen una caracterizacién en términos de generadores; ellos son exactamente los lenguajes cuyas palabras
pueden ser generadas en orden creciente de tamano.

Lema 11 Si L es G(My) para alguna MT, My, entonces L es un conjunto enumerable recursivamente.

Demostracién : Se construye una MT, My, con una cinta mas que M;. M; simula a M7 usando todo excepto
la cinta de entrada de M;. Cada vez que M; imprime un # en su cinta de output, My compara su input con
el string recién generado. Si son el mismo, Ms acepta; si no, sigue simulando a M;. Obviamente My acepta
un string X, si y sélo si X € G(Mj). Por lo tanto, L(Ms) = G(M;) = L es enumerable recursivamente.

a

El converso de este lema es algo mds dificil. Suponga que M; reconoce a L C ¥*. Nuestro primer (y
poco exitoso) intento para disenar un generador para L puede ser generar palabras en ¥* en algin orden,
w1, Wa, . . ., hacer correr a M, en wy y si M; acepta, generar w; en la cinta de output. Luego hacer correr a
M en ws, generandolo si M7 acepta, etc. Este método funciona si M; esta garantizado de parar en todos
los inputs. Sin embargo, como se vera en el proximo capitulo, hay lenguajes enumerables recursivamente
que no son recursivos. En esos casos, aparece la posibilidad que M; nunca se detenga en algin w;. Luego
M nunca considerara w;y1,W;+2, ...y no puede generarlas atin cuando M; las aceptase.

Debe, por lo tanto, evitarse la simulacion indefinida de M7 en alguna palabra. Para ello se fija un orden en
que enumerar strings en 3¥*. Luego se desarrolla un método para generar todos los pares de enteros positivos
(4,4). La simulacién procede generando un par (i, j) y simulando a M; en la i-ésima palabra durante j pasos.

Se fija un orden candnico para 3* como sigue. Se listan los strings en orden de tamano, con palabras
del mismo largo en “orden numérico”. Esto es, sea ¥ = {ag, a1, ...,ar—1}, € imagine que a; es el digito i en
base k. Es decir, las palabras de largo N son los ntimeros 0 a k™ — 1, escritos en base k. El disefio de una
méquina de Turing que genere palabras en orden candénico no es dificil y se deja como ejercicio.

Ejemplo 88 Si ¥ = {0, 1}, el orden canénico es ¢, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, ...
O

Notese que el orden aparentemente més simple en que usualmente se generan las representaciones as
cortas de los numeros en base k, 0, 1, 2, ..., no sirve pues nunca se generan strings como agagai, que tienen
ceros adelante.
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Considérese ahora la generacién de pares (7,j) en tal forma que cada par sea generado después de una
cantidad finita de tiempo. La tarea no es tan simple como parece, el método ingenuo de generar: (1,1),

(1,2), (1,3), ..., nunca genera pares en que i > 1. En lugar de esto, los pares se deben generar en orden de
su suma, i + j, y entre los de igual suma, en orden creciente de i. Esto es, se genera (1,1), (1,2), (2,1), (1,3),
(2,2), (3,1), (1,4), .... Elpar (i,5) esel {[(i +7—1)(i +j — 2)]/2 + i}-ésimo par generado. Este orden tiene

la propiedad deseada de que hay un tiempo finito en el cual cualquier par en particular es generado.

Una MT que genera pares (4, j) en este orden en binario, es ficil de disenar y se deja al lector dicha labor.
Tal MT serd llamada el generador de pares. Incidentalmente, el orden usado por el generador de pares
demuestra que los pares de enteros pueden ponerse en correspondencia 1 a 1 con los enteros, un resultado
aparentemente paradéjico descubierto por Georg Kantor cuando él mostré que los racionales (que en realidad
son la razén entre dos enteros), eran equinumerosos con los enteros.

Teorema 40 Un lenguaje es enumerable recursivamente si y sélo si es G(Ms) para alguna MT, Ms.

Demostracién :  Con el lema anterior ya probado, s6lo se necesita probar cémo un lenguaje enumerable
recursivamente L = L(M;) puede ser generado por una MT, Ms. Mj simula al generador de pares. Cuando
el par (4,7) es generado, My produce la i-ésima palabra w;, en orden candnico y simula j pasos de M; en
w;. Si M; acepta en el paso j, contando la DII como paso 1, entonces Mo genera w;.

Es claro que M genera sdlo strings en L. Si w € L, sea w la i-ésima palabra en el orden canénico para
el alfabeto de L y suponga que M7 acepta w en j movidas. Como toma sélo un tiempo finito para que My
genere cualquier string en orden candnico o simular un nimero determinado de movidas de My, es claro
que My eventualmente producird el par (i,j). En ese momento, w serd generado por Ms. Por lo tanto,
L = G(Ms).

d

Corolario 3 Si L es un conjunto enumerable recursivamente, entonces hay un generador para L que enu-
mera cada string en L eractamente una vez.

Demostracién : La MT, Ms, descrita en la demostracion del teorema 40 tiene dicha propiedad ya que genera
w; sblo cuando considera el par (4, j), en que j es exactamente el nimero de pasos que M, toma para aceptar
Ws .

a

Se mostrard ahora, que los conjuntos recursivos son precisamente aquellos conjuntos cuyos strings pueden
ser generados en orden candnico.

Lema 12 Si L es recursivo, entonces hay un generador para L que imprime los strings de L en orden
canonico y no imprime otras palabras.

Demostracién :  Sea L = L(M; C ¥*, en que M; se detiene en todos sus inputs. Se construye Ms para
generar L, como sigue. My genera (en una cinta de borrador) las palabras en ¥* de a una a la vez y en
orden canénico. Después de generar algin string w, My simula M; en w. Si M; acepta w, My genera w.
Como M; para siempre, se sabe que My terminara de procesar cada string después de un tiempo finito y,
por lo tanto, considerard eventualmente cada string en >*. Obviamente, My genera L en orden candnico.

a

El converso de este lema, que si L puede ser generado en orden candnico, entonces L es recursivo, es
también verdadero. Sin embargo, hay un detalle que debiera quedar claro. En el lema anterior fue posible
construir My a partir de M;. Sin embargo, dada una MT, M, que genera L en orden candnico, se sabe que
existe una maquina de Turing que siempre para y que reconoce L, pero no hay algoritmo para construirla.

Supdéngase que M; genera L en orden canénico. Lo natural es construir Ms, tal que en input w simule
M hasta que M7 genere w o una palabra posterior a w en el orden candnico. En el primer caso My acepta
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w, en el segundo, M se detiene sin aceptar w. Sin embargo, si L es finito, M; puede no detenerse después
de generar el ultimo string en L, con lo que M; podria no generar w ni ningin string posterior. En esta
situaciéon My no pararia. Esto sucede sélo cuando L es finito, ain cuando se sabe que todo conjunto finito es
aceptado por una MT que siempre se detiene. Infortunadamente, no se puede determinar si una MT genera
un conjunto finito o, si es finito, cual conjunto es. Por lo tanto, se sabe que una MT que siempre para y
acepta L, el lenguaje que genera M, siempre existe; pero no hay algoritmo para construirla.

Teorema 41 L es recursivo si y solo si L es generado en orden canonico.

Demostracién :  El lema 12 establece una direccién. Si L es infinito, la MT Ms, descrita méas arriba, es una
MT que siempre se detiene y acepta L. Si L es finito, hay un autémata finito que acepta L y, por lo tanto,
hay una MT que siempre se detiene y que acepta L. En general, no es posible exhibir una MT particular
que acepte L, s6lo se establece que ella debe existir.



Chapter 8

PROPIEDADES DE LOS
LENGUAJES ENUMERABLES
RECURSIVAMENTE Y
RECURSIVOS

8.1 Algunas Propiedades

Un numero de teoremas se demuestran reduciendo un problema a otro. Estas reducciones envuelven el uso de
varias MT para formar una maquina compuesta. El estado de una MT compuesta tiene una componente por
cada maquina individual. Similarmente, la médquina compuesta tiene cintas separadas para cada maquina.
Los detalles son tediosos y aportan poco, por lo que las construcciones se describirdn en forma maés bien
informal.

Dado un algoritmo (MT que siempre se detiene), se puede permitir que la maquina compuesta haga
una accién si el algoritmo acepta y otra si no acepta. Esto no se puede hacer si en lugar de un algoritmo
se tuviera una MT arbitraria, ya que si la MT no acepta puede no detenerse y, por lo tanto, la maquina
compuesta nunca iniciaria su siguiente tarea.

Teorema 42 FEl complemento de un lenguaje recursivo es recursivo.

Demostracién : Sea L un lenguaje recursivo y M una MT que siempre se detiene y que acepta L. Se
construye M’ a partir de M, de tal forma que si M entra a un estado final en input w, entonces M’ se
detiene sin aceptar. Si M se detiene sin aceptar, M’ entra a un estado final. Ya que siempre sucede uno
de estos dos eventos, M’ es un algoritmo. Claramente L(M’) es el complemento de L y, por lo tanto, el
complemento de L es un lenguaje recursivo. La Figura 8.1 ilustra la construccién de M'.

d

Teorema 43 La unidn de dos lenguajes recursivos es recursivo. La union de dos lenguajes enumerables
recursivamente es enumerable recursivamente.

Demostracién :  Sean L; y Lo lenguajes recursivos aceptados por los algoritmos M7 y Ms. Se construye
M, que primero simula M;. Si M; acepta, M acepta. Si M rechaza, M simula Ms y acepta si y solo si My
acepta. Ya que tanto M; como My son algoritmos, M se detendrd. Claramente M acepta L U La. (Ver
Figura 8.2).
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SI

NO

Figure 8.1: Construcciéon de M’, complemento de M

SI
SI g1l
NO wll

— N NO

Figure 8.2: Construccion de M, equivalente a la unién de dos MT, para el caso de lenguajes recursivos

Para los lenguajes enumerables recursivamente, la construccién anterior no funciona, ya que M; puede
no detenerse nunca. En su lugar, M puede simular simultdneamente a M; y Ms en cintas separadas. Si
cualquiera acepta, entonces M también acepta. (Ver Figura 8.3).

M, SI SI

— SI

Figure 8.3: Construccion de M, equivalente a la uniéon de dos MT, para el caso de lenguajes enumerables
recursivamente

a

Teorema 44 Si un lenguaje L y su complemento L son ambos enumerables recursivamente, entonces L y
L son recursivos.

Demostracién : Sean L y L aceptados por M; y My respectivamente. Se construye M que simula si-
multaneamente a My y Ms. M acepta si M acepta w y rechaza si Ms acepta w. Ya que w estd en L o
estd en L, exactamente una de M; o My lo aceptaran. Por lo tanto, M siempre dird SI o NO, pero nunca
ambas respuestas. Nétese que no hay un limite a priori en cuanto al tiempo que pasara hasta que M; o My
acepten, pero es claro que una de ellas lo hard. Como M es un algoritmo que acepta L, se concluye que L
es recursivo. (Ver Figura 8.4).
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M, SI SI

M, SI NO

Figure 8.4: Construccién de M, que simula simultdneamente a dos MT, My y M,

a

El primero y ultimo de estos teoremas tienen una consecuencia muy importante. Sean L y L un par de
lenguajes complementarios. Entonces una sola de las siguientes aserciones se cumple:

1. L y L son recursivos
2. Ni L ni L son enumerables recursivamente

3. Uno entre L y L es enumerable recursivamente, pero no recursivo; el otro no es enumerable recursiva-
mente.

Una técnica importante para mostrar que un problema no es decidible es mostrar, por diagonalizacién,
que el complemento del lenguaje para ese problema no es enumerable recursivamente. Por lo tanto, los casos
(2) 6 (3) anteriores no son aplicables. Esta técnica serd esencial para probar el primer problema no-decidible.
Después, varias formas de reducciones pueden emplearse para mostrar que otros problemas no son decidibles.

8.2 Maquina de Turing Universal

Ahora se usaré la técnica de diagonalizacién para mostrar que un cierto problema no es decidible. El problema
es: “;Acepta una MT, M, un string de entrada, w?” En este caso, tanto M como w son pardmetros del
problema.

Al formalizar el problema como un lenguaje, se restringird w a ser sobre el alfabeto {0,1} y a que M
tenga alfabeto de la cinta {0,1, B}. Como el problema restringido es no-decidible, con toda seguridad el
problema mds general también lo es. Se escoge esta version restringida para simplificar la codificacién de
instancias como strings.

Para comenzar, se codifican las maquinas de Turing con alfabetos restringidos como strings sobre el
alfabeto {0,1}. Sea

M = (Q,{0,1},{0,1, B}, 8, q1, B, {g2})

una maquina de Turing restringida como se desea. Ademads supdéngase que @ = {q1, g2, - .., gn} es el conjunto
de estados, y que ¢ es el tnico estado final. Un teorema anterior asegura que si L C {0,1}* es aceptado
por una MT, entonces es aceptado por una con alfabeto {0, 1, B}. También, no hay necesidad de més de un
estado final, ya que una vez que acepta puede parar.

Es conveniente llamar los simbolos 0,1 y B como X;, X5 y X3; también las direcciones I y D seran
llamadas D1 y Dsg, respectivamente. Entonces una movida cualquiera §(g;, X;) = (gx, X1, Dm) se codifica
por el string binario

0°10°10F1010™
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Un cédigo binario para una maquina de Turing M, es
111 codigo; 11 codigo,11...11 codigo, 111

en que cada cédigo; es un string que codifica una movida de M y en que cada movida estd codificada en
alguno de los c6digo;. No es necesario que las movidas aparezcan en algin orden en particular, por lo que
cada MT tiene en realidad muchos cédigos. Cualquiera de esos cédigos se denotard por < M >.

Cada string binario representa el cdigo de a lo mas una MT; muchos strings binarios no representan
MT. El par MT,w se representa por el cddigo de M seguido por w, y se denota como < M, w >.

Ejemplo 89 Sea M = ({¢1,92,493},{0,1},{0,1, B}, 0, q1, B, {g2}), con movidas

6(q17 1) = (Q37 07 D)
6(g3,0) = (q1,1,D)
(5(Q3, 1) = (QQa 07 D)
6(g3,B) = (g3,1,1)

Entonces el string denotado por < M, 1011 > es
111010010001010011000101010010011
0001001001010011
0001000100010010
111
1011
Note que muchos otros strings son también cédigos para el par < M, 1011 > y que cualquiera de ellos es
representado por la notaciéon < M, 1011 >.

a

Suponga que se tiene una lista de {0,1}* en orden candnico, donde w; es la i-ésima palabra y M; es la
MT cuyo cédigo es el entero j escrito en binario.

Imagine una tabla infinita que indique para todo ¢ y j si w; € L(M;). La Figura 8.5 sugiere cémo serfa
esa tabla; en ella, un 0 significa que w; ¢ L(M;) y un 1 que w; € L(M;). En realidad, como todas las MT
de “numeracién baja” aceptan el conjunto vacio, la porciéon mostrada de la tabla sélo deberia tener ceros.

Diagonal

Figure 8.5: Construccién de tabla para diagonalizacién
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Se construye un lenguaje Lp usando la diagonal de la tabla, para determinar si un string pertenece a Lp
o no. Para garantizar que ninguna MT acepte Lp, se define que w; € Lp si y sélo si la entrada (i,4) de la
tabla es 0, esto es, si M; no acepta w;.

Suponga que alguna MT, M;, acepta Lp, se produce la siguiente contradiccién. Si w; € Lp, entonces
la entrada (j,j) es 0 (por definicién de Lp, implicando que w; ¢ L(M;) y contradiciendo Lp = L(Mj).
Si por el contrario, w; € Lp, entonces la entrada (7, j) es 1, implicando que w; € L(Mj;), lo que de nuevo
contradice Lp = L(M;). Como w; estd o no en Lp, se concluye que la suposicién Lp = L(M;) es falsa. Por
lo tanto, ninguna MT en la lista acepta Lp; es decir ninguna MT acepta Lp.

Lema 13 Lp no es enumerable recursivamente

Demostracién : Recién enunciada en la discusién anterior

Se define L,,, el lenguaje universal, como el conjunto
{< M,w > /M acepta w}

Se le llama “universal”, pues la pregunta de si un string w en particular es aceptado por una maquina
de Turing M en particular, es equivalente a la pregunta si < M’,w > pertenece a L,; donde M’ es la MT
equivalente a M construida con una cinta semi-infinita y alfabeto {0, 1, B} que acepte L.

Teorema 45 L, es enumerable recursivamente.

Demostracién : Se mostrard una MT con 3 cintas, M7, que acepta L,. La primera cinta de M; es la cinta
de entrada y es usada para buscar movidas de M cuando se le da el cédigo < M,w > como input. La
segunda cinta de M; simulara la cinta de M. La tercera cinta mantiene el estado de M, con g; representado
por 0°. M, funciona de la siguiente manera:

1. Verifica el formato de la cinta 1 para ver que tiene un prefijo correspondiente al cédigo de alguna MT
y que no hay dos movidas codificadas que comiencen con 0?10 para el mismo i y j. También verifica
que si 0?10710%10'10™ es un codigo, 1 <5 <3,1<1<3,1<m <2. La tercera cinta puede usarse
como “cinta borrador” para facilitar la comparacién de cédigos.

2. Inicializa la cinta 2 a contener w, la parte del input que sigue al segundo grupo de tres 1’s consecutivos.
Inicializa la cinta 3 con un solo 0, que simboliza ¢;. Las tres cabezas se posicionan en el simbolo de
maés a la izquierda. Esos simbolos pueden ser marcados para facilitar la vuelta de las cabezas a ellos.

3. Sila cinta 3 contiene oo, el cédigo para el estado final, la maquina se detiene y acepta.

4. Sea X el simbolo bajo la cabeza en la segunda cinta y sea 0° el contenido de la cinta 3. Se recorre la
cinta 1 desde la izquierda hasta el segundo 111, buscando un substring que comience con 110°1071. Si
no se encuentra, la méquina se detiene y rechaza; M no tiene préxima movida y no ha aceptado. Si
se encuentra ese cédigo, sea 0°1071010'10™. Se pone 0F en la cinta 3, se escribe X; en la celda de la
segunda cinta y esa cabeza se mueve en direccién D,,. Nétese que ya se ha chequeado que 1 <1 <3y
que 1 <m < 2. Repetir después el paso (3).

Es simple ver que M; acepta < M,w > si y sélo si M acepta w. También es cierto que si M no se
detiene en w, M; no se detiene en < M, w > y que si M se detiene sin aceptar w, M; se detiene sin aceptar
< M,w >.
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La existencia de M; es suficiente para probar el teorema. Sin embargo, usando los teoremas del capitulo 7,
se puede encontrar una MT con una cinta semi-infinita y alfabeto {0,1, B} que acepte L,. Esa MT en
particular se denominara My, la Mdquina de Turing Universal, ya que ella hace el trabajo de cualquier MT
con alfabeto de entrada {0,1}.

Segun el lema 13, el lenguaje diagonal Lp no es enumerable recursivamente y, por lo tanto, no es
recursivo. Por un teorema anterior se concluye que Lp no es recursivo. Nétese que Lp = {w;/M; acepta
w;}. Se probara que el lenguaje universal L, = {< M,w > /M acepta w} no es recursivo, reduciendo Lp a
L,. Por lo tanto L, es un lenguaje enumerable recursivamente, pero no recursivo; en realidad, Lp es otro
ejemplo de ese tipo.

Teorema 46 L, no es recursivo.

Demostracién :  Supéngase que A fuera un algoritmo que reconoce L,. Entonces se podria reconocer Lp
de la siguiente manera. Dado un string w € (04 1)*, se determina (facilmente) el valor de 4, tal que w = w;.
Ese entero 7, en binario, es el cédigo para una MT M;. Se alimenta a A con < M;,w; > y se acepta w si y
s6lo si M; acepta w;. Es facil ver que el algoritmo asi construido acepta w si y sélo si w = w; y w; € L(M;).
Por lo tanto, se tiene un algoritmo para Lp. Como dicho algoritmo no puede existir, se concluye que la
suposicién de que existe un algoritmo A para L, es falsa. Por lo tanto, L, es enumerable recursivamente,
pero no recursivo. (Ver Figura 8.6).

W <Mi,wi> | HrpoteTICO—" S — 7 51
CONVERTIDOR

A para Lu —~ No—1— NO

Algoritmo construido para L,

Figure 8.6: Construccién de Lp
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INDECIDIBILIDAD

9.1 Problemas

Informalmente se usa la palabra problema para referirse a preguntas tales como: ;Es una gramaética libre de
contexto dada, ambigua? En el caso del problema anterior, de la ambiguedad, una instancia del problema
es una gramatica en particular. En general, una instancia de un problema es una lista de argumentos, un
argumento por cada parametro del problema. Restringiendo la atencién sélo a problemas cuya respuesta sea
SI o NO y codificando instancias del problema por strings sobre un alfabeto finito, es posible transformar
la pregunta de si existe un algoritmo para un problema, a saber si un lenguaje en particular es recursivo.
Debe notarse que al considerar sélo problemas con respuesta ST o NO, no se estd dejando de lado muchos
problemas importantes, ya que muchos tienen versiones en SI o NO que son, demostrablemente, tan dificiles
como el “problema general”.

Considérese el problema de la ambiguedad de las gramaticas libres de contexto. Denominese AMB a
la versién ST o NO. Una versién mas general del problema, llamada encuentre, requiere producir un string
con 2 6 més arboles de derivacidn, si existe, o responder “NO”, si no existe. Un algoritmo para encuentre
puede usarse para resolver AMB. Si encuentre produce un string w, se responde SI; si encuentre responde
NO, se responde NO. Por otro lado, dado un algoritmo para AMB, se puede producir un algoritmo para
encuentre. El algoritmo primero aplica AMB a la gramética. Si AMB responde NO, se responde NO. Si
AMB responde S1, el algoritmo comienza a generar sistematicamente todos los strings sobre el alfabeto de
G. Tan pronto como se genera un string w, se ve si tiene dos o més arboles de derivacién. Notese que el
algoritmo empieza a generar strings solo si G es ambigua, por lo tanto eventualmente encontrara el string
deseado y lo escribira. Por lo tanto, en realidad se tiene un algoritmo. La parte del algoritmo que chequea
si w tiene 2 6 mas arboles de derivacién se deja como ejercicio.

El proceso por el cual se construye un algoritmo para un problema (como encuentre), usando un supuesto
algoritmo para otro (AMB), es llamado una reduccidn (de encuentre a AMB). En general, cuando un prob-
lema A se reduce a un problema B, se estd mostrando que B es al menos tan “dificil” como A. Por lo tanto
en este caso, como en muchos otros, el problema STo NO AMB no es més sencillo (ficil) que la versién més
general del problema. Posteriormente se vera que no hay algoritmo para AMB. Por la reduccién de AMB
a encuentre, se concluye que tampoco hay un algoritmo para encuentre, ya que su existencia implicaria la
existencia de un algoritmo para AMB, una contradiccion.

Un punto instructivo adicional concierne a la codificacion de la gramatica G. Como todas las MT tienen
un alfabeto fijo, no se puede considerar la notacién de cuddrupla G = (V,T, P, S) como la codificacién de
G sin modificarla. Pero es posible codificar cuddruplas como strings binarios. Los metasimbolos (, ), {,
},,, — se codifican como 1, 10, 100, ..., 10%, respectivamente. El i-ésimo sfmbolo de la gramética (en
cualquier orden elegido), se codifica como 10+, Con esta codificacién no se distinguen los terminales ni los
no-terminales. Por supuesto que renombrar los no-terminales no afecta el lenguaje generado, por lo que sus
sfmbolos no son importantes. Ain cuando se piensa que la identidad de los terminales es importante, para
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este problema los simbolos son irrelevantes ya que el renombrar terminales no afecta la ambiguedad de una
gramatica.

Un problema cuyo lenguaje es recursivo, se dice decidible, en otro caso el problema es no-decidible. Esto
es, un problema es no-decidible si no hay un algoritmo que tome como input una instancia del problema y
determine si la respuesta a esa instancia es ST o NO.

Una consecuencia poco intuitiva de la definicién de no-decidible es que problemas con sélo una instancia
son trivialmente decidibles. Considérese el siguiente problema basado en la conjetura de Fermat. (Hay
solucién entre los enteros positivos a la ecuacién z' + y* = 2%, si ¢ > 3 ? Nétese que z,y,2 e i no son
parametros, sino que variables internas del problema. Hay una MT que acepta todo input y otra que los
rechaza todos. Una de ellas responde correctamente a la conjetura de Fermat, atin cuando no se sabe cudl.
De hecho, puede ni siquiera haber una resolucién de la conjetura usando los axiomas de la aritmética. Esto
es, la conjetura puede ser cierta y atin asi puede que no haya una demostracion aritmética de ella. La
posibilidad de esto, aunque no en certeza, sigue del teorema de Incompletitud de Godel, que establece que
cualquier sistema formal consistente y sufucientemente poderoso para describir teoria de niimeros, debe tener
sentencias verdaderas pero no demostrables dentro del sistema.

No debiera molestar que un problema como la conjetura de Fermat sea decidible. La teoria de no-
decidibilidad concierne a la existencia o no existencia de algoritmos para resolver problemas con una infinidad
de instancias.

9.2 Otros Problemas No Decidibles

Se tiene ahora un ejemplo de un lenguaje enumerable recursivamente que no es recursivo. FEl problema
asociado a ese lenguaje, ;Acepta M a w?, es no decidible y se puede usar para mostrar que otros problemas
son no decidibles.

Ejemplo 90 Considérese el problema: jEs L(M) # ¢ ? Sea < M > una codificacién para M. Se define
Lyv ={<M > /L(M) # ¢}
Ly ={<M > /L(M) = ¢}

Notese que Ly y Lyy son uno el complemento del otro, ya que cada string binario representa alguna
MT; aquellos mal formados, denotan una MT sin movidas. Todos estos strings estan en Ly . Se mostrara
que Ly es enumerable recursivamente, pero no recursivo y que Ly no es enumerable recursivamente.

Se muestra que Lyy es enumerable recursivamente, construyendo una MT, M, que reconoce cédigos de
MT’s que aceptan conjuntos no vacios. Dado un input < M; >, M en forma no deterministica adivina un
string X aceptado por M; y verifica que M; lo acepte, simulando M; en input X. Este paso también puede
ser ejecutado en forma deterministica, usando el generador de pares. Para el par (j,k), se simula M; en el
j-ésimo string durante k pasos. Si M; acepta, M acepta < M; >.

Ahora se debe mostrar que Ly no es recursivo. Supéngase que si lo fuera, entonces se podria construir un
algoritmo para L,. Sea A un algoritmo hipotético que acepta Ly . Hay un algoritmo B que, dado < M, w >,
construye una MT M’ que acepta ¢ si M no acepta w y que acepta {0,1}* si M acepta w. La idea se
muestra en la Figura 9.1. M’ ignora su entrada X y simula M en entrada w, aceptando si M acepta.

Note que M’ no es B. Més bien, B es como un compilador que toma < M,w > como programa fuente
y produce M’ como programa objeto. Se ha descrito qué hace B, pero no cémo lo hace. La construccién

es simple, toma < M,w > y separa w. Sea w = ajas...ay. B crea N + 3 estados ¢1,¢2,...,qN+3, CON
movidas
g1, X) = (¢2,%,D) para todo X (marca)
0(qi, X) = (gi+1,a,-1,D) paratodo Xy (escribe w)
2<i<N+1
0(gn+2,X) = (gn42,B,D) para X # B (borra cinta)
S(qn+2,B) = (qn+3,B,1)

0(gnts3, X) = (gn4s, X, 1) para X #8  (busca marca)
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M/

Figure 9.1: Construccién de M’, correspondiente al problema: jEs L(M) #£ ¢ ?

Habiendo producido el cédigo para estas movidas, B agrega N + 3 a los indices de los estados de M e
incluye la movida

6(qn+3,9%) = (qn+4,5, D) (hace partir a M )

y todas las de M en la MT que genera. La MT resultante tiene un simbolo extra, $, pero por teorema del
capitulo 7,se puede construir M’ con alfabeto de cinta {0,1, B} y con seguridad se puede hacer que g2 sea
el estado de aceptacién. Esto completa el algoritmo B y su salida es la maquina M’ deseada.

Supdngase ahora que existe un algoritmo A que acepta Ly . Entonces se construye un algoritmo C para
L,, como se indica en la Figura 9.2.

SI NO

<M, W M’ /

NO SI
C

Figure 9.2: Construccion del algoritmo C

Si M acepta w, entonces L(M’) # ¢; es decir, A dice NO y C dice SI. Si M no acepta w, entonces
L(M'") = ¢; A dice STy C dice NO. Como C no puede existir, A no puede existir. Por lo tanto, Ly no es
recursivo.

Si Ly fuera recursivo, Ly también lo seria pues es su complemento. Por lo tanto Ly es enumerable
recursivamente pero no recursivo. Si Ly fuera enumerable recursivamente, Ly y Ly serian recursivos. Por
lo tanto Ly no es enumerable recursivamente.

Ejemplo 91 Considere los lenguajes
Lr={< M > /L(M) es recursivo }
Lygr={< M > /L(M) no es recursivo }.

Nétese que Lr no es {< M > /M siempre se detiene }, atin cuando incluye a este dltimo. Una MT
M puede aceptar un lenguaje recursivo aunque puede que M no pare para algunos strings que no estan
en L(M); alguna otra MT equivalente a M debe siempre detenerse. Se probard que ni Lr ni Lyg son
enumerables recursivamente.
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Suponga que Lp fuese enumerable recursivamente. Entonces se puede construir una MT para L., que
se sabe no puede existir. Sea Mg una MT que acepta Lg. Se puede construir un algoritmo A que tome
< M,w > como input y produzca como output una MT M’, tal que

n_ | @ si M no acepta w
LM) = { L, si M aceptaw

Note que L, no es recursivo, asi que M’ acepta un lenguaje recursivo si y sélo si M no acepta w. El plan
para M’ se indica en la Figura 9.3.

SI

M/

Figure 9.3: Construccién de M’

Como en el ejemplo anterior, se ha descrito el output de A. Se deja su construccién como ejercicio.
Dado A y Mg se puede construir una MT que acepta L,. (Ver Figura 9.4).

< M,w|> M’ SI SI
A Mp

Figure 9.4: Construccién de una MT que acepta L,,

En input < M,w > la MT usa A para producir M’, y usa Mg para determinar si el conjunto aceptado
por M’ es recursivo. Acepta siy sélo si L(M') es recursivo, pero L(M’) es recursivo si y sélo si L(M’) = ¢,
lo que significa que M no acepta w. Por lo tanto acepta < M,w > si y sélo si < M,w >€ L,.

Se estudia ahora Lyg. Suponga que se tiene una MT, Mg, que acepta Lyg. Se puede usar Myg y un
algoritmo B a ser construido por el lector, que acepta L,. B toma < M,w > como entrada y produce una
MT M’ (ver Figura 9.5), tal que

¥*  si M acepta w
n_
L(MT) = { L, si M no acepta w

Por lo tanto M’ acepta un lenguaje recursivo si y sélo si M acepta w. Dados B y Myg, la Figura 9.6
siguiente es una MT que acepta L,:

La MT acepta < M,w > siy s6lo si L(M’) no es recursivo, o equivalentemente, si y sélo si M no acepta
w. Esto es, la MT acepta < M,w > si y sélo si < M,w >€ L,. Como ya se ha mostrado que no existe
tal MT, se concluye que la suposicién de que My existe es falsa y, por lo tanto, Ly no es enumerable
recursivamente.
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M/

Figure 9.5: Construccién de M’

< M,w|> M’ SI SI

Figure 9.6: Miquina de Turing que acepta L,

Los ejemplos anteriores muestran que no es decidible si el conjunto aceptado por una MT es vacio o
recursivo. La técnica usada en las demostraciones se puede usar para probar que no se puede decidir si el
conjunto aceptado es finito, infinito, regular, libre de contexto, tiene un nimero par de strings o satisface
muchos otros predicados.

. Qué puede ser decidido entonces sobre los conjuntos aceptados por una maquina de Turing? Sélo los
predicados triviales, tales como { Acepta una MT un lenguaje enumerable recursivamente? que son verdaderos
para todas las MT o falsos para todas ellas.

En lo que sigue se discutirdn lenguajes que representan propiedades de los lenguajes enumerables recur-
sivamente. Esto es, los lenguajes son conjuntos de cédigos de MT tales que la pertenencia de < M > en el
lenguaje depende sélo de L(M) y no de M misma. Mds adelante se considerardn lenguajes de cédigos de
MT que dependen de la MT misma, como “M tiene 27 estados”, que pueden ser satisfechos para algunas,
pero no todas las MT que aceptan un lenguaje dado.

Sea & un conjunto de lenguajes enumerables recursivamente, cada uno sobre {0,1}. & es una propiedad
de los lenguajes enumerables recursivamente. Un conjunto L tiene la propiedad 3, si L € . Por ejemplo,
la propiedad de ser infinito es {L/L es infinito }. < es una propiedad trivial si es vacio o consiste de todos
los lenguajes enumerables recursivamente. Sea Lg el conjunto {< M > /L(M) € im}.

Teorema 47 (Teorema de Rice) Cualquier propiedad no trivial S de los lenguajes enumerables recursi-
vamente no es decidible.

Demostracién :  Sin perder generalidad se asume que ¢ € < (si no, considérese ). Como I es no trivial,
existe L con propiedad . Sea M una MT que acepta L. Suponga que < fuera decidible. Entonces existe
un algoritmo Mg que acepta Lg. Se usa Mj y Mg para construir un algoritmo para L,. Primero se
construye un algoritmo A que toma < M,w >y produce < M’ >, en que L(M') € S si y sblo si M acepta
w (< M,w >€ L,). (Ver Figura 9.7).

Primero M’ ignora su input y simula M en w. Si M no acepta w, M’ no acepta X. Si M acepta w, M’
simula My, en X y acepta X siy sélo si My, acepta X. Luego M’ acepta ¢ o L, dependiendo de si M acepta
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SI
M M,

M/

Figure 9.7: construccién de M’, correspondiente a la demostracién del Teorema de Rice

w.

Se puede usar el algoritmo hipotético Mg para determinar si L(M') € §. Como L(M') € S si y sélo
si < M,w >€ L,, se tiene un algoritmo que reconoce L,, una contradiccién. Por lo tanto, & debe ser no
decidible. Note cémo esta demostracién generaliza el ejemplo 91.

Este teorema tiene varias consecuencias, algunas de las cuales se resumen en el siguiente corolario:

Corolario 4 Las siguientes propiedades de los conjuntos enumerables recursivemente no son decidibles:

1. Ser vacio
2. Ser finito
3. Ser regqular

4. Ser libre de contexto

JImplica el teorema anterior que cualquier cosa sobre las MT es no decidible? La respuesta es NO. Este
teorema sélo tiene que ver con propiedades de los lenguajes aceptados, no con propiedades de las méquinas
de Turing mismas. Por ejemplo, el problema: ; Tiene una MT dada un ntimero par de estados?, es claramente
decidible. Al tratar propiedades de las MT mismas se debe usar el ingenio.



