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PAUTA INTERROGACION 1

Pregunta 1

Demuestre que si L1 y Lo son lenguajes regulares, entonces L1 N Ly es un lenguaje regular.

Nota: Esta pregunta es una “demostracién vista en clases” por lo que debe argumentar todos los pasos de
su demostracion.

Solucién

Si Ly y Lo son lenguajes regulares, entonces existen automatas A = (Q,%,d,q0, F) y A’ = (Q', 2,8, 4}, F')
tales que L(A) = Ly y L(A’) = Ly. Definimos un automata que acepta la interseccién como sigue:

A% A/ = (vaza(;X’anFX)
e Q*=0QxQ ={(¢,4)1q€QNd €Q'}
e 0°((¢:¢'),a) = (6(q,a),8'(¢', a))

e ¢ = (90,90)
o FX = F x F

Por demostrar. L(A x A’) =Ly N Ls.

L:(A X A/) Q L1 N L2
Sea w = ajas...a, € L(A x A’). Existe una ejecucién p de A x A’ sobre w:

p i (po,py) — (p1,01) =2 (p2sph) - — (Pnspl)

* (po.po) = (90, 90)
e para todo i € {0,1,...,n —1},0°((pi, 1)), @iv1) = (Pit1,Piq1)
* (pn,py,) € F~

Por construccién de §* sabemos que (g;,¢;) = (6(gi—1,0a),0'(¢;_1,a)), lo que nos permite construir las
siguientes ejecuciones:
a a "
p1ipo = P13 P2 = Py

ay /a2

P2 Py —> Py —> Py =Dy,



usando que (p;, air1) = pit1, 0 (P}, air1) = iy, Vi € {0,1,...n —1}. Y ademas podemos concluir que
pn € F,pl, € F' ya que (py,p,) € F*. Luego, como existen ejecuciones de aceptacién de A y A’ sobre w
concluimos entonces que w € L1 N Lo.

L1 OLQ - ﬁ(A X A,)
Dado w = ajas . ..a, € L1 N Lo, existen ejecuciones p y p’ de Ay A’ sobre w, como sigue:

pipo = p1 S paee S py,
plipy TRy Ty ),
® Po=qoy Ph=qp
® 0(pi,ait1) = piv1 ¥ O’ (P}, aip1) = piyq, Vi€ {0,1,...n— 1}
ep, €Fyp, eF

Juntando esas ejecuciones, y por definicién de §*, tenemos

p” (0, Ph) = (p1.P1) 2 (P2, 15) = (P Dly)

* (po.po) = (90, 90)
e para todo i € {0,1,...,n —1},0°((pi, 1)), @iv1) = (Pit1,Piq1)
® (pn.pp,) € F*

Por lo que, p* es una ejecucion de aceptacién de A x A’ sobre w, luego w € L(A x A').

Concluimos entonces que el automata A x A’ define el lenguaje pedido, luego L1 N Ly es un lenguaje regular.

Distribucién de puntajes
Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:

e (1 pto.) Por definir los estados del autémata A x A’.

(1 pto.) Por definir los conjuntos de estados iniciales I* y finales F* del autémata A x A’.

(1 pto.) Por definir la funcién de transicién 6* del automata A x A’

(1.5 ptos) Por la demostracién hacia el lado derecho de la doble implicancia.

- (0.5 ptos) Por el planteamiento y escribir las transiciones de estados.
- (0.5 ptos) Por utilizar la construccién del autémata A x A’.

- (0.5 ptos) Por lograr concluir la demostracién utilizando lo anterior.

(1.5 ptos) Por la demostracién hacia el lado izquierdo de la doble implicancia. (Una buena argu-
mentacién de por qué los pasos anteriores son reversibles también se considerara correcta).

- (0.5 ptos) Por el planteamiento y escribir las transiciones de estados.

- (0.5 ptos) Por utilizar los automatas Ay A'.

- (0.5 ptos) Por lograr concluir la demostracién utilizando lo anterior.



Pregunta 2

Pregunta 2.1

Demuestre que si R es una expresion regular que no usa el operador (-)*, entonces £(R) es finito.

Solucion

Sea R una expresién regular sobre un alfabeto X, y supongamos que R no contiene el operador (-)*. De-
mostraremos por induccién estructural sobre la definicién de las expresiones regulares que £(R) es finito.

Casos base:
R=¢= L(R) = {e}, R=a= L(R)={a}, VaeX, R=0=L(R)=2.
En los tres casos se obtiene que £(R) es finito.

Hipétesis inductiva: Supongamos que para dos expresiones regulares Ry y Ry que no utilizan el operador
(-)*, los lenguajes L(Ry) y L(R2) son finitos.

Paso inductivo: Consideremos las operaciones posibles entre expresiones regulares:

e Si R = Ri + R, entonces
L(R) = L(Ry) UL(R).

Obteniendo entonces que

IL(R)| < [L(R1)| + [L(R2)],
por lo que L(R) es finito.
e Si R = R; - Ry, entonces
L(R)=L(Ry) - L(Rg) ={uv:u € L(Ry), veE LR}

En este caso, se cumple
IL(R)| < [L(R1)| - |L(R2)],

por lo tanto L(R) también es finito.

Como las expresiones regulares se construyen inductivamente a partir de los casos base mediante las opera-
ciones + y -, se concluye que toda expresién regular que no utilice (-)* define un lenguaje finito.

Distribucién de puntaje:
e (1 pto.) Por considerar correctamente los casos base.
e (1 pto.) Por la hipétesis inductiva.
e (2 ptos.) Por justificar que la unién de lenguajes finitos es finita.

e (2 ptos.) Por justificar que la concatenacién de lenguajes finitos es finita.

Pregunta 2.2

Demuestre que si L es un lenguaje finito, entonces L se puede definir con una expresién regular.



Solucion

Supongamos que L es un lenguaje finito sobre un alfabeto . Consideremos dos casos:
e Caso 1: L = @. En este caso, basta la expresién regular
R=0,
ya que L(R) = & = L.
e Caso 2: L # @. Como L es finito, puede escribirse como
L ={wy,wa,...,wy}, n>0.
Definimos entonces la expresion regular
R=wi+ws+ -+ w,.
Por definicién de las operaciones de las expresiones regulares, se tiene
L(R) ={wi,wa,...,w,} = L.
Por lo tanto, en ambos casos existe una expresién regular R tal que L(R) = L.
Distribuciéon de puntaje:
e (1 pto.) Por identificar qué significa que L sea un lenguaje finito.
e (1 pto.) Por el caso L = @.
e (3 ptos.) Por el caso L # @.

e (1 pto.) Por concluir que efectivamente L(R) = L.



Pregunta 3

Sea ¥ = {0,1}. Se define la distancia de Hamming entre dos palabras u,v sobre ¥ del mismo largo con
U=4ai...a,yv="by...b, como:

H(U,U) = ‘{ZG {1,...,71} | a; ?’ébz}|

. Es el siguiente lenguaje regular? Demuestre su respuesta.

Lo = {(a1,b1) ... (an,bn) € ({0,1} x {0,1))* [n >0 A H(ay...an,bi...by) > g}

Solucion:

Ly NO es regular, pues no cumple el lema de bombeo. Se demostrard que Lo cumple la negacién del lema.

(a) Para todo N >0

(b) Existe la palabra (0,0) - (1,0)" - € que estd en Ly (pues H(OY - 1V, 02V) = N > 2
—_—— N

x y Z

(c) Tal que para toda divisién de y, que tiene la forma (1,0)% - (1,0)'- (1,0)0™ con I >0y k+l+m =N
—— N N——

(d) Existe i =0
(e) Tal que t = (0,0)" - (1,0)*- ¢ -(1,0)™-_€ mo estd en Lo.

xr u
(f) Esto se puede afirmar porque:

H(ON . 1k+m,ON ~Ok+m) =k+m
Il>0,porlotanto k+m<k+1l4+m=N

k4+m<N /+ (k+m)
1
2(k+m) < N+k+m /-5
N
k+m<#

Menos de la mitad de los simbolos son distintos, por lo tanto ¢ no esta en Lo

Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:

e (0.5 puntos) Por identificar que el lenguaje no es regular.

(1 punto) Por (a) y (c), uso correcto del lema de bombeo.

(2 puntos) Por (b), encontrar una palabra que sirva.

(1.5 puntos) Por (d) y (e), escoger un i correcto.

(1 punto) Por (f), justificar que ¢ no estd en el lenguaje.

Opcidén 2:

(a) Para todo N >0
(b) Existe la palabra € - (0,0)™ - (1,0)" que estd en Ly (pues H(0V - 1V,0%V) = N > 2)
NN ——— N —

x Yy z

(c) Tal que para toda divisién de y, que tiene la forma (0,0)*-(0,0)"-(0,0)™ conl >0y k+Il+m=N
—— N N —

u v w



(d) Existe i =2
(e) Talque t = _€ -(0,0)%-(0,0)%-(0,0)™-(1,0) no esté en L.
N . e N N —

T u 3K w z

(f) Esto se puede afirmar porque:
H(ok-‘r?l-‘rm, . 11\77 0k+21+m X ON> - N

l>0,porlotanto N=k+Il+m<k+2l+m
N <k+2l+m

2N <k+2l4+m+ N

N <
2

Mas de la mitad de los simbolos son iguales, por lo tanto ¢ no estd en Lo

E+20+m+ N



Pregunta 4
Sea L C ¥*. Para i € N, se define el lenguaje L=} C ¥* tal que L1 = {¢} y:
Ll = {we ¥ | Juy,...,u; €X*. Jag,...,ai41 € X. w=ayu; ...auia;+1 AN Vk <1i. agugagsr € L}

Suponga que ahora extendemos las expresiones regulares con el operador R- tal que la seméntica del operador
se define recursivamente como:

L(R-) = G L(R)-1,
=0

Demuestre que las expresiones regulares extendidas con R~ solo definen lenguajes regulares.

Solucién

Sea R una expresion regular, por teorema de Kleene, definimos el autémata finito determinista (DFA)
A=(Q,%,0,q,F), tal que L(A) = L(R). Construimos el e-NFA:

A== (Q~, %, A=, I, F~)
donde,
e Q-=QuUSU{q}
o A= ={(p,a,q) [ d(p,a) = ¢} U{(p,a,a) [ 6(p,a) € F} U{(a,¢,5(qo,a)) | a € 3}
o I"={qo,qc}
o F-=FU{q}
Demostraremos que £(A~) = L£(R~).
L(A%) C L(R):

Dada una palabra w € L(A-), sabemos que existe una ejecucién aceptacién de A sobre w. FEsta
ejecucién puede tener dos formas distintas:

— La ejecucién tiene forma p : g.. En este caso sabemos que w = e. Dada la construccién de £,
se sigue que L£(R)-1 = {€}. Por lo tanto, w € |J L(R)-l = L(R~).
i=0

— La ejecucién tiene forma:
i i Wi g i
pigo P gt a5 p” B Braz - T Spt S gy

donde gy € F-.
Por construccién de A=, Vk < i. (q*,ary1) € F-y p* = 0(qo,ar). Entonces existen las
ejecuciones:
p1iqo —pt =5 gt 2 q)
a u a,
p2:q0 = p* = ¢ = q;

. @iy, g Wiy g GiAlo g
piiqo —>Dp = ¢ —— q}
que son de aceptacién en A.
En consecuencia, w = ajuias...a;u;a;41, donde Vk < i. agugary1 € L(R), por lo que w €

L(R)-11. Concluimos que w € 'UOE(R)“M = L(R~).

1=



L(R-) C L(A-):
oo . .
Dada una palabra w € £L(R-) = |J L£(R)-!, entonces w € L(R)-1") con i > 0. Veremos dos casos:
=0
— i =0: L(R)-! = {€}, por lo tanto w = e. En A~ existe la ejecucién de aceptacién py : g, sobre

€. Se sigue que w = € € L(A~).

— 1> 0: w=ajurasy...a;u;a;+1 tal que Yk < i. agugar+1 € L(R). Luego, existen las ejecuciones
de aceptacion,

Lo 1 v, ] G2, 9
pPriqo — P —>q —q;
P20 = P ¢° = g
pitqo 5 pt M gt S gl

Por construccién de A-, debe existir la ejecucién de A= sobre w,

i i Wi i Qi i
pigo—pt gt a5 PP @ Drag - a2 p ¢ g

que es de aceptacidn, ya que qo € I- y q} € F-. Por lo tanto, w € L(A~).

Como L(A=) C L(R-) y L(R=) C L(A~), entonces L(A~) = L(R-). Por ende, como existe un e-NFA que
acepta el mismo lenguaje que la expresion R-, queda demostrado que las expresiones regulares extendidas
con el operador R- solo definen lenguajes regulares.

Dado lo anterior, la distribucién de puntaje es la siguiente:

(1 puntos) Por plantear correctamente lo que debe hacer el autémata.
(1 puntos) Por definir los conjuntos de estados @, I y F del autémata.
(1 puntos) Por reutilizar las transiciones del autémata original.

(1 puntos) Por definir las e-transiciones del autémata.

(1 puntos) Por definir las transiciones que llevan a los estados X.

(1 puntos) Por demostrar la correctitud del autémata.



