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PAUTA EXAMEN

Pregunta 1

Sea L un lenguaje regular, y A = (Q, %, §, qo, F) un DFA tal que £(A) = L.
Sabemos que, si existe un autémata cuyo lenguaje sea Mitad(L), entonces Mitad(L) es regular.

Solucién 1: Agregar estados iniciales y finales para saltarse u y w
Se define el NFA A~ = (Q,X, A7, I, F~) a partir de A, donde

e A~ ={(q,a,d(q,a)) | g € Q,a € £} (Mantener las transiciones iguales)

e I~ ={q|3u.d(qo,u) = q} (Estados alcanzables desde qq)

e F~ ={p|Jw.b(p,w) € F} (Estados de adonde se puede alcanzar un estado final)
P.D: Mitad(L) = £(A").

(€) Supongamos que v € Mitad(L). Sabemos que existen u,w € ¥* tal que u-v - w € L.
Por lo tanto, existen ¢, g2 tal que d(qo,u) = q1, (q1,v) = g2 vy 0(ge,w) € F.

Por construccién de A~, sabemos que ¢1 € I7, g2 € F'y que (q1,v) F5_ (g2,¢€).

Por lo tanto, v € L(A™).

(2) Supongamos que v € L(A™). Sabemos que existen q; € I~ y g2 € F~ tal que (q1,v) F5_ (g2, ¢€).
Por construccién de I~ y F~, sabemos que existen u,w € X* tal que S(QO7 u) =q y que 5((127 w) € F.
Como las transiciones de § y A son iguales, sabemos que 5 (q1,v) = qo.

Por lo tanto, 6(qo, uvw) € F, y concluimos que v € Mitad(L).

Queda entonces demostrado que Mitad(L) es un lenguaje regular.

La distribucién de puntaje para esta solucién es la siguiente:

(0.5 puntos) Por identificar que existe un autémata cuyo lenguaje es L

(0.5 puntos) Por definir los estados de A~ correctamente

(1 punto) Por definir A~ correctamente
Para I~ y F':

— [2 puntos] Si se definen ambos correctamente
— [1 punto] Si se definen, pero hay errores en su definicién
— [0 puntos] Si no se definen explicitamente

(2 puntos) Por demostrar que los lenguajes son iguales (1 punto por cada direccién)



Solucién 2: Saltarse u y w con copias del autémata que no leen letras

Se define el eNFA A° = (Q*, 3, A%, I° F*) a partir de A, donde

={[g,i] | g € Q,i € {1,2,3}} (Hacer tres copias de ) y enumerarlas)

. Af {([g, 1], €, [0(g,a),1]) | ¢ € @,a € ¥} (Transiciones sin lectura en la primera copia)

o A5 =1{([g,2],a,[0(q,a),2]) | ¢ € Q,a € X} (Transiciones iguales que J en la segunda copia)
o A ={([¢g,3],¢6[(q,a),3]) | ¢ € Q,a € L} (Transiciones sin lectura en la tercera copia)

o A% ={([g,7],€,[q,i+1]) | ¢ € Q,i € {1,2}} (Pasar de una copia a la siguiente)

o AT=AJUAJUAjUAS,

e I* ={[qo,1]} (Empezar en la primera copia)

o F*={[p,3] | p € F} (Aceptar sélo en la tercera copia)
P.D: Mitad(L) = L(.A®)

(€) Supongamos que v € Mitad(L). Sabemos que existen u,w € ¥* tal que u-v-w € L.

Por lo tanto, existen ¢1,q2 € Q y p € F tal que S(qo,u) =q, S(ql,v) =q2y S(qg,w) =p.
Por construccién de A®, sabemos lo siguiente:

([CI(L 1],’[}) |_j43 ([Qh 1]70) }_.);\S ([%72]77)) |_f45 ([QQ72]7€) |_j45 ([QQ73]76) l_:kéls (Lp7 3]76)
<~ S~ S~ S~ I~
Por A3 Por As, Por A3 Por As, Por A§
Por construccién, tenemos que [qo, 1] € I°® y que [p, 3] € F*. Por lo tanto, v € L(A®).

(2) Supongamos que v € L(A*). Notemos que la tnica forma de llegar a un estado final es usando las
transiciones de A, para avanzar hasta la copia 3. Por lo tanto, existen ¢1,¢2 € Q y p € F tal que

([qO’ 1]’U) }_TLXS ([Q17 1]’U) }_j\s ([Q172]’U) l_téts ([q2’2]76) }_:kcts ([qQ73]’6) |_f45 ([p7 3]76)
(1) (2) (3)

Por construccién de Af y (1), sabemos que existe u € X* tal que 5(qo, w) =qi.
Por construccién de A§ y (2), sabemos que d(q1,v) = qa. A

Por construccién de Ay (A ), sabemos que existe w € ¥* tal que (g2, w) = p.
Por lo tanto, tenemos que 0(qo, uvw) = p.

Por construccién de F*, p € F. Por lo tanto, v € Mitad(L).

Queda entonces demostrado que Mitad(L) es un lenguaje regular.

La distribucién de puntaje para esta solucién es la siguiente:

(0.5 puntos) Por identificar que existe un autémata cuyo lenguaje es L

(0.5 puntos) Por definir I* y F'® correctamente

(1 punto) Por definir los estados de A% e incluir a A§ (o equivalente a 0) en la definicién de A®
Para Af, Ay A%,:

— [2 puntos] Si se definen correctamente
— [1 punto] Si se definen, pero hay errores en su definicién
— [0 puntos] Si no se definen explicitamente

(2 puntos) Por demostrar que los lenguajes son iguales (1 punto por cada direccién)



Pregunta 2

Considere el siguiente problema:

Problema: | MIRRORNFA
Input: Un NFA A= (Q, X, A [,F)yw=a;...a, € "
Output: TRUE si, ysolosi, i€ {1,...,n—1}. a1...a; € L(A) Nanan—1...a;+1 € L(A).

En otras palabras, la respuesta es TRUE si la palabra w se divide en dos partes, donde la parte de la izquierda
estd en L(A) y la de la derecha invertida estd en £(A). Entregue un algoritmo que resuelva MIRRORNFA
en tiempo O(|A| - |w|) y explique la correctitud de su algoritmo.

Solucién

Lo que haremos es ejecutar el algoritmo de On-The-Fly leyendo la palabra de izquierda a derecha leyendo
aias...a, recordando todas las posiciones donde llegamos a un estado final y luego haremos una pasada de
derecha a izquierda leyendo a,a,_1...a; buscando si es que podemos llegar a algun estado final y la posicion
anterior fue marcada como final por la pasada anterior.

Algorithm 1: MIRRORNFA
Input: Un NFA A =(Q,X,A,I,F) y una palabra w = a; ... a,
Output: TRUE siysolosi di € {1,...,n—1} tal que ay...a; € L(A) y anan_1...a;41 € L(A).

B[l...n] < FALSE
S<+1

for i =1 to n do
Sold<_5

S+ 0
foreach p € S,;; do
| S« Su{ql|(paiq €A}
foreach p € S do
if p € F then
L | Bli] <~ TRUE

S« 1

for i =n to 2 do

Sold < S

S0

foreach p € S,;; do

| S« SuU{ql(paiq) €A}

foreach p € S do

L if pe F and B[i— 1] = TRUE then
L return TRUE

return FALSE

La demostracién de correctitud es consecuencia de que sabemos que el algoritmo On-The-F1ly es correcto.
Por lo tanto, luego del primer for (que es solo aplicar el algoritmo clasico) sabemos que B[i] = True siy solo
si ajas...a; € L(A). Luego para la pasada en reversa, tenemos que cuando la condicion de termino se cumple,
p € F siysolosiapan—1...a; € L(A) y como B[i — 1] = True entonces ajas...a;—1 € L(A) cumpliendo
asi lo pedido.

La complejidad es O(|A] - |w|) ya que ejecutamos On-The-Fly 2 veces.

Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:

e (1 puntos) Por utilizar una estructura de datos que recuerde la informacion de la primera pasada



(1 puntos) Por usar On-The-Fly de izquierda a derecha

(1 puntos) Por actualizar correctamente la estructura de datos con la condicion de termino de la
primera pasada

(1 puntos) Por usar On-The-Fly de derecha a izquierda
(1 puntos) Por la condicién de termino correcta

(1 puntos) Por la explicacion de la correctitud.

Es importante mencionar de que en caso de que el algoritmo entregado no cumpla la complejidad
pedida, la respuesta no se consideraréd correcta. Por lo que el puntaje asignado queda a discresion del
ayudante corrector.



Pregunta 3

Pregunta 3.1

Una posible solucion para esta pregunta es la siguiente construccion de la gramatica:

S — Xad
Xad — aXadd | Xac | de
Xac — aXacc | Xbc
Xod = bXpad | Xoe
Xb(: — bXbcC | €

Explicacion de la gramatica: Desde X,4 agrego x a’s y d’s, luego si paso a X,. agrego y a’s y ¢’s, o si
paso a Xpq agrego y b’s y d’s, finalmente en la produccién X, agrego z b’s y ¢’s. En general tengo que,

#a+ #b=F#c+ #d
r+yt+z=xz+y+=z

cumpliéndose la condicién i + 7 = p + q. Ademaés, podemos observar que el orden en el que se aplican las
producciones preservan el orden de la palabra, tal que genera a’b’cPdq.

Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:
e (0.75 punto) Por la produccién X4
e (0.75 punto) Por la produccién X,
e (0.75 punto) Por la produccién Xy

e (0.75 punto) Por la produccién Xp,.

Pregunta 3.2

Solucién a. Podemos crear un apilador alternativo a partir de la gramatica anterior. La construccién seria
la siguiente:

D=(Q.%,A,q.{as})
donde,

L4 Q = {QOan7A7BaCaDaSa XadaXacade7Xbc}

o A= (QO567Sqf) U Aprod U Ae

En este caso Ay, o4 son las transiciones que vienen de las producciones de la gramatica, tal que:

S,G,Xad)u

Xad, €, AXadD) U (Xad, €, Xac) U (Xad7 €, X(,d) U (Xad, €, XbC)U
Kae, €6, AXeC) U (Xae, €, Xpe)U

Xpa, €, BXpaD) U (Xpa, €, Xpe)U

Xpe, €, BXbCC) U (Xbc, €, 6)

Ap?"od =

(
(
(
(
(

vy A, son las transiciones que consumen la palabra y van eliminando los estados A, B, C'y D del stack,
tal que:
Ao = (A a,e)U (B,be)U(C,c,e)U(D,d,e)



Explicacion: Utilizando las transiciones que vienen de la gramaética el apilador construye de forma no
determinista una palabra vélida en el stack, luego las transiciones de eliminacién revisan que la palabra
recibida sea una palabra vélida en la gramética comparandola con lo que esta escrito en el stack.

Dado lo anterior, la distribucién de puntaje es la siguiente:
e (0.5 puntos) Por definir los estados.
e (0.5 puntos) Por agregar la transicién inicial (qo, €, Sqy).
¢ (1 punto) Por agregar las transiciones Ay, 4.

e (1 punto) Por agregar las transiciones A.,.

Solucién b. Podemos crear un apilador alternativo que acepte la palabra, tal que:

D=(Q,%,A qu,{q4})
donde,

® Q=1{qa W qc, 94,9}

[
A= (qa,a,qaq) U (qa, € qp)U
@, b, uq) U (gb, €, qc)U

(
(
EQC(L ¢, Q(') (q(:a €, Qd)u

Explicacion: Primero se debe entender que los estados qq, gp, ¢c ¥ qq se utilizan para marcar que secciéon
de la palabra se estd leyendo, de esta forma uno no puede ’devolverse’ a una fase anterior, es decir, no se
puede leer las letras en desorden. Luego, el estado g sirve como contador, por cada a y b anadimos una q y
por cada ¢ y d eliminamos una ¢, de forma que si #a + #b = #c + #d, entonces la cantidad de ¢ anadidas
y eliminadas es la misma, alcanzando el estado final ¢4.

Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:
e (0.5 puntos) Por definir los estados.
e (0.75 puntos) Por agregar las transiciones con a y b que suman g..
e (0.75 puntos) Por agregar las transiciones con ¢y d que restan gq..

e (1 punto) Por agregar las e-transiciones que cambian de estado.



Pregunta 4

Para cada uno de los siguientes lenguajes determine si es (1) regular, (2) libre de contexto y no regular, o
(3) no libre de contexto. Demuestre su respuesta.

1. Ly = {a"b™c! |[n <mAm < l}
2. Ly ={a"b™c’ |n<mvm<{}

Hint: L, y Lo difieren en su categorizacién entre (1), (2) y (3).

Solucion
4.1) Ly ={a""c" |n<m <}

L, No es libre de contexto. Usaremos el lema de bombeo para lenguajes libres de contexto. Para todo

N > 0, tomemos la palabra:

z=aV NN 2 e Ly,

pues claramente:
N<N+1<N+2

Por el lema, existe una descomposicién:
Z=uvwary

tal que:
lvwz| < N, |vx| > 0,

Como |vwz| < N, el segmento vwz puede ubicarse inicamente en los siguientes casos:

*

) vwzx € L(a*),
) vwz € L(a*bT),
3) wvwzx e L(bte"),
) vwz € L(c*),

Mostraremos que en todos los casos existe un 7 tal que

w'lwz'y ¢ L.

Caso (1): vwz € L(a*)
Si bombeamos con ¢ = 2:
#a(uv’wry) > N+1> N.

Pero #b = N + 1, y tenemos que:
#a > #b,

lo cual viola n < m. Luego uv?wz?y ¢ L.

Caso (2): vwz € L(a*bT)
Bombear con ¢ = 2 aumenta las b:

#b(uvwry) > N +2> N + 1.



Lo que genera:

#b > #c,
contradiciendo m < £. Por tanto uwv?wz?y ¢ L.
Caso (3): vwz € L(bTc*)

Bombeando hacia abajo, con i = 0:
#b(urwarly) < N

Teniendo entonces que:

#b < #a,
violando n < m. Entonces uv®wzy ¢ L.
Caso (4): vwz € L(c*)

Bombeando hacia abajo, con i = 0:
#c(uvwzy) < N.

#e(ur®wz’y) < N —1< N +1.

Teniendo entonces que:
#c < #b,

violando m < /. Entonces uv’wz%y ¢ L.

Conclusién.

‘Ll no es libre de contexto.

e (0.5 ptos) Por indicar que el lenguaje no es libre de contexto.
e (0.5 ptos) Por elegir una palabra correcta.

e (2 ptos) Por casos, 0.5 por caso.



4.2) Ly ={a""c’ |n<mVm</l}.

Es libre de contexto (a) y no regular (b).

(a) Disenar una gramatica libre de contexto que genere Lo.

Queremos generar palabras donde:

n<m y m < {.

Sea entonces la gramatica
g - ({Sv Xa7 Xba XCv Xaba XbC}a {av bv C}; P7 S)

La idea es generar pasos de “crecimiento escalonado” entre los bloques, usando no terminales auxiliares.
Tenemos entonces las siguientes producciones:

S—)XabXC | XaXbc

Xo—aX, | €
Xap > aXapb | Xpb
Xy =2 bXy | €
Xpe 2 b Xpee | Xec
X.—ceX. | e

Estas reglas permiten “transferir” control entre bloques de forma que X, produzca més simbolos que X, y
X, més que Xy, asegurando n < m < /£.

(b) Demostrar que Ly no es regular.

Usaremos el lema de Bombeo para lenguajes regulares.
Para todo N > 0 consideremos la palabra

w=1xyz € Ly conz=¢, y=a¥ y z=0b""¢
se descompone y tal que
y:uvwzaklak"‘ak?’ conkeo #0 y ki+ko+ks=N
Bombeamos con i = 2,
wy?z = gFrt2hethapN+1,
Pero esta palabra ya no satisface la condiciéon n < m porque:

#a(:cyQZ) > #b(ny,z)

Por lo que a*1t2F2tkspN+le & [, v Ly no es regular.

Conclusién:

’ L5 es libre de contexto y no regular.

e (0.5 ptos) (a) Por indicar que el lenguaje es libre de contexto.



(0.5 ptos) (a) Por hacer la disyuncién inicial de casos en la gramadtica.

(0.5 ptos) (a) Por mantener la desigualdad en las producciones.

(a)

(a)
(0.5 ptos) (b) Por escoger una palabra correcta.
(0.5 ptos) (b) Por escoger i correcto y uso correcto del lema.
(b)

(0.5 ptos) (b) Por demostrar que la palabra bombeada no pertenece a Lo.
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